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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢  

Γ΄ ΣΑΞΘ΢ ΘΜΕΡΘ΢ΙΟΤ ΓΕΝΙΚΟΤ ΛΤΚΕΙΟΤ 

ΔΕΤΣΕΡΑ 10 ΙΟΤΝΙΟΤ 2019 

ΕΞΕΣΑΗΟΜΕΝΟ ΜΑΘΘΜΑ: ΜΑΘΘΜΑΣΙΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ 

 
 

 ΘΕΜΑ Α  
 

A1. Ζςτω
 

Α . 

 α) Τι ονομάηουμε πραγματικι ςυνάρτθςθ με πεδίο οριςμοφ το A;            

(Μονάδεσ 2)  

 β) i.   Ρότε μια ςυνάρτθςθ f : A
 
ζχει αντίςτροφθ;                             

(Μονάδα 1)  

  ii. Αν ιςχφουν οι προχποκζςεισ του (i), πώσ ορίηεται θ αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ τθσ f ; 

                                                                                                                    (Μονάδεσ 3)  

                                                                                                                      Μονάδες 6  

A2.  Να διατυπώςετε το κεώρθμα του Fermat που αφορά τα τοπικά ακρότατα μιασ ςυνάρτθςθσ.  

                                                                                                                        Μονάδες 4 

A3. Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f , θ οποία είναι ςυνεχισ ςε ζνα διάςτθμα Δ. 

 Αν  f ' x 0  ςε κάκε εςωτερικό ςθμείο x του Δ, να αποδείξετε ότι θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε όλο 

το Δ.  

                                                                                   Μονάδες 5 

A4.  Να χαρακτηρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουθοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ το γράμμα που 

αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη και δίπλα ςτο γράμμα τη λζξη Σωστό, αν η πρόταςη είναι ςωςτή, ή 

Λάθος, αν η πρόταςη είναι λανθαςμζνη. Να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

 α)  Για κάκε ςυνάρτθςθ f, θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο       A ,0 0,  με  f ' x 0  για 

κάκε x A , ιςχφει ότι θ f  είναι ςτακερι ςτο A. 

                                                     (Μονάδα 1 για τον χαρακτθριςμό Σωςτό /Λάκοσ 

                                                                Μονάδεσ 3 για τθν αιτιολόγθςθ ) 

 β)  Για κάκε ςυνάρτθςθ f : A , όταν υπάρχει το όριο τθσ f κακώσ το x τείνει ςτο 0x A , τότε 

αυτό το όριο ιςοφται με τθν τιμι τθσ f ςτο 0x . 

                                                   (Μονάδα 1 για τον χαρακτθριςμό Σωςτό /Λάκοσ 

                                                                  Μονάδεσ 3 για τθν αιτιολόγθςθ ) 

                                                                                                           Μονάδες 8 

A5.  Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f του διπλανοφ ςχιματοσ. 

 Αν για τα εμβαδά των χωρίων Ω1, Ω2 και Ω3 ιςχφει ότι 
 

Ε(Ω1) =2 , Ε(Ω2)=1 και  Ε(Ω3) =3, 

 τότε το  
β

α

f x dx  είναι ίςο με : 

 α) 6              β) -4             γ) 4           δ) 0          ε) 2 

 Να γράψετε ςτο τετράδιό ςασ το γράμμα που αντιςτοιχεί ςτη 

ςωςτή απάντηςη. 

                                                                                                                    Μονάδες 2 
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ΑΠΑΝΣΘ΢ΕΙ΢  

 

A1.  α) Οριςμόσ, (ςχολικό βιβλίο, ςελ. 15). 

β)  i.  Πταν είναι 1 – 1 ςτο A, (ςχολικό βιβλίο, ςελ. 35). 

  ii. Αν f(A) είναι το ςφνολο τιμών τθσ f, τότε θ αντίςτροφθ είναι θ  g: f(A)  με τθν οποία 

κάκε  y f A  αντιςτοιχίηεται ςτο μοναδικό x A για το οποίο ιςχφει f(x) y . 

Α2. Θεώρθμα, (ςχολικό βιβλίο, ςελ. 142). 

A3.  Απόδειξθ, (ςχολικό βιβλίο, ςελ. 135). 

Α4.  α) Λάθος. Ζςτω θ ςυνάρτθςθ    f :( ,0) (0, )  με τφπο 
 

 


1,x 0
f(x)

1, x 0
. 

  Τότε ιςχφει  f (x) 0  για κάκε x A , αλλά θ f δεν είναι ςτακερι, αφοφ παίρνει δφο διαφορετικζσ 

τιμζσ. 

  Εναλλακτικά: Η πρόταςθ δεν ιςχφει ςε ζνωςθ διαςτθμάτων. (Αναφορά του ςχολίου του ςχολικοφ 

βιβλίου ςτθ ςελίδα 134, χωρίσ το αντιπαράδειγμα).   

 β)  Λάθος. Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f :  με τφπο 


 


x,x 0
f(x)

1, x 0
. 

  Τότε 
 

 
x 0 x 0
limf(x) limx 0 , ενώ f(0) 1 . 

  Εναλλακτικά: Η ςυγκεκριμζνθ ςυνκικθ ιςχφει μόνο για ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ. 

Α5. γ 

 

 

 

 

 ΘΕΜΑ Β  

 

 Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f :  με τφπο    xf x e λ , όπου λ , θ οποία ζχει οριηόντια 

αςφμπτωτθ ςτο   τθν ευκεία y 2 . 

B1.  Να αποδείξετε ότι λ 2 . 

                                                                                                                                           Μονάδες 3 

B2.  Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ   f x x 0  ζχει μοναδικι ρίηα, θ οποία βρίςκεται ςτο διάςτθμα  2,3 .                                                  

                                   Μονάδες 7 

B3.  Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f είναι 1-1 (μονάδεσ 2) και ςτθ ςυνζχεια να βρείτε τθν αντίςτροφι 

τθσ  (μονάδεσ 4) . 

                                                                                                                                  Μονάδες 6 

B4.  Ζςτω      1f x ln x 2 , x 2 . Να βρείτε τθν κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ τθσ παρά-

ςταςθσ (μονάδεσ 3) και ςτθ ςυνζχεια να κάνετε μια πρόχειρθ γραφικι παράςταςθ των ςυναρτιςεων 

f και 1f  ςτο ίδιο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων (μονάδεσ 6). 

                                                                                                                                      Μονάδες 9 
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 ΛΤ΢Θ: 
 
 

Β1. Εφόςον θ y 2  είναι οριηόντια αςφμπτωτθ ιςχφει ότι:  
x

x
lim (e 2) 0 0 2 0 2


         , 

oπότε xf (x) e 2  . 

 

B2. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ  g(x) f(x) x . 

 Τότε ζχουμε:     2g(2) f(2) 2 e 0  και 

     
        3 3g(3) f(3) 3 e 2 3 e 1 0 . 

 Από το Θεώρθμα Bolzano για τθν g ςτο διάςτθμα *2,3+ και δεδομζνου ότι θ g είναι ςυνεχισ ςτο *2, 3+ 

ωσ διαφορά ςυνεχών ςυναρτιςεων, ςυμπεραίνουμε ότι υπάρχει  

 0 0x (2,3): g(x ) 0 . 

 Αυτό είναι και μοναδικό αφοφ        xg (x) f (x) 1 e 1 0, x  άρα θ g  είναι γνθςίωσ φκίνουςα 

και 1-1, οπότε θ ρίηα είναι μοναδικι. 

 

Β3. Η xf (x) e ,    είναι παραγωγίςιμθ ςτο  με xf (x) e 0, x      . Συνεπώσ, θ f είναι 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο , άρα και 1 1 . 

 Για να βροφμε τθν αντίςτροφθ υπολογίηουμε πρώτα το ςφνολο τιμών τθσ f, το οποίο κα είναι το 

πεδίο οριςμοφ τθσ αντίςτροφθσ. Ζχουμε ότι: 

  x

x x
lim f (x) lim e 2 2

 
       και 

 x

x x
lim f (x) lim e 2 0 2 2

 
     . 

 Συνεπώσ, εφόςον θ f είναι ςυνεχισ ςτο fD   και γνθςίωσ φκίνουςα ιςχφει:  

 f
x x

f (D ) lim f (x), lim f (x) (2, )
 

   , οπότε 1f
D (2, )   . 

 Για να βροφμε τθν αντίςτροφθ λφνουμε τθν εξίςωςθ y f (x)  ωσ προσ x  και ζχουμε:  

 x xy e 2 y 2 e x ln(y 2),y 2          . 

 Συνεπώσ 1f (x) ln(x 2), x 2     . 

 

Β4. Ιςχφει ότι   

 
 



 
     1

x 2 x 2
lim f (x) lim ln(x 2) ( ) , 

αφοφ κζτοντασ u x 2  ζχουμε ι  
  
  

x 2 x 2
lim u lim x 2 0  οπότε και  

   
  
      

x 2 u 0
lim ln(x 2) lim lnu ( ) , 

άρα θ ευκεία x 2  είναι κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθσ 1f . Επίςθσ δεν υπάρχει άλλθ κατακόρυφθ 

αςφμπτωτθ, κακώσ θ 1f  είναι ςυνεχισ  για x 2 . 

Σχεδιάηουμε μια πρόχειρθ γραφικι παράςταςθ των ςυναρτιςεων f και 1f  ςτο ίδιο ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων:  
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 ΘΕΜΑ Γ  

 Δίνεται θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ  


  
 

 

2

x 1

x α , x 1
f x

e βx , x 1
. 

Γ1.  Να αποδείξετε ότι α 1  και β 1 .                                                                         

Μονάδες 5 

Γ2.  Να αποδείξετε ότι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο και να βρείτε το ςφνολο τιμών τθσ.                                                                                                        

Μονάδες 4 

Γ3. i. Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  f x 0  ζχει μοναδικι ρίηα 0x , θ οποία είναι αρνθτικι.                                                                                            

(Μονάδεσ 4) 

 ii.  Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ      2
0f x x f x 0  είναι αδφνατθ ςτο  0x , .            

                                                                                                           (Μονάδεσ 4) 

                                                                                                                                 Μονάδες 8 

Γ4.  Ζνα ςθμείο M(x, y) κινείται κατά μικοσ τθσ καμπφλθσ  y f x , x 1 . 

 Τθ χρονικι ςτιγμι 0t  κατά τθν οποία το ςθμείο M διζρχεται από το ςθμείο  A 3,10 , ο ρυκμόσ 

μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ του ςθμείου M είναι 2 μονάδεσ ανά δευτερόλεπτο. Να βρείτε τον ρυκμό 

μεταβολισ του εμβαδοφ του τριγώνου 


MOK  τθ χρονικι ςτιγμι 0t , όπου  K x,0  και  O 0,0 .     

                                                                                                                                Μονάδες 8 

 

 

 

 ΛΤ΢Θ: 
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Γ1. Η f  ωσ παραγωγίςιμθ είναι ςυνεχισ, ςυνεπώσ   

     
  

 
x 1 x 1
lim f x lim f x f 1 . 

Για x 1   ζχουμε  

   
  

   2

x 1 x 1
lim f x lim x α 1 α . 

Για x 1   ζχουμε  

 
 



 
   x 1

x 1 x 1
lim lim e βx 1 β  

και 

  f 1 1 α . 

Συνεπώσ  

    1 α 1 β α β . 

Η f είναι παραγωγίςιμθ  ςτο 1  ςυνεπώσ  

       
  

 


 x 1 x 1

f x f 1 f x f 1
lim lim

x 1 x 1
. 

Για x 1   ζχουμε  

   
      

     
    

  

2

x 1 x 1 x 1 x 1

f x f 1 x α 1 α (x 1)(x 1)
lim lim lim lim(x 1) 2

x 1 x 1 x 1
. 

Για x 1   ζχουμε  

 

 
  

 

  


     

   
 

x 1x 1 x 10/0

DLHx 1 x 1 x 1

e αx 1 αe αx 1 α e α
lim lim lim 1 α

x 1 1x 1
. 

Συνεπώσ   

   1 α 2 α 1  και β 1 . 
 

Γ2. Για κάκε x 1  θ f  είναι παραγωγίςιμθ με   f x 2x  με   f x 0  για κάκε x 1 .  

Για κάκε x 1    θ f  είναι παραγωγίςιμθ με     x 1f x e 1  με   f x 0  για κάκε x 1 . 

Συνεπώσ ιςχφει ότι θ f  είναι ςυνεχισ ςτο  με   f x 0  για κάκε      x ,1 1, , άρα θ f είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 

Είναι: 

     
  

   2 2

x x x
lim f x lim x 1 lim x  και 

   

 
  x 1

x x
lim f x lim e x , αφοφ 


x 1

x
lim e 0 . 

Η f  ωσ ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα ςτο  ζχει ςφνολο τιμών το  

        
 

    
x x

f lim f x , lim f x , . 

 

Γ3. i.  Ιςχφει ότι  θ f  είναι ςυνεχισ ςτο  1,0  με    
1

f 0 0
e

,  


    
2

2 2

1 1 e
f 1 1 0

e e
 .  
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  Σφμφωνα με το Θ. Bolzano θ εξίςωςθ  f x 0  ζχει ρίηα ςτο   1,0  και θ ρίηα αυτι είναι 

μοναδικι ςτο  (επειδι θ f  είναι 1 1  ωσ γνθςίωσ αφξουςα). Άρα θ εξίςωςθ ζχει ακριβώσ μία 

αρνθτικι ρίηα. 

 ii.  Επειδι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο , ιςχφει ότι:   

         0 0x x f x f x f x 0 , 

  άρα  2f x 0  για  0x x  και  επειδι  0x 0   είναι    0x f x 0 , οπότε για κάκε   0x x ,  είναι  

    2
0f x x f x 0 . 

  Επομζνωσ θ εξίςωςθ      2
0f x x f x 0  είναι αδφνατθ ςτο  0x , . 

Γ4. Τθ χρονικι ςτιγμι 0t  ιςχφει   0x t 3 ,  0y t 10
 
και  0x t 2   μονάδεσ /sec.

   
 

           Για το  εμβαδόν E   του τριγώνου ΜΟΚ  ιςχφει ότι  

 
x 1

2 2 31 1 1 1
E x x 1 E x x 1 E x x

2 2 2 2



         . 

 
Κάκε χρονικι ςτιγμι t   κα ζχουμε ότι  

      31 1
E t x t x t

2 2
 και           23 1

E t x t x t x t
2 2

. 

Τθ χρονικι ςτιγμι 0t   κα είναι: 

          2
0 0 0 0

3 1
E t x t x t x t

2 2
. 

 Άρα        2
0

3 1
E t 3 2 2 28

2 2
 τετραγωνικζσ μονάδεσ ανά δευτερόλεπτο. 
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 ΘΕΜΑ Δ  
 

 Δίνονται θ ςυνάρτθςθ f :  με τφπο            2f x x 1 ln x 2x 2 αx β  όπου α,β  και θ 

ευκεία    ε : y x 2 , θ οποία εφάπτεται ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ f ςτο ςθμείο τθσ  A 1,1 . 

Δ1. Να αποδείξετε ότι α 1  και β 2 .                                                                     

Μονάδες 4 

Δ2.  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f, τθν ευκεία 

 ε  και τισ ευκείεσ x 1  και x 2 . 

                                                                                                                                     Μονάδες 5 

Δ3.  i. Nα αποδείξετε ότι   f ' x 1 , για κάκε x .                                                

 (Μονάδεσ 3) 

 ii.  Nα αποδείξετε ότι     
        

 

21 3
f λ λ λ 1 ln λ 2λ 2

2 2
, για κάκε λ .   

                                                                                                                                  (Μονάδεσ 5) 

                                                                                                                                   Μονάδες 8 

Δ4.  Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f και θ γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ    3g x x x 2 , x  ζχουν μοναδικι κοινι εφαπτομζνθ και να βρείτε τθν εξίςωςι 

τθσ.                                                            

                                                                                                                                Μονάδες 8 

 

 ΛΤ΢Θ: 

 

Δ1. Ρρζπει 



   

f(1) 1

f (1) λ 1
. 

 Η f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο  με παράγωγο  


      

 

2
2

2

2(x 1)
f (x) ln(x 2x 2) α,x

x 2x 2
. 

 Συνεπώσ  

    f (1) 1 α 1  και      f(1) 1 α β 1 β 2 . 

 Ζτςι είναι  

     2f(x) (x 1)ln(x 2x 2) x 2  

 και  


     

 

2
2

2

2(x 1)
f (x) ln(x 2x 2) 1

x 2x 2
. 

 

Δ2. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ  

         2
hh(x) f(x) ( x 2) (x 1)ln(x 2x 2), x D . 
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 Είναι 

   h(x) 0 x 1 0    ι       2ln(x 2x 2) 0 x 1  και 

  h(x) 0 x 1 , 

 (διότι          2 2 2ln(x 2x 2) 0 x 2x 2 1 (x 1) 0  που ιςχφει. Η ιςότθτα ιςχφει μόνο για x 1) . 
 

 Συνεπώσ θ ςυνάρτθςθ h  είναι μθ αρνθτικι ςτο *1,2+. 

 

 Άρα το ηθτοφμενο εμβαδό είναι ίςο με  



    

  
    

 

     
     

  

 



2 2
2

1 1

2 2
2

1

2
2 2

2

1

h(x)dx (x 1)ln(x 2x 2)dx

x 2x 2
ln(x 2x 2)dx

2

x 2x 2 x 2x 2
ln(x 2x 2)

2 2


2

1

2 

 2

(x 1)

x 2x 2


  
     

 

22

1

(x 1) 1 2ln2 1
ln2 ln2

2 2 2
.

 

 

Δ3. i.  Η f  είναι παραγωγίςιμθ με παράγωγο  

     
   

   

       
  

   

2 3

2 2 2

2 3 2

2 2 2 2

2(x 1) 4(x 1)(x 2x 2) 4(x 1)
f (x)

x 2x 2 (x 2x 2)

6(x 1)(x 2x 2) 4(x 1) 2(x 1)(x 2x 4)
,x .

(x 2x 2) (x 2x 2)

 

  Είναι    f (x) 0 x 1  με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για x 1 , αφοφ το τριώνυμο  2x 2x 4  ζχει 

αρνθτικι διακρίνουςα, άρα είναι πάντοτε κετικό. 

  Συνεπώσ θ f' είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  ,1  και γνθςίωσ αφξουςα ςτο  1, , οπότε 

παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο 0x 1   το   f ' 1 1 .  

  Άρα   f (x) 1  για κάκε x  με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για x 1  και θ απόδειξθ ολο-

κλθρώκθκε. 

 

 ii.  Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ   s(x) f(x) x,x  θ οποία είναι παραγωγίςιμθ με παράγωγο 

   s (x) f (x) 1 0  

  με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για x 1  (λόγω του ερωτιματοσ Δ3i).  

  Άρα θ ςυνάρτθςθ s  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . Η προσ απόδειξθ ανιςότθτα γράφεται:  

   
                

   

 
        

 

21 1 1 1
f λ (λ 1)ln(λ 2λ 2) λ 2 f λ λ f(λ) λ

2 2 2 2

1 1 1
s λ s(λ) λ λ 0 ,

2 2 2

 

  που ιςχφει για κάκε λ . 
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Δ4. Ζςτω 1 1A(x ,f(x ))  και 2 2B(x ,g(x ))  τα ςθμεία επαφισ τθσ κοινισ εφαπτομζνθσ με τθν fC  και gC  

αντίςτοιχα. Τότε οι εξιςώςεισ εφαπτομζνων ςε αυτά είναι: 

        1 1 1 1 1 1 1y f(x ) f (x )(x x ) y f (x )x f(x ) x f (x )
 

 και
 

        2 2 2 2 2 2 2y g(x ) g (x )(x x ) y g (x )x g(x ) x g (x ) . 

 Αυτζσ πρζπει να ταυτίηονται άρα: 

 


   

1 2

1 1 1 2 2 2

f (x ) g (x ) (1)

f(x ) x f (x ) g(x ) x g (x ) (2)
 

 Πμωσ λόγω του Δ3i ζχουμε   1f (x ) 1  με ιςότθτα για 1x 1 . 

 Επίςθσ  2g(x) 3x 1  και φανερά ιςχφει   g (x) 1  με ιςότθτα για x 0 . 

 Άρα για να ιςχφει θ (1)  πρζπει   1 2f (x ) g (x ) 1  δθλαδι 1x 1  και 2x 0  λφςεισ που επαλθκεφουν 

και τθ ςχζςθ (2) . Άρα οι f gC ,C  ζχουν μία μόνο κοινι εφαπτομζνθ θ οποία εφάπτεται τθσ fC  ςτο 

(1,f(1))  και τθσ gC  ςτο ςθμείο (0,g(0)) . 

 Η εξίςωςθ τθσ κοινισ εφαπτομζνθσ είναι  

             y f(1) f (1)(x 1) y 1 (x 1) y 1 x 1 y x 2.  

 
 

 

 ΑΛΛΕ΢ ΛΤ΢ΕΙ΢:  

 

Γ3.  ii. Για  0x x  είναι f(x) 0  άρα θ εξίςωςθ γίνεται  0f(x) x . 

 Πμωσ για  0x x  επειδι θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα παίρνουμε  0f(x) f(x )  δθλαδι f(x) 0 .  

 Πμωσ είναι 0x < 0, όπωσ ζχει ιδθ αποδειχκεί, ςυνεπώσ θ εξίςωςθ  0f(x) x  είναι αδφνατθ (πρώτο 

μζλοσ κετικό, 2ο μζλοσ αρνθτικό). 

 

Γ3.  ii. Για       0 0 0 0x x f(x) f(x ) f(x) x x 0      

 Ακόμα είναι f(x) 0   και  επομζνωσ   0f(x)(f(x) x ) 0 .  

 Άρα  θ  εξίςωςθ       2
0f x x f x 0  είναι αδφνατθ ςτο  0x , .   

 

Δ2.  Για  α 1,β 2  ζχουμε            2f x x 1 ln x 2x 2 x 2  οπότε το ηθτοφμενο εμβαδόν (ζςτω E ) 

είναι  
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   

   
   

   

   

 

 

             

        

     

    

     

     

    

 







 

22 2

2

2

1

x 2x 2 x 1 1 1 ln x 2x 2 0,x 1 0, x 12
2

1

1
u x 2x 2 du 2 x 1 dx x 1 dx du

22 x 1 u 1,x 2 u 2
2

1

2 2

1 1

2

1

E f x x 2 dx

x 1 ln x 2x 2 dx

x 1 ln x 2x 2 dx

1 1
lnudu u lnudu

2 2

1
ulnu u

2

1

u
   

 
       

 

2

2

1
1

1 1 1
du ulnu u 2ln2 2 1 ln2 .

2 2 2

 

 

Δ2.             
2 2

2

1 1
|f(x) ( x 2)|dx (x 1)ln(x 2x 2) dx  

      
      

2
2

1
(x 1)ln(x 2x 2) dx

  
     

  


2
2

2

1

x
x ln(x 2x 2) dx

2
 

      

       
            

       


2
2 2

2
2

21
1

x x 2x 2
x ln(x 2x 2) x dx

2 2 x 2x 2
 

      

   
     

    
2 3 2

2 2

2 21 1

x 2x 2(x 1) x 3x 2x
0 0 dx dx

2 x 2x 2 x 2x 2
 

      

   
            

    


22
2

2

21
1

2x 2 x
x 1 dx x ln(x 2x 2)

x 2x 2 2
 

      

 
            

 

1 1 1
2 2 ln2 1 0 ln2 1 ln2 .

2 2 2  
 

Δ3. i. Για α 1  και β 2  ζχουμε:    
 

     
 

2

2

2

2 x 1
f x ln x 2x 2 1

x 2x 2
 και με  

 
 

 

 
 

 

   


         
 

 


    

 

    

2

22
2

2

2

2

2

ln x 2x 2 0

x 2x 2 x 1 1 1, x R 2 x 1
0

x 2x 2

2 x 1
ln x 2x 2 0

x 2x 2

f x 1, x .

 

 ii. Είναι 
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   

 

   

 
         

 

 
       

 

 
    

 

21 3
f λ λ λ 1 ln λ 2λ 2

2 2

1 3
f λ λ f λ λ 2

2 2

1 1
f λ f λ 1

2 2

 

  Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι ιςχφει θ  1  .  

  Αφοφ θ f είναι ςυνεχισ ςτο 
 

 
 

1
λ,λ

2
 και παραγωγίςιμθ ςτο 

 
 

 

1
λ,λ

2
, από το Θεώρθμα τθσ 

μζςθσ τιμισ του Διαφορικοφ Λογιςμοφ για τθν f ςτο διάςτθμα 
 

 
 

1
λ,λ

2
 προκφπτει ότι υπάρχει 

 
  
 

1
ξ λ,λ

2
 ώςτε 

 
   

 
 

   
                  

  

1 1
f λ f λ f λ f λ

f ξ12 2
f ξ f λ f λ

1 1 2 2λ λ
2 2

 

   και με    f ξ 1  (από το Δ3 . i) ) προκφπτει ότι ιςχφει θ  1  άρα και θ αρχικι.  

Δ3. i.  Ζχουμε  

 
 

 


     

 


     
   

2

2

2

2
2

2

2 x 1
l

2(x 1)
f (x) ln(x 2x 2) n x 1 1 1

x 1x 2x 1
1

2
. 

  Είναι   

                       
   

2 2 2 2
x 1 0 x 1 1 1 ln x 1 1 ln1 ln x 1 1 0 . 

 Ακόμα είναι  

 

 




 

2

2

2 x 1
0

x 1 1
 αφοφ   

2
2 x 1 0  και    

2
x 1 1 0 . 

 Τότε είναι  

 
 

 


    
   

2

2

2

2 x 1
ln x 1 1 0

x 1 1
 

 Η ιςότθτα ιςχφει μόνο για x 1  αφοφ το   
2

x 1 1  γίνεται ίςο με 1 μόνο για x 1 , οπότε και 

    
 

2
ln x 1 1 0   

 και   
2

2 x 1 0 , μόνο για x 1 , οπότε και   

 

 




 

2

2

2 x 1
0

x 1 1
. 
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  
 

 
 

 

 
 

 
             
      

2 2

2 2

2 2
f (x) f

2 x 1 2 x 1
ln x 1 1 1 ln x 1 1 0

x 1 1
1

x 1
(

1
x) ,  

 οπότε είναι    f ' x 1 0  για κάκε x . Άρα   f ' x 1  για κάκε x , με τθν ιςότθτα να ιςχφει 

μόνο για x 1 . 
 

 

 




