 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο    ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ - ΤΡΑΠΕΖΙΑ
	(§5.1 , §5.2)     ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ

Ορισμός παραλληλογράμμου
Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο που έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες        π.χ. το  ΑΒΓΔ
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ΓΔ  και  ΒΓ
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ΑΔ
Ορισμός Τραπεζίου
Τραπέζιο λέγεται το τετράπλευρο που έχει μόνο τις  δύο απέναντι πλευρές του παράλληλες        π.χ. το  ΕΖΗΘ
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ΘΗ
ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΟΥ (σελ. 102)     
i)  Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες: ΑΒ = ΔΓ και ΒΓ=ΑΔ  
ii) Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες: 
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iii) Οι διαγώνιοί του διχοτομούνται: ΑΟ = ΟΓ και  ΒΟ=ΟΔ
 (Aπόδειξη)
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· Πρόταση (Πόρισμα I &ΙΙ σελ. 103)
i) Το σημείο τομής των διαγωνίων παραλληλογράμμου 

    είναι κέντρο συμμετρίας του

ii) Παράλληλα τμήματα που έχουν τα άκρα τους σε δύο  

     παράλληλες ευθείες είναι ίσα

Δηλ. αν  ε
[image: image9.wmf]P

ζ  και ΑΒ
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ΓΔ  τότε ΑΒ = ΓΔ  (Aπόδειξη)
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· Ονομασίες

[image: image12.wmf]·

Κέντρο παραλληλογράμμου: 

Λέγεται το σημείο τομής των διαγωνίων του και είναι το κέντρο συμμετρίας του.
 π.χ. το  Ο είναι το κέντρο του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ
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[image: image14.wmf]·

Απόσταση δύο παραλλήλων: 
Λέγεται κάθε  ευθύγραμμο τμήμα με άκρα στις δύο παράλληλες ,
που είναι και κάθετο σ’ αυτές.
π.χ.  οποιοδήποτε από τα ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ είναι απόσταση των

παραλλήλων ευθειών   ε, ζ
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Βάσεις  & Ύψος  παραλληλογράμμου: 

Βάσεις παραλληλογράμμου λέγονται  οι δύο παράλληλες πλευρές του  ενώ: αντίστοιχο ύψος  είναι η απόσταση των δύο βάσεών του
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ΑΒ, ΓΔ βάσεις

ΑΚ το αντίστοιχο ύψος
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Περιστροφή_t1 Α
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ΑΔ , ΒΓ  βάσεις

ΑΛ το αντίστοιχο ύψος
· ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΓΙΑ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ

Ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο αν ισχύει μία από τις παρακάτω προτάσεις:
i) Οι απέναντι πλευρές ανά δύο είναι ίσες. 

ii) Δύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες.

iii) Οι απέναντι γωνίες ανά δύο είναι ίσες.
(iν) Οι διαγώνιοί του διχοτομούνται.

Δηλ.  i) αν  ΑΒ = ΓΔ και ΒΓ = ΑΔ τότε  ΑΒΓΔ παραλ/μο

         ii) αν ΑΒ =
[image: image19.wmf]P

 ΓΔ  τότε   ΑΒΓΔ παραλ/μο
        iii) αν 
[image: image20.wmf]µ

$

µ

µ

A

GB=D

=kai

 τότε  ΑΒΓΔ παραλ/μο
        iv) αν  ΑΟ = ΟΓ  και ΒΟ = ΟΔ τότε  ΑΒΓΔ παραλ/μο
(Απόδειξη)
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(§5.3 , §5.4 , §5.5)  
ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ - ΡΟΜΒΟΣ – ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ 

Α. ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ

Ορισμός:

Ορθογώνιο λέγεται το παραλληλόγραμμο που έχει  μία ορθή γωνία 
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· ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ (σελ.106)
1) Έχει όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου

2) Όλες οι γωνίες του είναι ορθές  (
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)
3) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες        (ΑΓ = ΒΔ) 
Απόδειξη  των 2 και 3

· ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΓΙΑ ΝΑ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ (σελ. 106):

Ένα τυχαίο τετράπλευρο θα είναι ορθογώνιο όταν:
1)  Είναι παραλληλόγραμμο και έχει μία γωνία ορθή (Ορ)
2) Είναι παραλληλόγραμμο και έχει ίσες τις διαγωνίους 
3) Έχει τρεις γωνίες ορθές

4)  Όλες οι γωνίες του είναι ίσες.        
(Απόδειξη  του 2)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο    ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ – ΤΡΑΠΕΖΙΑ
	Β. ΡΟΜΒΟΣ

Ορισμός: 

Ρόμβος είναι το παραλληλόγραμμο που έχει  δύο διαδοχικές πλευρές ίσες
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· ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΡΟΜΒΟΥ(σελ.106)
1) Ο ρόμβος έχει όλες τις ιδιότητες του παραλ/μου

2) Όλες οι πλευρές του ρόμβου είναι ίσες 

3) Οι διαγώνιοι του ρόμβου τέμνονται κάθετα 

4) Οι διαγώνιοί του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του  

       (Απόδειξη των 3 και 4)
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· ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΓΙΑ ΝΑ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ  ΡΟΜΒΟΣ (σελ. 107):

Ένα τυχαίο τετράπλευρο θα είναι ρόμβος όταν:
1)  Έχει όλες τις πλευρές του ίσες.
2)  Είναι παραλληλόγραμμο και έχει δύο διαδοχικές πλευρές  ίσες (Ορισμός)
3)  Είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα  
4)  Είναι παραλληλόγραμμο και μία διαγώνιός του διχοτομεί μία γωνία του   
(Απόδειξη)
[image: image27.emf]Α

Β

Γ

Δ

Ο


Γ. ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ

Ορισμός: Τετράγωνο είναι το παραλληλόγραμμο που είναι  

                 ορθογώνιο και ρόμβος
· ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΤΕΤΡΑΓΩΝΟΥ (σελ.107-108)
     Έχει όλες τις ιδιότητες του παραλληλ/μου, του  

     ορθογωνίου και του ρόμβου

1)  Οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες 
2)  Όλες οι πλευρές του είναι ίσες (ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = ΔΑ)

3)  Όλες οι γωνίες του είναι ορθές (
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4)  Οι διαγώνιοί του είναι  ίσες, κάθετες, διχοτομούνται και διχοτομούν τις γωνίες του 
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	· ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΓΙΑ ΝΑ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ

Για να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι τετράγωνο αρκεί να αποδείξουμε ότι  είναι ορθογώνιο και ρόμβος.

·  Κριτήρια ένα παραλληλόγραμμο να είναι τετράγωνο(σελ. 108)

1) Μία γωνία ορθή και δύο διαδοχικές πλευρές ίσες.

2) Μία γωνία ορθή και μία διαγώνιος διχοτομεί μία γωνία.

3) Μία γωνία ορθή και οι διαγώνιοί του κάθετες.

4) Οι διαγώνιοί του ίσες και δύο διαδοχικές πλευρές ίσες.

5) Οι διαγώνιοί του ίσες και η μία διχοτομεί μία γωνία.

6) Οι διαγώνιοί του ίσες και κάθετες.
· ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ
Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις ως  Σ (σωστό) ή  Λ (λάθος) :

1.  Στον ρόμβο οι διαγώνιοι τέμνονται κάθετα .                                               

2.  Αν ένα τετράπλευρο έχει κάθετες διαγωνίους  είναι ρόμβος.                     

3.  Δύο διαδοχικές γωνίες ενός ρόμβου είναι ίσες .                                        

4.  Αν ένα τετράπλευρο έχει ίσες διαγωνίους τότε είναι      

     ορθογώνιο .              

5.  Οι διαγώνιοι ενός ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του .                              

6.  Οι διαγώνιοι ενός ορθογωνίου διχοτομούν τις γωνίες του .                         

7.  Αν σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ ισχύει 
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τότε    

     είναι ορθογώνιο     

8.  Ένας ρόμβος που έχει δύο απέναντι γωνίες του  

     παραπληρωματικές είναι τετράγωνο 
9.  Υπάρχει παραλληλόγραμμο με τρεις διαδοχικές γωνίες οξείες.

10. Κάθε παραλληλόγραμμο με ίσα ύψη είναι ρόμβος.

11. Κάθε κυρτό τετράπλευρο με τρεις γωνίες ορθές είναι 
      ορθογώνιο

12. Για να είναι ένας ρόμβος τετράγωνο αρκεί να έχει κάθετες  

      διαγωνίους.

13. Κάθε τετράγωνο είναι και ρόμβος.

14. Κάθε ρόμβος είναι και τετράγωνο.

15. Κάθε ρόμβος με μια γωνία ορθή είναι τετράγωνο.

16. Κάθε παραλληλόγραμμο με δύο διαδοχικές γωνίες ίσες είναι 
      ορθογώνιο.

17. Κάθε τετράπλευρο που έχει κάθετες διαγώνιες και μία από 
      αυτές είναι διχοτόμος των δύο γωνιών του, είναι ρόμβος.

18. Αν σε ένα παραλληλόγραμμο μια γωνία είναι ίση με το ημιάθροισμα δύο άλλων γωνιών του, τότε  είναι  ορθογώνιο.

19. Αν η περίμετρος ενός ρόμβου είναι τετραπλάσια μιας 
      διαγωνίου του, τότε μια γωνία του ρόμβου είναι ίση με 60ο .

20. Ένα τετράπλευρο με ίσες και κάθετες διαγωνίους είναι 
      τετράγωνο.

21. Για να είναι ένα ορθογώνιο τετράγωνο αρκεί μια διαγώνιός 
      του να διχοτομεί μια γωνία του.




ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο    ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ – ΤΡΑΠΕΖΙΑ
	(§5.6, §5.7 ,§5.8)  
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΩΝ 

[image: image31.wmf]·

Τμήμα με άκρα τα μέσα πλευρών τριγώνου
   Θεώρημα Ι (σελ.109)  (Απόδειξη)
Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα των δύο πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο 

προς την τρίτη πλευρά και ίσο με το μισό της.

(Δηλαδή αν στο τρίγ. ΑΒΓ τα Δ, Ε είναι τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ  τότε  ΔΕ||ΒΓ και ΔΕ =
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[image: image34.wmf]·

Ευθεία διερχόμενη από μέσο πλευράς τριγώνου

   Θεώρημα ΙΙ (σελ.110) (Απόδειξη)

Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλληλη προς μια πλευρά του,τότε η ευθεία αυτή διέρχεται απ’ το μέσο της τρίτης πλευράς του.

(Δηλαδή αν στο τρίγωνο ΑΒΓ, Δ είναι μέσο της ΑΒ και ΔΕ||ΒΓ,  τότε Ε είναι μέσο της ΑΓ)
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[image: image36.wmf]·

Τμήματα ευθειών οριζόμενα από παράλληλες

    Θεώρημα ΙΙΙ (σελ.110)  (Όχι Απόδειξη)
Αν τρεις (τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες ορίζουν σε μία ευθεία ίσα τμήματα, θα ορίζουν ίσα τμήματα και σε κάθε άλλη ευθεία που τις τέμνει.

(Δηλαδή αν οι παράλληλες ε1 , ε2 , ε3 ορίζουν στην δ1 τα ίσα τμήματα ΑΒ , ΒΓ τότε θα ορίζουν και στην δ2 ίσα τμήματα ΔΕ , ΕΖ )
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[image: image38.wmf]·

Μέσα πλευρών τετραπλεύρου

    Εφαρμογή 1η (σελ.111) (Απόδειξη)
Τα μέσα των πλευρών ενός τετραπλεύρου είναι κορυφές παραλληλογράμου.

(Δηλ. αν Ε, Ζ, Η, Θ είναι τα μέσα των πλευρών του ΑΒΓΔ , τότε το ΕΖΗΘ είναι παρ/μο).
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[image: image40.wmf]·

Μεσοπαράλληλος δύο ευθειών

    Πρόταση (σελ.111)
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισαπέχουν από δύο παράλληλες ευθείες ε1 και  ε2 είναι μία ευθεία ε παράλληλη προς τις ε1 και ε2, η οποία διέρχεται από τα μέσα των τμημάτων που έχουν τα άκρα τους στις δύο παράλληλες.

Η ευθεία ε λέγεται μεσοπαράλληλος των ε1 και ε2.
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Το βαρύκεντρο του τριγώνου

    Θεώρημα (σελ.112) (Όχι  Απόδειξη)

Οι διάμεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο του οποίου η απόσταση από κάθε κορυφή είναι τα  
[image: image43.wmf]2
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 του μήκους της αντίστοιχης διαμέσου. 

Το σημείο Θ, στο οποίο τέμνονται οι διάμεσοι του ΑΒΓ, λέγεται βαρύκεντρο  (ή κέντρο βάρους) του τριγώνου.
[image: image44.emf]Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Θ


Δηλαδή:     
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Το ορθόκεντρο του τριγώνου

    Θεώρημα (σελ.108)   (Απόδειξη)
Οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο. Το σημείο Η, στο οποίο τέμνονται οι φορείς των υψών του ΑΒΓ, λέγεται ορθόκεντρο του τριγώνου
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[image: image50.wmf]·

Ορθοκεντρική τετράδα

   Πόρισμα (σελ.113) (εκτός εξεταστέας ύλης)
Οι κορυφές Α, Β, Γ, τριγώνου ΑΒΓ και το ορθόκεντρό του Η αποτελούν ορθοκεντρική τετράδα, δηλαδή κάθε ένα από αυτά τα σημεία είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου, που ορίζεται από τα άλλα 3 σημεία.




ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο    ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ – ΤΡΑΠΕΖΙΑ
	(§5.9)  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ
Θεώρημα Ι  (σελ. 114) (Απόδειξη)
Η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου που φέρουμε από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας.

Δηλαδή αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, 
[image: image51.wmf]o

ˆ

A90

=

 και ΑΜ διάμεσος τότε 
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Θεώρημα ΙΙ   (σελ. 114)
Αν η διάμεσος ενός τριγώνου ισούται με το μισό της αντίστοιχης πλευράς, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά αυτή.

Δηλαδή αν στο τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάμεσος και 
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Πόρισμα   (σελ. 114)
Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία του ισούται με 30°, τότε η απέναντι πλευρά από την γωνία αυτή είναι το μισό της υποτείνουσας. 
Δηλαδή αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, 
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και 
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Αντίστροφο του πορίσματος  (σελ. 115)
Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια πλευρά του είναι το μισό της υποτείνουσας τότε η απέναντι γωνία από την πλευρά αυτή ισούται με 30°. 
Δηλαδή αν στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ, 
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και 
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  τότε 
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	(§5.10) ΤΡΑΠΕΖΙO 

Ορισμοί

[image: image65.wmf]·

 Τραπέζιο: λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει μό​νο δύο πλευρές παράλληλες,  π.χ. αν ΑΒ // ΓΔ τότε το ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο


[image: image66.wmf]·

 Βάσεις τραπεζίου: λέγονται οι παράλληλες πλευρές του,     

    π.χ. οι ΑΒ και ΓΔ


[image: image67.wmf]·

 Διάμεσος τραπεζίου: είναι το ευθύγραμμο τμήμα που  

     συνδέει τα μέσα των μη  παραλλήλων πλευρών του, π.χ. αν  

     Ε, Ζ μέσα των ΑΔ ,ΒΓ τότε  ΕΖ  διάμεσος του  τραπεζίου

[image: image68.wmf]·

Ύψος τραπεζίου: είναι η απόσταση των βάσεών του π.χ. το  

     ΑΗ, το ΓΘ, το ΙΚ  είναι ύψη του τραπεζίου


[image: image69.wmf]·

 Ισοσκελές τραπέζιο: Λέγεται το τραπέζιο που έχει τις μη παράλληλες πλευρές του ίσες  π.χ. το τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΓ = ΒΓ είναι ισοσκελές  
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Βασικές προτάσεις στα τραπέζια
Θεώρημα Ι   (σελ. 117)

Η διάμεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βάσεις του και  ίση με το ημιάθροισμά τους.

Δηλ. αν ΕΖ διάμεσος του τραπεζίου ΑΒΓΔ, τότε:
 i) ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ      ii) 
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Πρόταση-πόρισμα  (σελ.118)

Το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα μέσα των διαγωνίων τραπεζίου βρίσκεται πάνω στη διάμεσο του τραπεζίου και ισούται με την ημιδιαφορά των βάσεών του.   Δηλαδή

i) Η διάμεσος ΕΖ του ΑΒΓΔ  διέρχεται από τα μέσα  Κ, Λ 
    των διαγωνίων  ΑΓ , ΒΔ .     

ii) ΚΛ // ΑΒ, ΓΔ    και    iii)
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(§5.11) ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ ΤΡΑΠΕΖΙO 
· Ιδιότητες του ισοσκελούς τραπεζίου (σελ. 118)

Αν ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές (με ΑΔ = ΒΓ), τότε:
(i)  Οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση είναι ίσες. 

     Δηλαδή:    
[image: image74.wmf]ˆˆ
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(ii)  Oι διαγώνιοί του είναι ίσες. Δηλ. ΑΓ = ΒΔ
[image: image75.emf]ΑΒΓ

Δ

ΕΖΗ

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

ΑΒ

Γ

Δ

Ε

Ζ

Κ

Λ

Α

Β

Γ

Δ

Η Κ

υ

υ


[image: image76.emf]Α

Β

Γ

Δ

Η Κ

1

1


· Κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές 
Ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, αν ισχύει μία από τις παρακά​νω προτάσεις.
(i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση είναι ίσες.

(ii) Oι διαγώνιοί του είναι ίσες.
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