(§ 4.1, § 4.2, § 4.3, § 4.4)   ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ  ΕΥΘΕΙΕΣ
	Ορισμός Παράλληλων ευθειών 
Δύο ευθείες  ε1 , ε2 ενός επιπέδου λέγονται παράλληλες  
όταν δεν έχουν κανένα κοινό σημείο. Για να δηλώσουμε 
ότι οι ε1 και ε2 είναι παράλληλες, γράφουμε  ε1//ε2.
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· Ονομασία γωνιών που σχηματίζονται από δύο ευθείες ε1 , ε2  και μία τέμνουσα ευθεία  ε

[image: image2.wmf]·

Γωνίες εντός: Αυτές που βρίσκονται μεταξύ των  ε1 , ε2

[image: image3.wmf]·

Γωνίες εκτός: Αυτές που βρίσκονται έξω από την ζώνη των  

                             ε1 , ε2

[image: image4.wmf]·

Εναλλάξ γωνίες: Δύο γωνίες που βρίσκονται εκατέρωθεν   

                                 της  ε
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Επί τα αυτά  γωνίες: Δύο γωνίες που βρίσκονται προς το  

                                        ίδιο  μέρος της  ε
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Άσκηση: Συνδυάζοντας τους παραπάνω χαρακτηρισμούς να ονομάσετε τις γωνίες:

 ε , γ……………………………………………..
α , ε ………………………………………………….

 ε , δ……………………………………………..
α , ζ ………………………………………………….
θ , β …………………………………………….
η , β ………………………………………………….
· ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑΣ ΕΥΘΕΙΩΝ
1ο ΚΡΙΤΗΡΙΟ (θεώρημα σελ. 80)    (Απόδειξη)  
Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες, τότε είναι παράλληλες.  
Δηλαδή:  αν   ω = φ   τότε    ε1//ε2
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2ο ΚΡΙΤΗΡΙΟ  (Πόρισμα Ι σελ. 81)  (Απόδειξη;)
Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δύο εντός, εκτός και επί τα αυτά  γωνίες ίσες,  τότε είναι παράλληλες. 
Δηλαδή:     αν  χ = φ   τότε   ε1//ε2
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	3Ο ΚΡΙΤΗΡΙΟ  (Πόρισμα Ι σελ. 81) (Απόδειξη;)
Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δύο εντός και επί τα αυτά  γωνίες παραπληρωματικές, τότε είναι παράλληλες. 
Δηλαδή: αν  y + φ = 1800    τότε    ε1//ε2
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4Ο ΚΡΙΤΗΡΙΟ (Πόρισμα ΙΙ σελ. 81) (Απόδειξη;)
Δύο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία, σε διαφορετικά σημεία της, είναι μεταξύ τους παράλληλες. 
Δηλαδή:  αν   ε1
[image: image10.wmf]^

ε   και   ε2
[image: image11.wmf]^

ε     τότε    ε1//ε2
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ΑΙΤΗΜΑ ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑΣ (σελ. 81) 
Από σημείο εκτός ευθείας άγεται μία μόνο παράλληλη προς αυτή. 
Δηλαδή: από το σημείο Α υπάρχει  μόνο μία ευθεία  
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· ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΑΡΑΛΛΗΛΩΝ ΕΥΘΕΙΩΝ 
1) ΠΡΟΤΑΣΗ Ι (Αντίστροφο 1ου κριτηρίου) (σελ. 82)   

     (Όχι Απόδειξη)
Αν δύο παράλληλες ευθείες τέμνονται από τρίτη, τότε σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες. (Δηλαδή  αν   ε1//ε2    τότε    ω = φ)
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2) ΠΟΡΙΣΜΑ (σελ. 82) (Απόδειξη;)
Αν δύο παράλληλες ευθείες τέμνονται από τρίτη, τότε σχηματίζουν 
i) τις εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες. (Δηλαδή   αν   ε1//ε2    τότε    χ = φ)
ii) τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες παραπληρωματικές.  (Δηλαδή   αν  ε1//ε2   τότε   y + φ = 1800)
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(§ 4.1, § 4.2, § 4.3, § 4.4)   ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ  ΕΥΘΕΙΕΣ
	3) ΠΡΟΤΑΣΗ ΙΙ (σελ. 82) (Απόδειξη;)
Αν δύο διαφορετικές ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλλη​λες προς μία τρίτη ευθεία ε, τότε είναι και μεταξύ τους παράλληλες.       ( Δηλαδή  αν  ε1//ε   και   ε2//ε,    τότε   ε1//ε2)
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4) ΠΡΟΤΑΣΗ ΙΙI  (σελ. 82) (Απόδειξη;)
Αν δύο ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες και μία τρίτη ευθεία ε τέμνει τη μία από αυτές, τότε  η  ε θα τέμνει και την άλλη.
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5) ΠΟΡΙΣΜΑ 1Ο (σελ. 83)
Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε μια από δύο παράλληλες ευθείες, τότε είναι κάθετη και στην άλλη.
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6) ΠΡΟΤΑΣΗ ΙV   (Όχι Απόδειξη)
Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες με άθροισμα μικρότερο από 2 ορθές, τότε οι ευθείες τέμνονται προς το μέρος της τέμνουσας που βρίσκονται οι γωνίες αυτές.

(Δηλ. αν  φ + ω < 1800  τότε οι ε1 , ε2 τέμνονται  προς το μέρος της ε που είναι  οι  φ , ω)
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· ΓΩΝΙΕΣ ΜΕ ΠΛΕΥΡΕΣ ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ
Αν  δύο γωνίες έχουν τις  πλευρές παράλληλες, μία προς μία,  τότε:
Αν είναι οξείες τότε είναι ίσες  (δηλ.   ω = φ)  

[image: image22.emf]ω
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Αν είναι αμβλείες τότε είναι ίσες   (δηλ.   ω = φ)
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φ


Αν η μία είναι οξεία και η άλλη  αμβλεία τότε είναι παραπληρωματικές.
(δηλ φ+ω = 1800)
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	(§4.5)   ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΙ ΚΥΚΛΟΙ  ΤΡΙΓΩΝΟΥ  

Στο  1o θεώρημα αποδεικνύουμε  ότι υπάρχει κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές  ενός τριγώνου

ΘΕΩΡΗΜΑ 1Ο  (σελ. 85):

Οι τρεις μεσοκάθετοι των πλευρών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο Ο. Το σημείο Ο είναι το κέντρο κύκλου που διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου.


[image: image25.wmf]·

Το σημείο Ο λέγεται περίκεντρο του  τριγώνου


[image: image26.wmf]·

Ο κύκλος  (Ο,R) που διέρχεται από τις κορυφές του 
    τριγώνου λέγεται περιγεγραμμένος  κύκλος του τριγώνου
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ΟΑ = R (ακτίνα περιγεγραμμένου κύκλου)
Στο  2o θεώρημα αποδεικνύουμε  ότι υπάρχει κύκλος που εφάπτεται στις πλευρές  ενός τριγώνου

ΘΕΩΡΗΜΑ 2Ο  (σελ. 85) (Όχι απόδειξη)
Οι διχοτόμοι των γωνιών  ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο Ι. Το σημείο Ι είναι το κέντρο κύκλου που εφάπτεται και στις τρεις πλευρές  του τριγώνου.


[image: image28.wmf]·

Το σημείο Ι  λέγεται έγκεντρο του  τριγώνου


[image: image29.wmf]·

Ο κύκλος  (Ι,ρ) που εφάπτεται στις πλευρές  του τριγώνου   

    λέγεται  εγγεγραμμένος  κύκλος  του τριγώνου
[image: image30.emf]Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Θ

Ν

Λ


ΟΘ = ρ (ακτίνα του εγγεγραμμένου κύκλου)



(§ 4.6, § 4.7, § 4.8)   ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ – ΠΟΛΥΓΩΝΟΥ 
	(§ 4.6) ΆΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 
Θεώρημα (σελ. 88)

Το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές.

Δηλαδή στο τριγ. ΑΒΓ είναι:  
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Πορίσματα (i) (σελ. 89)
(i) Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου ισούται με το άθροισμα 

     των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών του.

Δηλαδή στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι:  
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Πορίσματα (ii, iii, iv)  (σελ.89)
(ii) Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες, μία προς μία,  

      έχουν και τις τρίτες γωνίες τους ίσες.
(iii) Οι οξείες γωνίες ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι 
        συμπληρωματικές. 

        Δηλαδή στο ΑΒΓ, αν 
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(iv) Κάθε γωνία ισόπλευρου τριγώνου είναι 600.
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· (§ 4.7) ΓΩΝΙΕΣ ΜΕ ΠΛΕΥΡΕΣ ΚΑΘΕΤΕΣ (OXI)
Αν δύο γωνίες έχουν τις πλευρές κάθετες μία προς μία τότε:
Αν είναι οξείες τότε είναι ίσες  ( δηλ.   ω = φ ) 

[image: image39.emf]ω
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Αν είναι αμβλείες τότε είναι ίσες ( δηλ.   ω = φ  )
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Αν η μία είναι οξεία και η άλλη  αμβλεία τότε είναι παραπληρωματικές.

δηλ.  φ + ω =1800
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	(§ 4.8) ΆΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΚΥΡΤΟΥ Ν-ΓΩΝΟΥ 
ΠΡΟΤΑΣΗ (σελ. 90) (Απόδειξη)
Το άθροισμα των γωνιών κάθε  κυρτού  πολυγώνου με ν πλευρές  είναι 2ν
[image: image42.wmf]-

4 ορθές.  
Δηλαδή στο πολύγωνο  Α1 Α2 Α3… Αν-1 Αν  είναι:  
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ΠΟΡΙΣΜΑ (σελ.90) (Απόδειξη)
Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών κυρτού  ν-γώνου είναι 

4 ορθές.  Δηλαδή στο πολύγωνο  Α1 Α2 Α3… Αν-1 Αν  είναι:    
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1Η (σελ.91) (Απόδειξη)
Έστω Αχ η εξωτερική διχοτόμος τριγώνου ΑΒΓ

α) Αν το ΑΒΓ είναι ισοσκελές τότε Αχ 
[image: image47.wmf]P

 ΒΓ

β) Αν Αχ 
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 ΒΓ τότε το ΑΒΓ είναι ισοσκελές 

[image: image49.emf]Α

Α

Α

Α

Α

Α

Α

1

2

3

ν

ν-1

4

...

Α

Β

Γ

1

2

χ


Παράδειγμα
1)  Να βρεθεί το άθροισμα των γωνιών ενός:    α) τετραπλεύρου      β) πενταγώνου       γ) εξαγώνου

2)  Ποιο πολύγωνο έχει άθροισμα γωνιών : α) 10800  ;      β) 14400  ;
3)  Ποιο κανονικό πολύγωνο (όλες οι πλευρές του ίσες) έχει άθροισμα γωνιών  9000  ;




ΑΣΚΗΣΕΙΣ

	ΑΣΚΗΣΗ 4.1
Η  ΑΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας 
[image: image50.wmf]ˆ
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 . Ποιο πρέπει να είναι το μέτρο της  γωνίας 
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 ώστε να ισχύει ΑΒ//ΓΔ ;
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ΑΣΚΗΣΗ 4.2
Αν ε1//ε2 , να υπολογίσετε  τη γωνία  
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ΑΣΚΗΣΗ 4.3
Αν οι γωνίες ενός τριγώνου είναι  
[image: image55.wmf]ˆ

x

, 
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 τότε να βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του .

ΑΣΚΗΣΗ 4.4
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image58.wmf]ˆ
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ΑΣΚΗΣΗ 4.5
α) Πόσο είναι το άθροισμα των γωνιών ενός κυρτού 12-γώνου ;

β) Αν ένα κυρτό πολύγωνο έχει άθροισμα γωνιών 8 ορθές , πόσες κορυφές έχει ;

γ) Υπάρχει κυρτό πολύγωνο με άθροισμα γωνιών 11 ορθές ;

ΑΣΚΗΣΗ 4.6
Αν ΑΔ ,ΒΕ, ΓΖ είναι διχοτόμοι του τριγώνου ΑΒΓ 
να υπολογίσετε το άθροισμα 
[image: image61.wmf]ˆ
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ΑΣΚΗΣΗ 4.7
Προεκτείνουμε τη διάμετρο ΒΑ ενός κύκλου (Ο,R) κατά τμήμα ΑΜ και από το Μ φέρνουμε  τέμνουσα  ΜΓΔ του κύκλου , ώστε 
ΜΓ = R. Αποδείξτε ότι η γωνία 
[image: image65.wmf]ˆ
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 είναι τριπλάσια της  
[image: image66.wmf]ˆ
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.

ΑΣΚΗΣΗ 4.8
Δύο κύκλοι με κέντρα  Κ , Λ  εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Αν ευθεία ε εφάπτεται των κύκλων στα Β, Γ αντίστοιχα , αποδείξτε ότι ΒΑ
[image: image67.wmf]^

ΑΓ .

ΑΣΚΗΣΗ 4.9
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με  
[image: image68.wmf]ˆ
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, ΑΔ διχοτόμος  και Ε σημείο της  πλευράς ΑΓ με ΑΕ = ΑΒ   Υπολογίστε τις γωνίες  
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 , 
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 , 
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	ΑΣΚΗΣΗ 4.10
Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και κέντρου Κ. Από το Κ φέρω την ακτίνα 
[image: image73.wmf]KG^AB

 και έστω Μ το μέσο της ΚΓ. Από το Μ φέρνω την κάθετη στην ΚΓ η οποία τέμνει τον κύκλο στο Δ. 

α)Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΚΔΓ είναι ισόπλευρο.

β) Να δείξετε ότι η ΑΔ είναι διχοτόμος της ΜΔΚ.

γ) Να υπολογίσετε σε μοίρες τη γωνία ΒΑΔ.

ΑΣΚΗΣΗ 4.11
Σε τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ΑΒ//ΓΔ, ΑΒ = ΑΔ, ΔΒ = ΔΓ  και 
[image: image74.wmf]o
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α) Να δείξετε ότι η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ.

β) Να υπολογίσετε σε μοίρες τη γωνία Γ. 

ΑΣΚΗΣΗ 4.12
Δίνεται  τρίγωνο ΑΒΓ. Στο σημείο Α φέρνουμε δύο ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ και ΑΕ έτσι ώστε ΑΔ
[image: image75.wmf]^

ΑΒ, ΑΕ
[image: image76.wmf]^

ΑΓ, ΑΔ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ και οι γωνίες ΔΑΒ, ΒΑΓ και ΓΑΕ να είναι διαδοχικές. Αν Η είναι το σημείο τομής των ΒΕ και ΓΔ, να αποδείξετε ότι:      α) ΒΕ = ΓΔ  β) ΒΕ
[image: image77.wmf]^

ΓΔ
ΑΣΚΗΣΗ 4.13
Δίνεται ισοσκελές ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) με 
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. Στην πλευρά ΒΓ παίρνουμε σημείο Δ με    
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 και στην πλευρά ΑΓ παίρνουμε τμήμα ΑΕ=ΑΔ. Να αποδείξετε ότι: 
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ΑΣΚΗΣΗ 4.14
Σε τρίγωνο ΑΒΓ χαράσσουμε την εσωτερική διχοτόμο της γωνίας Α και τα ύψη ΒΖ και ΓΘ από τις κορυφές Β και Γ τα οποία την τέμνουν στα σημεία Δ και Ε. Αν Η το σημείο τομής των υψών, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΔΕΗ είναι ισοσκελές.

ΑΣΚΗΣΗ 4.19

Προεκτείνουμε τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ κατά ίσα τμήματα ΒΔ, ΓΕ και ΑΖ. Να αποδείξετε ότι: 
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ΑΣΚΗΣΗ 4.15
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Εξωτερικά του τριγώνου κατασκευάζουμε δύο ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ. Να αποδείξετε ότι τα τμήματα ΔΓ και ΒΕ είναι ίσα και τέμνονται υπό γωνία 60ο .

ΑΣΚΗΣΗ 4.16
Σε ευθεία θεωρούμε κατά σειρά τα σημεία Α,Β,Γ έτσι ώστε ΑΒ = 2ΒΓ και στο ίδιο ημιεπίπεδο   κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ. Να αποδείξετε ότι:

α) Η απόσταση ΔΖ του Δ από την ΑΒ ισούται με ΔΕ
β) ΔΕ
[image: image82.wmf]^

ΒΕ                   γ) το τρίγωνο ΔΖΕ είναι ισόπλευρο.

ΑΣΚΗΣΗ 4.17
Να αποδειχθεί ότι το άθροισμα   των γωνιών   του μη κυρτού πενταγώνου του διπλανού σχήματος είναι 2 ορθές. Δηλαδή  
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