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Κεφάλαιο 1ο:  ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

 

Ερωτήσεις του τύπου «Σωστό-Λάθος» 

      
1.  Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα. Σ  Λ 

2.  Αν  | |  = | |α β
��

, τότε    α = β
��

. Σ  Λ 

3.  Αν ΑΒ  + ΒΓ  + Γ∆  = 
�
0 , τότε Α∆  = 

�
0 . Σ  Λ 

4.  Στο ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Οxy το διάνυσµα ΟΑ = λ i
�

 + λ j
�

, λ ∈ R  

βρίσκεται στη διχοτόµο της γωνίας xOy.   

Σ Λ 

5.   Αν ΑΒ  = ΒΑ , τότε ΑΒ  = 
�
0 . Σ  Λ 

6. Τα διανύσµατα ΑΒ  και ΟΑ − ΟΒ  είναι ίσα. Σ  Λ 

7.  ∆ύο αντίθετα διανύσµατα έχουν αντίθετους συντελεστές διευθύνσεως. Σ  Λ 

8.   Το διάνυσµα   ( 2 , 2)α = −
�

   είναι παράλληλο µε το  β  (3 , 3)= −
�

. Σ  Λ 

9.   Αν α = −β
��

, τότε ( , ) ( , )  2
∧ ∧

α β + β α = π
� �� �

. 
Σ  Λ 

10.  Aν είναι ( , )  
2

∧ π
α β >
��

, τότε 
�
α ⋅
�
β  < 0.   

Σ  Λ 

11.  Αν 
�
α ⋅
�
β  > 0, τότε   ( , )

∧

α β
��

 είναι οξεία. Σ  Λ 

12.  Για οποιαδήποτε διανύσµατα 
�
α , 
�
β  ισχύει: | |   | | | |α +β ≤ α + β

� �� �
. Σ  Λ 

13.  Αν | |   | | | |α +β = α + β
� �� �

,  τότε τα α
�
και β
�

 είναι πάντα συγγραµµικά. Σ  Λ 

14.  Για τα οµόρροπα διανύσµατα 
�
α , 
�
β  ισχύει: | | | |   | |  α − β = α +β

� �� �
 Σ  Λ 

15.  Αν λ
�
α  = 

�
0 , λ ∈ R τότε οπωσδήποτε 

�
α  = 

�
0 . Σ  Λ 

16.  Αν κ
�
α  = λ

�
α , τότε κ = λ για κάθε διάνυσµα 

�
α . 

Σ  Λ 

17.  Το ( )α ⋅β ⋅ γ
�� �

 παριστάνει διάνυσµα.   Σ  Λ 

18. Το ( )λα ⋅β
��

, λ ∈ R παριστάνει διάνυσµα. Σ  Λ 

19. Τα ζεύγη 
�
α , 
�
β  και   −

�
α , −

�
β  των διανυσµάτων έχουν ίσα εσωτερικά γινόµενα. Σ  Λ 

20. Αν ΑΜ διάµεσος τριγώνου ΑΒΓ τότε ΑΜ  = 
2

AΓ + AB
. Σ  Λ 

21.  ∆υο διανύσµατα µε ίσους συντελεστές διευθύνσεως είναι οµόρροπα. 
Σ  Λ 

22.  Αν λ
�
α  + µ

�
β  = 

�
0  και 

�
α , 
�
β  µη συγγραµµικά, τότε λ = µ = 0. Σ  Λ 

23. Το διάνυσµα λα
�

, λ ∈ R  και λ < 0 είναι συγγραµµικό του α
�

. Σ  Λ 

24. Ισχύει η ισοδυναµία: ΑΜ  = ΜΒ  ⇔ Μ µέσο του ΑΒ . Σ  Λ 

25. Αν κ
�
α  = λ

�
β , κ, λ ∈ R  και 

�
α , 
�
β  µη συγγραµµικά, τότε λ = κ = 0. Σ  Λ 

26. Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα εσωτερικά γινόµενα Σ  Λ 
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27. Όταν οι συντελεστές δυο διανυσµάτων είναι αντίστροφοι αριθµοί τότε τα διανύσµατα 

είναι κάθετα. 

Σ  Λ 

28. Τα διανύσµατα 
�
α  = i

�
+ j
�

 και 
�
β  =   − i

�
+ j
�

 είναι κάθετα. Σ  Λ 

29. Αν ΑΜ  = ΒΜ  όπου Α, Β σταθερά σηµεία, τότε ο γεωµετρικός τόπος του Μ είναι η 

µεσοκάθετη ευθεία του ΑΒ. 

Σ  Λ 

30. Αν α ⋅β = α ⋅ γ
�� � �

  τότε είναι β = γ
� �

. Σ  Λ 

31. Μπορούµε να γράφουµε: 
�
α  (
�
β ⋅
�
γ ) = (

�
α ⋅
�
β ) 
�
γ . Σ  Λ 

32.  Αν 
�
α  = (3, 5) και 

�
β  = (

1

3
, - 

1

5
) τότε 

�
α  ⊥  

�
β . 

 

Σ  Λ 

33. Αν 
�
α ⋅
�
β  ≠ 0 τότε είναι πάντα  ( , )  

2

∧ π
α β ≠
��

 . 
Σ  Λ 

34. Αν 
�
α  = (1, − 3), 

�
β  = (− 1, −3)  και 

�
γ  = (2, −6)  είναι α −β = γ

�� �
. Σ  Λ 

35.  Υπάρχουν θ ∈ R τέτοια ώστε τα διανύσµατα 
1 1

,
 

α =  συνθ ηµθ 

�
  και ( ),β = ηµθ συνθ

�
 

να είναι κάθετα. 

Σ  Λ 

36.  Υπάρχουν x ∈ R τέτοια ώστε τα διανύσµατα 
�
α  = (x + 1, 3) και 

�
β  = (x, 1) να είναι 

κάθετα. 

Σ  Λ 

 

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 

 

1.   Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι: ΑΒ  = 
�
α , Α∆  = 

�
β . Το διάνυσµα Β∆  

ισούται µε:                                                                                                

 Α. α +β
��

 Β. 
2

α +β
��

     Γ. 
2

α −β
��

                   ∆. 
2

β−α
� �

 Ε. β−α
� �

 

 

 

2 Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΕ είναι διάµεσος.   Το άθροισµα ΒΑ  + ΒΓ  ισούται µε  

Α. ΒΕ  Β. ΓΑ  Γ. 2 ΕΒ       ∆. 2 ΒΕ  Ε. 2 ΑΓ  

 

 

3.  Αν 
�
α , 
�
β  οµόρροπα διανύσµατα, κ, λ ∈ R* διάφοροι του ± 1 και κ

�
α  + λ

�
β  = 
�
0 , τότε  

Α. κ, λ θετικοί  Β. κ, λ αρνητικοί    Γ. κ, λ αντίστροφοι      ∆. κ, λ ετερόσηµοι                                                                    

Ε. κανένα από τα προηγούµενα 

 

4.  Το διάνυσµα 2  (λ 3 4 , 2)α = − λ − λ −
�

 είναι µηδενικό µε  

Α. λ = 2 Β. λ = 1    Γ. λ = - 4        ∆. λ = 0 Ε. για κανένα πραγµατικό αριθµό λ  
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   5. Τα διανύσµατα 2  (λ , 2 )α = λ
�

 και 
�
β  = (1, - 2) είναι παράλληλα (λ ≠ 0). Ο λ ισούται µε 

Α. - 2  Β. - 1  Γ. 2   ∆. 1   Ε.  2 

 

   6.  ∆ίνονται τα διανύσµατα 
�
α  = (- 2, 4) και 

�
β  = (3, - 2). Η σχέση 

�
α  + κ

�
β  = 0
�

 ισχύει µε  

Α. κ = 
2

3
  Β. κ = - 

2

3
  Γ. κ = - 2 ∆. κ = 2             Ε.  κανένα κ ∈ R 

7.  Το διάνυσµα ( ),α = ηµθ συνθ
�

 είναι το µηδενικό µε  

Α. θ = 2κπ  Β. θ = 2κπ + 
π

4
 Γ. θ = 2κπ + 

π

2
     ∆. θ = 2κπ + π Ε. καµία τιµή του θ  

  8.   Είναι ( ),α = ηµθ συνθ
�

, θ ∈ R και κ ∈ Ζ. Το   α
�

 είναι παράλληλο στον άξονα x´x µε  

Α. θ = κπ  Β. θ = κπ + 
π

4
  Γ. θ = κπ + 

π

2
       ∆. θ = κπ + π  Ε. θ = κπ - π 

9.  Το διάνυσµα ( ),α = ηµθ συνθ
�

, είναι παράλληλο στο ( ),β = συνθ ηµθ
�

 µε  

Α. θ = 0  Β. θ = 
π

4
  Γ. θ = 

π

2
             ∆. θ = π  Ε. θ = 

2π

3
 

10.  Τα διανύσµατα 
1

,
 α = λ λ 

�
 και  

8
1 ,

 β = − λ 

�
 είναι κάθετα µε  

      Α. λ = −1  Β. λ = 0   Γ. λ = 1                  ∆. λ = 2  Ε. λ = 8 

 

11.  ∆ίνονται τα διανύσµατα 
�
α  = (2, - 2), 

�
β  = (1, - 1) και 

�
γ  = (

1

2
, −

1

2
). Σωστή είναι η σχέση  

Α. 
�
α  = 

�
β   Β. 

�
α .
�
γ  = 
�
β   Γ. 

�
α  // 

�
β  // 

�
γ        ∆. 

�
α ⊥
�
γ     Ε. 

�
α  = 

�
β  - 2

�
γ   

   

12.  Είναι 0α ⋅β =
��

. Από τις παρακάτω σχέσεις δεν µπορεί να ισχύει:  

Α. 
�
α  = 0 Β. 

�
β ⊥
�
α  Γ. 

�
α =
�
β   και (

�
α ,
�
β ) = 

π

2
     ∆. (

�
α ,
�
β ) =

π

4
      Ε. 

�
α  = 

�
β  = 1 και  (

�
α ,
�
β )=

π

6
 

 

13.      Στο σχήµα το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο µε πλευρά 4 cm. Ποια από τις 

παρακάτω ισότητες είναι λανθασµένη; 

Α. ΑΒ . ΓΒ  = 0  Β. ΑΟ .ΑΒ  = 8          Γ. ΑΒ . ΑΓ  = 16 

 ∆. ΑΒ . Γ∆  = - 16              Ε. ΟΒ . ΒΑ  = 8 

 

14.   Αν 
�
κ  = 2, 

�
ν  = 3,      

�
κ ⋅
�
ν  = - 3 και           0 ≤ 

�
θ  = (

�
κ ,
∧ �

ν ) < π, τότε η γωνία θ ισούται µε  

Α. 0° Β. 30°  Γ. 60°  ∆. 120°  Ε. 150° 
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15.   Τα διανύσµατα 
�
α  και 

�
β  είναι µη µηδενικά. Το συν (

�
α ,
∧ �

β ) ισούται µε  

Α. 
| | | |α ⋅ β

α ⋅β

��

��               Β. 
| |

| |

α⋅ β

α ⋅β

��

��        Γ. 
| | | |

α ⋅β

α ⋅ β

��

��           ∆. 
| | | |

α ⋅β

α + β

��

��      Ε. 
| |

| | | |

α ⋅β

α + β

��

��  

16.  Σύµφωνα µε το σχήµα, το α ⋅β
��

 ισούται µε  

Α. | | | |α ⋅ β
��

       Β. | | | |− α ⋅ β
��

     Γ. 0 ∆. 
1

| | | |
2
α ⋅ β
��

      Ε. 
1

| | | |
2

− α ⋅ β
��

 

 

17.  Σύµφωνα µε το σχήµα, το  α ⋅β
��

  ισούται µε  

Α. | | | |α ⋅ β
��

             Β. 
1

| | | |
2
α ⋅ β
��

              Γ. 
3

| | | |
2

α ⋅ β
��

 

∆. 
1

| | | |
2

− α ⋅ β
��

                               Ε. 
3

| | | |
2

− α ⋅ β
��

 

 
 

 

Ερωτήσεις διάταξης 

 

1.  Να γράψετε τα διανύσµατα 
�
α , 
�
β , 
�
γ , 
�
δ  σε µια σειρά, ώστε καθένα να έχει µικρότερο µέτρο από το 

επόµενό του,   αν 
�
α  = (3, 0),      

�
β  = (1, - 3),        

�
γ  = (

2

3
, 1),        δ

�
 = (ηµθ, συνθ). 

2.  ∆ίνεται ότι | | | | | | | |α = β = γ = δ
� �� �

   και ( , )  
6

∧ π
α β =
��

,   ( , )  
4

∧ π
α γ =
� �

,    
2

( , )  
3

∧ π
α δ =
��

.    Να γράψετε σε µια 

σειρά από το µικρότερο προς το µεγαλύτερο τα εσωτερικά γινόµενα: 
�
α ⋅
�
β ,   

�
α ⋅
�
δ ,    

�
α ⋅
�
γ ,    

�
β ⋅
�
δ , 
�
γ ⋅
�
δ  

 

Ερωτήσεις αντιστοίχισης 

 

1.  Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι: Α∆  = 
�
α ,  

∆Γ  = 
�
β  και Μ µέσο της ΒΓ. Να αντιστοιχίσετε κάθε 

διάνυσµα της στήλης Α του πίνακα  µε το ίσο του της 

στήλης Β.  

 

 

στήλη Α στήλη Β 

1.  ΑΓ  

2.  Β∆  

3.  ∆Μ  

4.  ΑΜ  

Α.  
�
β  - 
�
α                           Β.  

�
α  + 

�
β  

Γ.  
�
α  - 
�
β                           ∆.  

�
β  - 

1

2
 
�
α  

Ε.  
�
β  + 

1

2
 
�
α                     Ζ.  

1

2
 
�
α  - 
�
β  
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2.  Κάθε διάνυσµα της στήλης Α του πίνακα  έχει µέτρο έναν αριθµό που βρίσκεται στη στήλη Β. Να 

αντιστοιχίσετε τα στοιχεία των δύο στηλών.  

στήλη Α 

διάνυσµα 

στήλη Β 

µέτρο 

 

1.  - 8
�
i  + 
�
j  

2.  x
�
i  + ψ

�
j  

3. (2ηµθ) 
�
i  - (2συνθ) 

�
j  

4. (x - ψ) i
�

 + 2 xψ
�
j  

 

Α.  2                                            

Β.  ηµθ + συνθ 

Γ.   3                                              

∆.  x  + ψ2 2  

                 Ε.  ηµθ – συνθ    

                  Ζ.  2                      

                 Η.  ψ x +  

 

3. Κάθε διάνυσµα της στήλης Α του πίνακα έχει συντελεστή διεύθυνσης έναν αριθµό που βρίσκεται στη 

στήλη Β. Να αντιστοιχίσετε τα στοιχεία των δύο στηλών.  

 

στήλη Α   διάνυσµα στήλη Β   συντελεστής διεύθυνσης 

 

1.  2
�
i  + 2

�
j  

2.  2
�
i  

3.  
2

2

�
j  

4.  2
�
i  - 2

�
j  

Α.  2  

Β.  2 

Γ.  0 

∆.  4 

Ε.  δεν ορίζεται 

Ζ.  1 

Η.  -1 

 

 

4.   Να αντιστοιχίσετε κάθε διάνυσµα που βρίσκεται στην αριστερή στήλη Α του πίνακα  µε το µέτρο του, 

που βρίσκεται στη δεξιά στήλη Β.  

στήλη Α   διάνυσµα  στήλη Β    µέτρο 

1. (1, - 1) 

2. (2ηµθ, 2συνθ) 

3. ( 2 , 1) 

4. (
1

2
, 

3

2
) 

Α.  2 

Β.  0 

Γ.  1 

∆.  3 

Ε.  3  

Ζ.  2  
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Ερωτήσεις συµπλήρωσης 

 

1.   Να συµπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας: 

 

∆ιάνυσµα µέτρο διανύσµατος γωνία ( xO
�

, α
�

) 
�
α  = (- 1, 1)   
�
β  = (1, - 3 )   

�
γ  = ( - 3, 3 3 )   

�
δ  = ( 3 , 1)   

 
1 2

u ,
22

 
=   
 

�
 

  

 

2.  Να συµπληρωθούν οι στήλες στους παρακάτω πίνακες: 

 

 

∆ιανύσµατα 

Σχετική θέση του 
�
α  ως 

προς τους άξονες x΄x,  

yy΄,  

Σχετική θέση του 
�
β  ως 

προς τους άξονες x΄x, 

yy΄, 

Σχετική θέση των 
�
α  και 

�
β  

µεταξύ τους  

�
α  

�
β  (γωνία που σχηµατίζει) (γωνία που σχηµατίζει) (κάθετα ή παράλληλα) 

(2, 0) (0, - 3)    

(2, 2) (- 3, 3)    

(2, 2) (3, 3)    

(0, 2) (-2, 0)    

 

 

∆ιανύσµατα µέτρο: 
�
α  µέτρο: 

�
β  εσωτερικό    γινόµενο 

�
α
�
β  

�
α  

�
β     

(- 1, 4) (2, - 3)    

(3, 2) (- 1, 2 )    

(1, 3 ) (1, 1)    

1 6
,

22

 
  
 

 
3 1

,
3 3

 
  
 

 
   

  

 

 

 



Απρίλης 2020                                                    Μαθηµατικά  κατεύθυνσης                        ∆ιανύσµατα   

 

τµήµα ΒΘ1                      διδάσκουσα Α. Κωστή                                                                                    7 

 

 

Ερωτήσεις ανάπτυξης 

 

1. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιοριστεί σηµείο Ρ τέτοιο ώστε να ισχύει: ΑΡ  + 3 ΒΡ  = ΓΡ   

    

2. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σηµείο Μ τέτοιο ώστε να είναι 3 ΒΜ  + ΜΓ  = 
�
0 .    Να αποδείξετε ότι:                

4 ΑΒ  = 7 ΑΜ  - 4ΑΓ            

   

3. Αν ισχύει 2 ΡΑ  + 3 ΡΒ  - 5ΡΓ  = 
�
0  να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.  

    

4. Αν  
�
α  = (1, 2),  

�
β  = (3, −7), 

�
γ  = (− 2, 5) να βρεθούν τα διανύσµατα: 

�
α −
�
β  + 

�
γ    και   

�
α  + 3

�
β − 8

�
γ . 

    

5. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
�
u  = (- 1, 3) και 

�
v  = (2, - 1). Να βρεθούν οι συντεταγµένες του διανύσµατος                    

�
w  = (x, y) σε κάθε µια από τις παρακάτω περιπτώσεις:          α) 

�
w  = 

�
u  + 

�
v           β) 

�
u  + 

�
w  = 

�
v               

γ) 
�
u  + 2

�
v  - 3

�
w  = 

�
0        δ) 

�
w  = κ

�
u  + λ

�
v        µε κ, λ ∈ R      

   

6. ∆ίνονται τα σηµεία Α (3, 2),  Β (7, −4). Να βρεθεί σηµείο Μ του x΄x, ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι:                             

α) ισοσκελές µε κορυφή το Μ                       β) ορθογώνιο στο Μ     

     

7. Να βρείτε το σηµείο Μ του άξονα x΄x, ώστε το άθροισµα των αποστάσεών του από τα σηµεία                          

Α (1, 2) και     Β (3, 4) να είναι ελάχιστο.                                                                                                                            

    

8. Αν 
�
α  = (2x− y,  x + 2y− 4),       

�
β  = (x – 3y + 2, −3x + 2y−2)     

�
γ  = (3, −2) και 

�
δ  = (−3, 4) τότε:                                               

α) Να βρείτε τις συντεταγµένες (x1, ψ1) του διανύσµατος 
�
u  = 

�
α  + 

�
β  + 

�
γ                                                                             

β) Να βρείτε τη σχέση ανάµεσα στα x και y  ώστε 
�
u //
�
δ                                                                                                 

γ) Να υπολογιστούν τα x  και y  αν είναι 
�
u  = 

�
0         

   

9. Να γραφεί το διάνυσµα 
�
u  = (- 2, 6) σαν γραµµικός συνδυασµός των 

�
v  = (2, - 1) και 

�
w  = (3, 1). 

  

10. Αν 
�
α ⊥
�
β ,     (

�
α +
�
β )⊥ (

�
α -3
�
β )   και 

� �
α β -  = 2, δείξτε ότι 

�
α  = 3  και 

�
β  = 1.   

   

11. Αν 
�
α  = 2, 

�
β  = 2 2 , (

�
α , 
�
β ) = 45° να βρείτε τη γωνία (

�
β − 
�
α , 
�
α )  

12. Αν 
�
α  ⊥  

�
β ,     (

�
α  + 

�
β ) ⊥  (

�
α −3

�
β )   και 

� �
α β -  = 2, δείξτε ότι 

�
α  = 3  και 

�
β  = 1    

13. ∆ίνονται τα µοναδιαία διανύσµατα 
�
α  και 

�
β , µε ( , )  

3

∧ π
α β =
��

. Να βρείτε διάνυσµα 
�
x , τέτοιο ώστε                     

�
x //(
�
α  + 

�
β ) και 

�
β  ⊥  (

�
α  + 

�
x ).          
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14. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
�
α  = (1, 1) και 

�
β  = (5, 10). Να αναλύσετε το διάνυσµα 

�
β  σε δύο κάθετες 

µεταξύ τους συνιστώσες από τις οποίες η µία να είναι παράλληλη προς το 
�
α .    

        

15. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
�
α  και 

�
β  µε  ( , )  

6

∧ π
α β =
��

.     Αν 
�
α  = 2  και 

�
β  = 2 2  να βρεθούν:              

α) 
�
α ⋅
�
β   β)

  
(
�
α +
�
β )

2                  
γ)

   �
�

α + β
                             

δ) (2
�
α + 3

�
β ) (4

�
α  -5

�
β )    

16. Έστω βα, διανύσµατα του επιπέδου µε 3β  ,2 ==α  και  
�( ),α β
�� �

= 60
o  
Προσδιορίστε το x∈� στις 

παρακάτω περιπτώσεις:             α) ( ) ( )2 3 x 2α + β ⋅ α − β = −
�� � �� �

                           β) (2 3 ) ( x )α + β ⊥ α − β
�� � �� �

. 

   

17. Θεωρούµε τα σηµεία Α(α+1, 3),   Β(α, 4) και    Γ(–4, 5α+4),  α∈R.                                                                            

α) Να βρείτε τα διανύσµατα ΑΒ
����

, ΒΓ
����

.             β) Να βρείτε για ποια τιµή του α, τα Α, Β, Γ είναι 

συνευθειακά.                                       γ) Αν α=1, να βρείτε αριθµό λ ώστε ΑΓ = λΑΒ
���� ����

.   

       

18. Θεωρούµε τα σηµεία Α(1+2α, 4α–2) και Β(5α+1, –α), α∈Ζ.                                                                     

α) Να γράψετε το ΑΒ
����

 συναρτήσει του α και να βρείτε το α ώστε AB
����

=10.                                                         

β) Έστω α=2. Να βρείτε σηµείο Μ του άξονα x'x ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ισοσκελές  µε βάση 

την ΑΒ.             

   

19. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ=2α+β
���� � �

 και 3βΑΓ = −
���� �

, όπου α = β =1
� �

 και 
�( ) 2π
α,β =

3

� �

.                                                 

α) Να υπολογίσετε την τιµή των παραστάσεων:  i)α β⋅
� �

         ii) ( )2

4β 2α+
� �

           iii)  α β−
� �

.                                                      

β) Αν Μ είναι το µέσον της πλευράς ΒΓ:                                                                                                                                          

i) Nα εκφράσετε τα διανύσµατα ΑΜ
�����

 και ΒΓ
����

 συναρτήσει των α,  β
� �

.                                                                       

ii) Να βρείτε τη γωνία των ΑΜ
�����

 και ΒΓ
����

.         

   

20. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι: ΑΒ
����

=(–4,–6) και ΑΓ
����

=(2,–8).                                                                                                    

α) Να βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος ΑΜ
�����

, όπου ΑΜ είναι η διάµεσος του  ΑΒΓ.                               

β) Να αποδείξετε ότι η γωνία A είναι οξεία.                                                                                                                                  

γ) Αν επιπλέον ισχύει ότι Α(3,1), να βρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών του Β και Γ.  

  

21. ∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

, β
�

 µε β
�

=2 α
�

=4 και α
�
⋅β
�

= –8.                                                                                                         

α) Να υπολογίσετε τη γωνία ( ), α β
��� .                   β) Να αποδείξετε ότι β

�
+2α
�

= 0
�

.   
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22. Έστω α
�

, β
�

 δυο διανύσµατα του επιπέδου για τα οποία ισχύουν: 3 α
�

+ β
�

=9,  2 α
�

– β
�

=1 και      

( ), α β
��� =

3

π
.       α) Να βρείτε τα µέτρα των διανυσµάτων α

�
, β
�

 και το εσωτερικό γινόµενο α
�
⋅β
�

.                           

β) Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος u
�

=2α
�

–3β
�

      

    

23. ∆ίνονται τα σηµεία Α(2, 3), Β(–1, 5) και Γ(–2, –4).      α) Να δείξετε ότι σχηµατίζουν τρίγωνο.      

β) Να βρείτε το συµµετρικό ∆ του Β ως προς το µέσο Μ της ΑΓ.                                                                  

γ) Τι σχήµα είναι το ΑΒΓ∆; Να αιτιολογήσετε τον ισχυρισµό σας.     

  

24. ∆ίνονται τα σηµεία Α (5, - 1), Β (1, 1) και Γ (2, 3).                                                                                                   

α) Να δείξετε ότι τα σηµεία αυτά είναι κορυφές τριγώνου ΑΒΓ και να βρείτε το  είδος του.                                          

β) Να υπολογίσετε το τις συντεταγµένες της AM
�����

 όπου Μ µέσο του ΒΓ.                                                                        

γ) Να υπολογίσετε το µήκος της διαµέσου ΑΜ .        

  

25. ∆ίνονται τα σηµεία Α(-1, 2) , Β(1, 3) και Γ(0, 2).                                                                                              

α) Να υπολογίσετε τις συντεταγµένες του σηµείου ∆ ώστε το ΑΒΓ∆ να είναι παραλληλόγραµµο.             

β) Ποιες είναι οι συντεταγµένες του κέντρου του ;       

   

26. Να βρείτε διάνυσµα αντίρροπο του 
�
α  = (1, 4) το οποίο να έχει µέτρο 3 17 .   

  

27. Αν τα σηµεία Α , Β  και Γ έχουν διανύσµατα θέσης ως προς ένα το ένα ορθοκανονικό σύστηµα 

αξόνων τα :  
�
α  = (−1, 3),   

�
β  = (3 , 5) και 

�
γ  = (−3,  2) αντίστοιχα, τότε :                                                                           

α) Να βρείτε τις συντεταγµένες των AB
����

  και AΓ
����

                                                                                                                            

β) Να αποδείξετε ότι τα Α, Β , Γ είναι συνευθειακά             γ) να βρείτε τη σχετική θέση των Α, Β και Γ

  

28. ∆ίνονται τα σηµεία Α(3,4) , B(5,7) και Γ(2µ+1, 3µ−2), όπου µ∈R.                                                                      

α) Να βρείτε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων ΑΒ
����

 και ΑΓ
����

, και στη συνέχεια, να   αποδείξετε ότι τα 

σηµεία Α, B και Γ δεν είναι συνευθειακά για κάθε τιµή του µ.                                                                                    

β) Να αποδείξετε ότι:          i) το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ δεν εξαρτάται από το µ.                                            

ii) για κάθε τιµή του µ το σηµείο Γ ανήκει σε ευθεία ε, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.                                        

γ) Να ερµηνεύσετε γεωµετρικά γιατί το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ παραµένει      σταθερό, ανεξάρτητα 

από την τιµή του µ;        

29. ∆ίνονται τα σηµεία Α
3

1,
2

 − 
 

, B(2,−1) και Γ
4

,
2

µ − µ 
 

, όπου µ∈R.     α) Να βρείτε τις 

συντεταγµένες των διανυσµάτων ΑΒ
����

 και ΒΓ
����

.     β) Να αποδείξετε ότι για κάθε µ∈R το σηµείο Γ 

ανήκει στην ευθεία που διέρχεται         από τα σηµεία Α και Β   γ) Να βρείτε την τιµή του µ έτσι, ώστε 

µ⋅ΒΓ = −ΑΒ
���� ����

.    δ) Για την τιµή του µ που βρήκατε στο ερώτηµα γ), να αποδείξετε ότι (ΟΒΓ)=1,        

όπου O είναι η αρχή των αξόνων.                 
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30.  ∆ίνονται τα διανύσµατα ,  β και γα
�� �

 για τα οποία ισχύουν: α
�

=2, β
�

=1 και ( ), α β
��� =60

ο 
και 

γ= β
2

κ
⋅α −
���

, όπου κ∈R.    α) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο βα ⋅
��

                                                                 

β) Αν ισχύει γβ⋅
� �

=κ, τότε:       i) να αποδείξετε ότι: κ=−2.               ii) να υπολογίσετε το µέτρο του γ
�

.       

iii) να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα 3 βα +
��

 και β γ−
� �

 είναι κάθετα. 

 

31. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι AB
����

=(λ,λ+1), AΓ
����

=(3λ, λ−1), όπου λ≠ 0 και λ≠−2, και Μ είναι το      µέσο 

της πλευράς ΒΓ.        α) Να αποδείξετε ότι ΑΜ
�����

=(2λ,λ)             β) Να βρείτε την τιµή του λ για την 

οποία το διάνυσµα ΑΜ
�����

 είναι κάθετο στο διάνυσµα   
2

,
 α = −λ λ 

�
                                                                              

γ) Για την τιµή του λ που βρήκατε στο ερώτηµα β), να υπολογίσετε το εµβαδόν του   τριγώνου ΑΒΓ 

   

 

32. ∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

, β
�

 και    u
�

=α
�

+2β
�

,   ν
�

=5α
�

–4β
�

, για τα οποία ισχύουν:                                                     

u
�
⊥ν
�

 και        α
�

= β
�

=1.                          α) Να αποδείξετε ότι α
�
⋅β
�

=
1

2
.                                                                                         

β) Να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα u
�

–3ν
�

 και α
�

–β
�

 είναι αντίρροπα και ότι u
�

–3ν
�
=14. 

 

33. Έστω α
�

, β
�

 δυο διανύσµατα για τα οποία ισχύουν: β
�

=
1

,1
7

 
 
 

, και α
�

+7β
�

=(µ+2, 7–2µ)                                             

α) Να γράψετε το διάνυσµα α
�

 ως συνάρτηση του µ.                                                                                                       

β) Αν µ=2, τότε:         i. να αποδείξετε ότι α
�

=(3,4) και ότι το α
�

 είναι κάθετο στο α
�

+7β
�

.                                        

ii. να βρείτε τη γωνία των διανυσµάτων α
�

, β
�

. 

 

34. ∆ίνονται τα διανύσµατα i 2 jα = −
� ��

, 2i 5 jβ = −
� ��

 και γ
�

=(7,3).                                                                                         

α) Να  δείξετε ότι τα διανύσµατα α
�

, β
�

 και γ
�

 είναι µη συγγραµµικά ανά δύο.       β) Να γραφεί το 

διάνυσµα γ
�

 ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων α
�

 και β
�

. 

 

35. Θεωρούµε τα διανύσµατα α
�

, β
�

, γ
�

 και τυχαίο σηµείο Ο.                                                                                              

Αν  ΟΑ
����

=α
�

+2β
�

+5 γ
�

,        ΟΒ
����

=–α
�

+3β
�

+4 γ
�

 και ΟΓ
����

=3α
�

+β
�

+6 γ
�

, τότε:                                                                          

α) να εκφράσετε τα διανύσµατα ΑΒ
����

 και ΑΓ
����

 συναρτήσει των διανυσµάτων α
�

, β
�

, γ
�

.                                                                                  

β) να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

 

      

 


