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11η Άσκηση

Πραγματικοί αριθμοί

Έστω α,β 0 .

α) Αν    να αποδείξετε ότι  α α β β
α β αβ.

α β


  


β) Αν επιπλέον ο α είναι ρητός αριθμός, να δείξετε ότι ο
2

1α
α

 
 

 
είναι ρητός.

γ) Αν α β να αποδείξετε ότι
α β α β

α
2

  
 .

δ) Αν α α γ α1, τότε .
β β γ β


 



ε) Να δείξετε ότι   1 1α β 4.
α β
 

   
 

Έστω    .

στ) Να διατάξετε από τον μικρότερο στο μεγαλύτερο τους αριθμούς 1, α βκαι .
β α

ζ) Να δείξετε ότι στον πραγματικό άξονα ο αριθμός α
β

βρίσκεται πλησιέστερα στο 1

από ότι ο αριθμός β .
α

η) Να αποδείξετε ότι α β
1 α 1 β


 

.

θ) Να αποδείξετε ότι α β α β.   Πότε ισχύει η ισότητα;
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Λύση

α)      α α β β
α β αβ α α β β α β α β αβ

α β
            

   2 2α α β β α β α α β α β β αβ       

α α β β α α β α   α β α β β β β α   α α β β α α β β   ισχύει

2ος τρόπος

     α α β β
α β αβ α α β β α β α β αβ

α β
            

  2 2 3 3 3 32 2α α β β α β α α β β α β α β             
ισχύει.

β)    22 2 22 α 11 1 1 1 α 2α 1α α 2 α α 2 ρητός
α α αα α α

    
             

   

γ) Επειδή α β είναι α β 0  οπότε
α βα β α β

2
  


α β  2α α

2 2
 

δ) Είναι α 1 α β
β
  

α γ α αβ
β γ β

 


γβ αβ 

:γ γβ αγαγ γβ αγ β α
γ γ

       ισχύει

ε)   1 1 1 1 1 1 α βα β 4 α α β β 4 1 1 4
α β α β α β β α
 

                  
 

α β 2
β α
  

 22 2α βαβ αβ 2αβ α β 2αβ 0 α β 0
β α
           ισχύει

στ) Είναι
:α 0 α β β0 α β 0 1

α α α α
        (1) και

:β 0 α β α0 α β 0 1
β β β β

        (2).

Από τις (1),(2) προκύπτει ότι α β1 .
β α
 

ζ) α β α βd ,1 d ,1 1 1 .
β α β α
          

  
Επειδή α β1

β α
  , αρκεί α β1 1

β α
   

 22 2α β α β2 2αβ αβ αβ 0 α β 2αβ α β 0
β α β α
              ισχύει

η)    α β α 1 β β 1 α α αβ β αβ α β
1 α 1 β

          
 

ισχύει

θ)        2 2 2 2
α β α β α β α β α β α 2 α β β            

α β α 2 α β β 0 2 α β      ισχύει


