ΕΝΟΤΗΤΑ 3η: 
ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
ΘΕΩΡΗΜΑ BOLZANO
ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ

3.1 
Δίνονται οι συναρτήσεις f,g συνεχείς στο [α,β] με αβ>0, f(a)=2a, g(β)=2β και f(x)<1<g(x) για κάθε x(R, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ((α,β) ώστε f(ξ)g(ξ)=2ξ
3.2
Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g στο διάστημα [a,β]. Αν ορίζονται οι fog και  gof στο διάστημα [α,β] και f(a)=g(β)=α, f(β)=g(α)=β, να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον ξ((α,β) τέτοιος, ώστε f(g(ξ))+g(f(ξ))=2ξ  
3.3
Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f:R((-(,1) και  g:R((1,+(). Αν υπάρχουν α, β ( (0,+() με f(a)=α και g(β)=β, να αποδείξετε ότι υπάρχει γ((α,β) τέτοιος, ώστε f(γ)g(γ)=γ
3.4
Δίνεται πραγματικός αριθμός λ( (0,1) και οι συναρτήσεις f,g οι οποίες είναι συνεχείς στο [α,β]. Αν f(x)<g(x) για κάθε x([α,β], f(α)=α και g(β)=β, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ( (α,β) τέτοιος, ώστε: λg(ξ)+(1-λ)f(ξ)=ξ 
3.5 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [1,5], f(1)=3 και f(5)=2, να αποδείξετε ότι  η  γραφική  παράσταση  της  f  έχει  τουλάχιστον ένα κοινό σημείο με την ευθεία (ε): y-x=0
3.6
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f :R(R για την οποία ισχύει 
[image: image1.wmf]x

limf(x)

®+¥

=+¥

.Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)+lnx=1 έχει τουλάχιστον μια θετική ρίζα.
3.7
Δίνεται  η συνεχής συνάρτηση f  στο διάστημα [0,2π] με f(0)=f(2π). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ([0,π] τέτοιος ώστε f(ξ)=f(π+ξ).
3.8
Αν η f:[a,β]( [α,β] είναι συνεχής και αβ>0, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ([α,β] τέτοιος ώστε  
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3.9
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β]και 
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, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ([α,β] τέτοιος ώστε 
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3.10
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β] και 
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Αν κ, λ, ρ είναι θετικοί αριθμοί να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ([α,β] τέτοιος ώστε: 

[image: image6.wmf]123

κf(x)λf(x)ρf(x)

f(

ξ)

κλρ

++

=

++


3.11
Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο κλειστό διάστημα [0,1]. Aν f(0)=2 και f(1)=4, να δείξετε ότι:

α) η ευθεία y=3 τέμνει τη γραφική παράσταση της f σ' ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη x0((0,1).

β) υπάρχει x1((0,1), τέτοιο ώστε f(x1)=
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3.12
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] και γνησίως αύξουσα στο διάστημα [α, β]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ( (α, β) τέτοιο ώστε: 

f (ξ) = 
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3.13
Δίνεται η συνάρτηση 
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α) να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα

β) να βρείτε το σύνολο τιμών της


γ) να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μία μόνο ρίζα.

3.14
 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 
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α) Να υπολογίσετε τα όρια: 
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f (x),  
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f (x),   
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β) Υπάρχει τιμή του α για την οποία η f να είναι συνεχής; 

3.15  Δίνεται η συνάρτηση 

f(x)= 
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α) Να υπολογίσετε το α ώστε η f να είναι συνεχής στο x0=5

β) Για την παραπάνω τιμή του α να υπολογίσετε το  
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3.16  Για μια συνάρτηση f, ισχύει ότι: 
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x(R, όπου α, β πραγματικοί αριθμοί με β2<4γ. Να δείξετε ότι υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f(x)=0 στο ανοικτό διάστημα (0,1)

3.17
Αν για κάθε x ([-4,4] η f είναι συνεχής και 
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 να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (-4,4)

3.18
 Αν για κάθε x ([-1,1] η f είναι συνεχής και 
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 να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (-1,1)

3.19
Έστω οι συναρτήσεις f,g:[0,1] (R, όπου η f συνεχής , ώστε 
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 για κάθε x([0,1]. Να δείξετε ότι η f διατηρεί πρόσημο στο (0,1) 

3.20
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο R τέτοια ώστε να ισχύει:
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 να δείξετε ότι η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R

3.21
Έστω συνάρτηση g συνεχής στο R τέτοια ώστε να ισχύει:
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να δείξετε ότι η g  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R
3.22
Na βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f: R(R οι οποίες ικανοποιούν την σχέση: 
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 για κάθε x(R
3.23
Na βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f: R(R με την ιδιότητα: 
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3.24
Έστω η συνεχής συνάρτηση f, για την οποία ισχύει:
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(1)

για κάθε x([0,π]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0((0,π), ώστε: f(x0)=x0.

3.25 
Να βρεθούν οι τιμές των α, β, γ(R ώστε να είναι συνεχής η συνάρτηση:
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3o ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΥΡΓΟΥ
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