
��������� της διαίρεσης του μικρότερου αριθμού με το 12, να βρείτε τους δυο 

αριθμούς. 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

Έστω ,a b οι δυο φυσικοί αριθμοί με �a b> Τότε θα είναι 
7

5

a
b
=  και επιπλέον 

1� � � και 12 9a u b u= × + = × + . 

Επομένως, έχουμε  

�
5 7 (ιδιότητα ίσων κλασμάτων)

5

a
a b

b
= Û = : ��ότε έχουμε: 

( ) ( )5 144 5 7 108u u× + = × + Û (από επιμεριστική ιδιότητα) 

	
� 
� 	� 	u u+ = + Û �� �� ��u u= Û = οπότε θα είναι ��� και 110a b= = . 

 

2
ος

  τρόπος.   

Έχουμε: � � � �18 8 , με 0,1,2,...,17 και 12 9 , με 0,1,2,...,11a u u b u u= × + = = × + = . 

Τα ζεύγη για τα οποία μπορεί να ισχύει η ισότητα  είναι τα :           

και από αυτά μόνο το ζεύγος � )10,2 μας δίνει ��� και 110a b= = και το κλάσμα 

���

110
που είναι ισοδύναμο με το 

�

5
. 

 

 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Πρόβλημα 1 

Αν ο πραγματικός αριθμός  a είναι η μικρότερη δεκαδική προσέγγιση δέκατου του 

άρρητου αριθμού  5 , να βρείτε την αριθμητική τιμή της παράστασης: 

� ) ( )3 3 4,6 2 0,2a aA = × - - × - � 

 

Λύση 

Έχουμε:  4  ! οπότε 4 5 2 5.< < Þ < Είναι 

" #$ότε η ζητούμενη τιμή του a είναι  
2%2a = � 

Με αντικατάσταση βρίσκουμε: &A =
 

Πρόβλημα 2 

Αν ο θετικός ακέραιος b ικανοποιεί τις ανισώσεις  

' ) * +b- < - < - 

 να λύσετε ως προς άγνωστο  x την ανίσωση: 

                                                         / ) ( )3
2 1 1

2

x
x x

b
+ - + <  . 

Λύση 

Έχουμε 
0 3 6 6

4 1 2 5 5 2 4 2
2 2 2 2

b
b b b

- -
- < - < Û - < - < Û - < < Û - < <

- -
8 9$;<=> #

b είναι θετικός ακέραιος, έπεται ότι ? ή 2b b= = � 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ



· Για @b = η ανίσωση γίνεται: A ) ( )3 1
2 1 1 1.

2 2

x
x x x x x

+
+ - + < Û < Û >

· Για Bb = η ανίσωση γίνεται:  

C ) ( )3 1
2 1 1 0 1

2 2 2 2

x x x
x x x

+
+ - + < Û < Û × < - D E οποία είναι αδύνατη. 

 

Πρόβλημα 3 

Στο ορθοκανονικό σύστημα αναφοράς FGH μια ευθεία (ε) σχηματίζει με τον άξονα I I¢

γωνία  και επίσης διέρχεται από το σημείο J )2, 6M - K LM NOPQRM S TUVWQX NYMU άξονα 

Z Z¢ και στην ευθεία [ )e \ ενώ το σημείο Β ανήκει στον άξονα ] ]¢ WTX NYOU Q^_QRT  [ )e ` 

(α) Βρείτε την εξίσωση της ευθείας [ )e c 

(β) Βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α ,  Β και το εμβαδόν του τριγώνου def c 
(γ) Βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΜ.    

 

Λύση 

α) Η ζητούμενη εξίσωση έχει τη μορφή g hi j= + D klmn � opqr s= =o t ulvwyz E

ευθεία περνάει από το σημείο { )2, 6M - έχουμε ότι | } β β -8- = + Û = K ~�T O

εξίσωση της ευθείας [ )e είναι : � � �= -

Σχήμα 2 

 

β) Τα κοινά σημεία  της ευθείας [ )e με τους άξονες � � ��� � �¢ ¢ είναι τα � )8,0A και 

��� ��B - � �ντίστοιχα. Άρα έχουμε 

                                 � ) 1 1
OAB OA OB 8 8 32

2 2
= × × = × × = τετρ. μονάδες. 

γ) Αν Κ είναι το σημείο με συντεταγμένες � )2,0 � τότε το τρίγωνο ΚΜΑ είναι 

ορθογώνιο στο Κ και οι κάθετες πλευρές του έχουν μήκη � και 6KM = KA= � �πό 

το Πυθαγόρειο θεώρημα λαμβάνουμε  

� � � �6 6 36 2 6 2.AM = KM +KA = + = × =
Ομοίως, από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΟΑΒ λαμβάνουμε: 

                                  � � � �8 8 64 2 8 2.AB= OA +OB = + = × =
Επειδή τα τρίγωνα ��� ���OAM έχουν κοινό ύψος από την κορυφή   ¡ έστω ¢ ¡

έχουμε:       



£ )
( )

1
ΟΑΜ 6 2 32

1ΟΑΒ 48 2

2

u

u

×AM × AM
= = = = Þ

AB×AB×

¤ ) ( )3 3
OAB 32 24 τετρ. μονάδες.

4 4
OAM = = × =

Παρατήρηση 

Το εμβαδό του τριγώνου ¥¦§ μπορεί να υπολογιστεί παρατηρώντας ότι το ¨©

είναι το ύψος που αντιστοιχεί στην πλευρά ª« (του τριγώνου ¥¦§ ¬. 

Οπότε: ®86
2

1

2

1
)( =×=×= OAKMOAM ¯ 

 

 

4. Σε κύκλο ° ± ²c RO ³κέντρου Ο και ακτίνας ´ µ δίνονται σημεία Α, Γ και Β τέτοια 

ώστε ¶ 10OAB = o και ¶ 30OGB = o ¯ Τα σημεία Α και Γ βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο 

ως προς την ευθεία ΟΒ. Από το σημείο Ο φέρουμε ευθεία κάθετη προς τη χορδή ΓΒ 

που την τέμνει στο σημείο Δ, ενώ τέμνει τον κύκλο ° ± ²c RO στο σημείο Ε. 

(α) Βρείτε το μέτρο της γωνίας ¸ABG και το μέτρο του τόξου »AG σε μοίρες. 

(β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΟΒΕΓ είναι ρόμβος και να υπολογίσετε το   

      εμβαδό του. 

 

Λύση 

Σχήμα 3 

 

(α) Επειδή το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές ¹ )ROA =OB = º ¼πεται ότι:   

                                                    ½ˆ 10OBA =OAB= o ¯ 

      Επειδή το τρίγωνο ΟΓΒ είναι ισοσκελές ¾ )ROG =OB = º ¼πεται ότι:   

                                                    ¿ ¿ 30OGB=OBG = o ¯ 

     Άρα έχουμε: À À À 30 10 20ABG =OBG-OBA= - =o o o και Á 40AG = o ¯ 

(β) Το ύψος του τριγώνου ΟΓΒ είναι και διάμεσος και διχοτόμος της γωνίας ÂGOB Ã

οπότε  Ä ˆ90 90 30 60GOD = -OGD = - =o o o o º ÅÆÇÈÉ ÊË ÉÌÍËÎ ÏËÎ ¶ 60GOE = o Ð ÑÒË ÈÅ

τρίγωνο ΟΓΕ είναι ισόπλευρο, οπότε ÓGE =OG = Ð ÔÆÉÎÕÖ × ÉØÊÉÌË ÙÔ ÉÌÍËÎ



ÚÜÝÞßàáÜâã âÞä ÜäáåæçèÚÚÞä âÚéÚèâÞê ëì áè Üíîèï ðEB=GE = ñ òóôõö õò
τετράπλευρο ΟΒΕΓ έχει τις τέσσερις πλευρές του ίσες , δηλαδή είναι ρόμβος.  

Επιπλέον, έχουμε 
÷

30
2 2

R
RhmOD =OG× = × =o ø και 

ù

3R
60 =×= ohmOGGD òóôõö

ú

3R
)(

2

=OBEG û 

Παρατήρηση 

Ο ρόμβος üýþÿ ñ ,óòõö�ö�õ,� ,óô ��ò ��ôó�ö��, õ���	
, ó�ö���� R που το κάθε 

ένα από αυτά (τα τρίγωνα) έχει  εμβαδό 
4

3R2
7 ρα το εμβαδό του ρόμβου θα είναι: 

2

3R

4

3R
2)(

22

=×=OBEG û 

 

 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Πρόβλημα 1 

Αν τα συστήματα 

                            1

1 1 1

4
( )

3 4 1

2

x y

x y

ì ü+ =ï ïï ï
S í ý

ï ï+ =
ï ïî þ

και ( )2

4

2 3 8

x y

x y

a b
a b

+ =ì ü
S í ý

+ = -î þ

έχουν την ίδια λύση � ),x y ñ 
α βρείτε την τιμή των παραμέτρων a και b û 

 

Λύση 

Αν θέσουμε  
� �

και
x y

j w= = ñ õο σύστημα � )1S ��
öõ,�: 

              

�1 1 1

44 4 2

1 11 1 3 1
3 43 4

4 22 2 4 4

j wj w j w j

w wj w w w

ì üì ü ì ü ì ü= -+ = = - =ï ïï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï
Û Û Ûí ý í ý í ý í ý

æ öï ï ï ï ï ï ï ï- + =+ = = - = -ç ÷ï ï ï ï ï ïï ïî þ î þ î þè øî þ

ø 

οπότε το σύστημα � )1S έχει τη λύση: � ) ( )1 1
, , 2, 4x y

j w
æ ö

= = -ç ÷
è ø

. 

Όμως από την υπόθεση την ίδια λύση έχει και το σύστημα � )2S � ��ότε θα έχουμε; 

           
� � � � � � � ��

4 12 8 3 2 4 4

a b a b a b a
a b a b b b
- = - = - = =ì ü ì ü ì ü ì ü

Û Û Ûí ý í ý í ý í ý
- = - - = - - = - =î þ î þ î þ î þ

. 

 

Πρόβλημα 2 

Για τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς � καιx y z +����+  !+" 

# ) ( )2 και 3z x y z x y= + = - . 

(α) Να αποδείξετε ότι: y $ %< < . 

(β) Να βρείτε την τριάδα & ), ,x y z για την οποία: ' ' ' 680x y z+ + = . 

 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ


