
�� ������� B�� είναι ισοσκελές ( 	
BA = ,� Άρα ATNTAM ˆˆ = / ���� ��
αντίστοιχα τόξα �� και M� (του κύκλου GC , �ίναι ίσα μεταξύ τους.  

Από την ισότητα των τόξων ��AMAN += και ��TNMT += / ��������� �
ισότητα των τόξων �� και T� � .�� �� �������� �� !"#$ είναι ισοσκελές 

τραπέζιο με %&MN // ' 
Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι το τετράπλευρο K()* είναι ισοσκελές 

τραπέζιο με +-KL // ' Άρα 01MN // και κατά συνέπεια το 2345 είναι 

τραπέζιο και η 67 είναι κοινή μεσοκάθετη των παράλληλων πλευρών του. 

Τα τρίγωνα 89: και ;<= ����� �>�� .�� �� 2345 είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

Πρόβλημα 1 

Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση 

? ?
2 5 2 5 1x x x x x- - - = @ 

 

Λύση 

Περιορισμός: C )2
5 0 5 0 0 ή 5.x x x x x x- ³ Û - ³ Û £ ³ Η εξίσωση, για 

D ή 5x x£ ³ E  είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
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Πρόβλημα 2 

Αν Pa b ακέραιοι και ο αριθμός Q
2a bA = + είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, να 

αποδείξετε ότι ο αριθμός Ra bB = + ισούται με το άθροισμα δύο τέλειων 

τετραγώνων ακεραίων αριθμών. 

 

Λύση 

Έστω ότι S S
2 ,xa bA = + = όπου xÎ¢ U VWXY

Z Z
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= Επειδή b Î¢ [ \]^\Y_ `

αριθμητής a ax a- να είναι άρτιος ακέραιος, το οποίο συμβαίνει μόνον όταν  οι 

ακέραιοι cde xa είναι ή και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί. 

Έτσι έχουμε                                   
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ



ghij ik lmknoip qrs
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x xa a+ -
είναι ακέραιοι, αφού οι ακέραιοι tuv xa είναι ή 

και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί. 

        

Πρόβλημα 3 

Βρείτε για ποιες τιμές της πραγματικής παραμέτρου w η εξίσωση 

y ) ( ) ( )4 3 2 2 3 2
4 8 4 8 4 8 0x a x a a x a x a+ + + + + + + + =

έχει όλες τις ρίζες της πραγματικούς αριθμούς.  

 

Λύση 

Έχουμε 
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Επομένως, η εξίσωση έχει όλες τις ρίζες της πραγματικούς αριθμούς, αν, και μόνον 

αν, και τα δύο τριώνυμα {
1x ax+ + και | |

4 8x x a+ + έχουν πραγματικές ρίζες  
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Πρόβλημα 4 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ~AB (με ��AGAB << � ������������ �� �����
�R,O(C (με κέντρο � και ακτίνα � � ��� ������ �(e που περνάει από την κορυφή 

� και είναι παράλληλη στη πλευρά �� � � ������ �AB,B(CB (με κέντρο � και 

ακτίνα �  �¡ τέμνει την �(e στο σημείο ¢ και τον κύκλο �R,O(C στο σημείο £ ¤
Ο κύκλος ¥A,(C GGG (με κέντρο ¦ και ακτίνα §A �¡ τέμνει την �(e στο σημείο 

¨ και τον κύκλο �R,O(C στο σημείο © ª «¬ ®¯°¬ �AB,B(CB ± ¥A,(C GGG

τέμνονται στο σημείο ² και  η �(e τέμνει τον �R,O(C στο σημείο ³ ´ 
(α) Να αποδείξετε ότι τα σημεία µNLG ,,, είναι συνευθειακά. 

(β) Να αποδείξετε ότι οι ¶·KGTS ,, περνάνε από το ίδιο σημείο. 

 

Λύση 

(α) Το τρίγωνο ¸¹º είναι ισοσκελές ( »¼GA = ως ακτίνες του κύκλου ½C ¾ª Άρα 

¿ANGNA ˆˆ = ´ 
 



Σχήμα 6 

 

Από την παραλληλία ÀÁe //)( (με τέμνουσα την ΑΓ)  έχουμε: ÂBGAGAN ˆˆˆ == Ã 
Από τις προηγούμενες ισότητες γωνιών, προκύπτει: Ä1(ˆˆ GGNA = Ã 
Από την ισότητα των χορδών ÅÆ και ÇÈ του κύκλου ÉR,O(C (οι χορδές ÅÆ και 

ÇÈ είναι ακτίνες του κύκλου ÊC Ë Ìχουμε: Í2(ˆˆˆ GLGBBGA == Ã 
Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι: ÎLGBGNA ˆˆˆ == Ï δηλαδή τα σημεία 

ÐNG ,, είναι συνευθειακά. 

Η διάκεντρος ÑÒ (των κύκλων ÊC και ÓC Ë ÔÕÖ×Ø ÙÔÚÛÜÝÞÔßà ßàá ÜÛØÖâá ãÛäåâá
τους æç Ã Άρα èTGBBGA ˆˆˆ == é êëì ßàÖ ØÚìßàß× ßíÖ îíÖØïÖ ðGB ˆ και ñGB ˆ Ï
προκύπτει ότι τα σημεία  òTG ,, είναι συνευθειακά, οπότε σε συνδυασμό με το 

προηγούμενο συμπέρασμα έπεται ότι τα σημεία óNLG ,,, είναι συνευθειακά. 

(β) Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα σημεία ôMKB ,,, είναι 

συνευθειακά, οπότε τα σημεία õ και ö είναι μέσα των πλευρών ÷ø και ùú Ï
αντίστοιχα,  του τριγώνου ûüý Ã 
Θα αποδείξουμε ότι το σημείο þ είναι το μέσο της πλευράς ÿK (οπότε οι 

N�KGTS ,, θα συντρέχουν στο βαρύκεντρο του τριγώνου ûüý )� 

Πράγματι, το τετράπλευρο A��� είναι ισοσκελές τραπέζιο εγγεγραμμένο στον 

κύκλο ÉR,O(C 5 ��ότε ισχύουν οι παρακάτω ισότητες γωνιών: 

BAKNSG ˆˆ = (από το ισοσκελές τραπέζιοA��� ) 

�KBBAK ˆˆ = (από το ισοσκελές τρίγωνο �	
 )� 

Άρα η S� είναι παράλληλη προς την �Ñ 5 ηλαδή το þ είναι το μέσο της ÿK � 

 

Παρατήρηση 

Δεν είναι απαραίτητο (για την απόδειξη του δευτέρου ερωτήματος) να αποδείξουμε 

ότι το σημείο L ανήκει στην ίδια ευθεία με τα σημεία TNG ,, � 

Χρειάζεται όμως για να αποδείξουμε ότι και ��NMAT ,, συντρέχουν και να 

συμπεράνουμε ότι τα σημεία ο κύκλος �R,O(C είναι ο κύκλος Euler του τριγώνου 

ûüý � 

 


