
Σχήμα 4 

 

Επειδή είναι � 20A = o και A� ��P έχουμε ότι:  
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Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΑΔ είναι ίσα, αφού έχουν δύο πλευρές τους ίσες μία προς 

μία ( ),AB = EA BG = AD και τις περιεχόμενες γωνίες ίσες � )ˆˆ 80ABG = EAD = o . 

Επομένως , έχουμε: E� � 	
 � 	�, � 20AED = o . 
Επειδή το παραλληλόγραμμο ΒΑΕΖ έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες 
 )AE = AB ,
είναι ρόμβος, οπότε �� � ����� = ������ �� �������  !" #���$ $%�%&#�')* 
Επιπλέον, ισχύει: + + 80AEZ =B = o *  -�μένως / / / 80 20 60DEZ = AEZ-AED = - =o o o ,
οπότε το τρίγωνο ΕΔΖ είναι ισόπλευρο. 

Τότε είναι: 0 0 0 100 60 40BZD =BZE-DZE = - =o o o = �-2�# �-2 �� $%�%&#�') �������

3 )BZD ZB = AB = ZD προκύπτει ότι: 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

Πρόβλημα 1 

Για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό x να αποδείξετε ότι: 
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Για ποιες τιμές του x ισχύει η ισότητα; 

 

Λύση 

Επειδή είναι :x > θα είναι και ;9 3 1 0x x+ + > < οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ
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9 3 1 9 3 1 27 0.
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9 1 36 0 9 1 0, που ισχύει.
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Η ισότητα ισχύει όταν ? ? 1 1
9 1 0 , αφού 0.

9 3
x x x x- = Û = Û = >

Πρόβλημα 2 

Να υπολογιστούν οι ακέραιοι συντελεστές @ @a b g της εξίσωσης B 0x xa b g+ + = με 

Ca ¹ D Fν αυτή έχει ρίζες G H1 και .x x b= =
 

Λύση 

Αφού οι αριθμοί 1 και b είναι ρίζες της εξίσωσης, έχουμε: 

                                                         Ia b g+ + = J                                               (1) 

                                                      
K K 0.ab b g+ + = (2) 

Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε                 

L ) ( ) ( )( )2 1 1 0 1 0 1 ή 0.a b b b b ab a b b ab a b- + - = Û - + + = Û = + + =

Αν υποθέσουμε ότι είναι MNb = τότε O και 0a g a g+ = - + = D Fδύνατο. 

Άρα είναι Pb ¹ D QRότε θα είναι: 
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Επειδή aÎ¢ πρέπει: { }1
2,0
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b
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+
¢ T Uπομένως, έχουμε τις περιπτώσεις: 

· Vb = W XYότε έχουμε: Z και 0 0,a g g a g+ = = Û = = το οποίο απορρίπτεται 

αφού από την υπόθεση έχουμε [a ¹ \ 
· ]b = - W XYότε έχουμε ^ και 4 4 2, 4a g a g a g+ = + = - Û = - = \ Επομένως 

προκύπτει η τριάδα συντελεστών _ ) ( ), , 2, 2,4a b g = - - \ 
 

Πρόβλημα 3 

Να βρείτε όλες τις τιμές του πραγματικού αριθμού ` για τις οποίες αριθμητική τιμή 

του κλάσματος 
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είναι θετικός ακέραιος. 

 

Λύση 

Θέλουμε να βρούμε για ποιους θετικούς ακεραίους l defg hijk ως προς ` η εξίσωση   
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Αν ol = προκύπτει από την εξίσωση η λύση 
p
3

x = q  



�r sl ¹ t uότε η εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού και έχει λύση ως προς v t wν, και 

μόνον αν, η διακρίνουσά της είναι μη αρνητική. Έχουμε 

y ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 8 4 7 2 33 2 33 6l l l l l l lD = + + - = - + + = - + + - z 

Παρατηρούμε ότι για |l ³ και οι δύο παρενθέσεις είναι αρνητικές, οπότε }D < ~
Επομένως, αφού ο � ���w� ��u���� w���w���t �������� u�� �t ���uw� �u�� �l = � ��u� �
εξίσωση γίνεται � 2 6 0 1 7x x x+ - = Û = - ± ~ 

Άρα για 
�
3

x = το κλάσμα παίρνει την ακέραια τιμή 2 και για � �x = - ± �w����� u��

ακέραια τιμή 1. 

 

Πρόβλημα 4 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο �AB (με ��AGAB << � �  � �w¡¡��� ¢� κύκλο 

£R,O(C (με κέντρο ¤ και ακτίνα ¥ �� Ο κύκλος ¦AB,B(CB (με κέντρο § και 

ακτίνα ¨© �t τέμνει την ªA στο σημείο « και τον κύκλο £R,O(C στο σημείο ¬ ~
Ο κύκλος ­A,(C GGG (με κέντρο ® και ακτίνα ªA �t τέμνει την ¯A στο σημείο 

° και τον κύκλο £R,O(C στο σημείο ± ² ³´ ´ποδείξετε ότι το τετράπλευρο που 

ορίζουν τα σημεία  µMLK ,,, είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

Λύση 

Έστω ¶ το δεύτερο κοινό σημείο των κύκλων ·C και ¸C ¹ Θα αποδείξουμε ότι τα 

σημεία ºLT ,, είναι συνευθειακά. 

Οι χορδές »¼ και ½¾ του κύκλου ¿ είναι ίσες μεταξύ τους, διότι είναι ακτίνες του 

κύκλου ·C À ÁÂÃÄÅ ÁÆ ÅÇÇÅÇÈ´ÉÉÊËÅÌ ÍÎÄÁ ÏÐÏÑÁ ¿ Ò ÇÓËÔÅÌ ÂÁÕ Ö´ÔËÁÕË ÎÄ´
αντίστοιχα τόξα, θα είναι ίσες μεταξύ τους, δηλαδή  

× × × (1)ΒΓΑ= ΒΓΛ= Γ ¹ 
Η ØÙ είναι διάκεντρος των κύκλων ¸C και ÚC À ÁÂÃÄÅ Û´ ÅÔË´Æ ÉÅÎÁÏÜÛÅÄÝ ÄÝÌ

κοινής χορδής Þß και θα διχοτομεί τη γωνία àGA ˆ À áηλαδή 

â â â (2)ΒΓΑ= ΒΓΤ = Γ ¹ 
Άρα τα σημεία ºLT ,, είναι συνευθειακά. 

Σχήμα 5 

 

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα σημεία ãNT ,, είναι συνευθειακά. 



äå æçèéêëå ìíî είναι ισοσκελές ( ïðBA = ñò Άρα óTNTAM ˆˆ = ô õö÷øù øú
αντίστοιχα τόξα ûü και ýþ (του κύκλου ÿC ñ ùίναι ίσα μεταξύ τους.  

Από την ισότητα των τόξων M�AMAN += και ��TNMT += ô ö,õ��öøù� �
ισότητα των τόξων A� και T� ò .,ú øõ øùø,	ö
ù�,õ �
�� είναι ισοσκελές 

τραπέζιο με ��MN // � 
Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι το τετράπλευρο K��� είναι ισοσκελές 

τραπέζιο με ��KL // � Άρα ��MN // και κατά συνέπεια το ���� είναι 

τραπέζιο και η B� είναι κοινή μεσοκάθετη των παράλληλων πλευρών του. 

Τα τρίγωνα � ! και "#$ ù�%ú� �&úò .,ú øõ ���� είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

Πρόβλημα 1 

Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση 

2 22 5 2 5 1x x x x x- - - = ' 
 

Λύση 

Περιορισμός: ( )2 5 0 5 0 0 ή 5.x x x x x x- ³ Û - ³ Û £ ³ Η εξίσωση, για 

0 ή 5x x£ ³ )  είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
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Πρόβλημα 2 

Αν 5a b ακέραιοι και ο αριθμός 6 2a bA = + είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, να 

αποδείξετε ότι ο αριθμός 7a bB = + ισούται με το άθροισμα δύο τέλειων 

τετραγώνων ακεραίων αριθμών. 

 

Λύση 

Έστω ότι 8 82 ,xa bA = + = όπου xÎ¢ 9 :;<=
> >

.
2

x a
b

-
= Επειδή b Î¢ ? @CD@=E F

αριθμητής G Gx a- να είναι άρτιος ακέραιος, το οποίο συμβαίνει μόνον όταν  οι 

ακέραιοι HIJ xa είναι ή και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί. 

Έτσι έχουμε                                   
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