
ΘΕΜΑ 4

Δίνονται οι συναρτήσεις φ (χ) = 3χ2 , ι £ ΐ  και / (χ) = 3 χ 2 — 6χ + 8, χ £ ΐ .
α) Να ελέγξετε αν η συνάρτηση φ είναι άρτια ή περιττή και να σχεδιάσετε τη γραφική της
παράσταση.

(Μονάδες 4)
β) Να αποδείξετε ότι / (χ) = 3(χ  — 1 )2 + 5, χ £ ΐ .  Στη συνέχεια, με τη βοήθεια της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης φ, να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση / ,  
αιτιολογώντας την απάντησή σας.

(Μονάδες 4)
γ) Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της συνάρτησης / ,  να βρείτε:

ί. Τα διαστήματα στα οποία η /  είναι γνήσια μονότονη και τον άξονα συμμετρίας της 
συνάρτησης

(Μονάδες 6)

ίί. Το ολικό ακρότατο της /  και τη θέση του. Τ ι είδους ακρότατο είναι;
(Μονάδες 4)

ίίί. Το πλήθος των κοινών σημείων της γραφικής παράστασης της /  και της ευθείας με 
εξίσωση γ  = λ, λ Ε ΐ ,  για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού Λ.

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

α) Η συνάρτηση φ έχει πεδίο ορισμού το Μ , επομένως για κάθε χ Ε Μ το —χ  Ε Μ. 
Επιπλέον για κάθε χ Ε Μ ισχύει: φ ( —χ) = 3 ( — χ )2 = 3χ2 = φ (χ ).
Επομένως είναι άρτια συνάρτηση.

Η γραφική της παράσταση είναι η παρακάτω παραβολή.

β) Είναι:

/(χ) = 3χ2 — 6χ + 8 = 3 ^χ2 — 2χ + = 3 ^χ2 — 2χ + 1 + —̂  = (χ  — 1) 2 +

Επομένως

Η γραφική παράσταση της /  προκύπτει από δύο διαδοχικές μετατοπίσεις της γραφικής 
παράστασης της φ, μιας οριζόντιας κατά 1 μονάδα προς τα δεξιά και μιας κατακόρυφης 
κατά 5 μονάδες προς τα πάνω. Έτσι, είναι:

ΙΛ
 | 00



γ) Η κορυφή της παραβολής είναι το σημείο Α ( 1, 5 ). Ως εκ τούτου,
ί. Η συνάρτηση /  είναι γνησίως φθίνουσα στο (—°°, 1] και γνησίως αύξουσα στο [1, + °°). 

Ο άξονας συμμετρίας της γραφικής παράστασης της /  είναι η κατακόρυφη ευθεία 
που διέρχεται από την κορυφή της, δηλαδή η χ = 1 . 

ίί. Η συνάρτηση /  παρουσιάζει στη θέση χ 0 = 1, ολικό ελάχιστο το / (  1) = 5 . 
ίίί. Είναι:

> Αν λ > 5 η εξίσωση έχει 2 ρίζες
> Αν λ = 5 η εξίσωση έχει 1 ρίζα
> Αν λ < 5 η εξίσωση είναι αδύνατη



V

V -= *  -ί  >  5

5
V = 5

V 1— λ , \  <  5

X
1



ΘΕΜΑ 3

Δίνεται το σύστημα (Σ):
V = - χ +2 

1 .
V = -

α) Να λύσετε το σύστημα (Σ).

(Μονάδες 12)

β) Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά, σε κατάλληλο σχήμα, τις λύσεις του συστήματος (Σ) που 

βρήκατε στο ερώτημα α.

(Μονάδες 13)



ΛΥΣΗ

α) Το σύστημα (Σ) έχει νόημα για χ^ 0. Αντικαθιστώντας το γ από την πρώτη εξίσωση στη 

δεύτερη έχουμε:

- χ +2 = — ο  - χ 2+2χ = 1 ο  χ2 -  2 χ +1 = 0 ο  (χ -1  )2= 0ο  χ = 1. 
χ

Για χ =1 η πρώτη εξίσωση δίνει γ  = -  1 +2 ο  γ =1.

Συνεπώς το σύστημα έχει μοναδική λύση την (χ , γ  ) = ( 1,1).

1β) Η εξίσωση γ = - χ +2 παριστάνει μία ευθεία, ενώ η εξίσωση γ =— παριστάνει μίαχ

υπερβολή. Η λύση του συστήματος (χ , γ ) = ( 1,1) είναι οι συντεταγμένες του μοναδικού 

σημείου τομής τους, όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα.



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση:

/ (χ )  = ημαχ ■ [συν (^ — αχ) + 2] — συναχ · συν(π — αχ) — 1, με α ε ί .  

α)
ί. Να δείξετε ότι / (χ )  = 2 ■ ημαχ  για κάθε χ ε ί .

(Μονάδες 10)
ίί. Δίνεται επιπλέον ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης /  είναι αυτή που 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Να δείξετε ότι α = 2.

(Μονάδες 6)
β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της 
συνάρτησης /  με την ευθεία ε : γ  = 1 για χ ε  [0 ,π].

(Μονάδες 9)



α)
Λύση

ί. Ισχύει ότι συν — αχ) = ημαχ  και συν(π — αχ) = —συναχ. Άρα, ο τύπος της 

συνάρτησης γίνεται:
/ ( χ ) = ημαχ(ημαχ + 2) — συναχ(—συναχ) — 1 = 

ημ2αχ + 2ημαχ + συν2αχ — 1 =

1 + 2ημαχ — 1 = 2ημαχ.
2ηίί. Η ημαχ  έχει περίοδο Τ = —. Από τη γραφική παράσταση προκύπτει ότι η συνάρτηση

/  έχει περίοδο Τ = π. Άρα,
2π
—  = π ^  α = 2. 
α

β) Οι τετμημένες των κοινών σημείων της γραφικής παράστασης της /  με την ευθεία γ  = 1 

είναι οι λύσεις της εξίσωσης
1

2ημ2χ = 1 ^  ημ2χ = ^ ^  

π
ημ2χ = η μ —.

6
Οπότε,

ί π
2χ = — + 2κπ 

6
η

π
2χ = π — — + 2κπ 

6

Επειδή χ Ε [0, π] έχουμε ότι:

ί  π  χ = —  + κπ

η ,
5π

χ = —  + κπ 
12

π

κ ΕΈ.

0 < χ  < π ^  0 < —  + κπ < π ^

1 1 1 11 κεέ
■— < κ < 1 — —  &  —— < κ <  —  => ά = 0 
12 12 12 12

και
5π

0 < χ < π ^  0 < —  + κπ < π ^

5 5 5 7 κεέ
— —  < κ < 1 — —  <^—— < κ <  —  = >  ά = 0. 

12 12 12 12
,. π , 5πΆρα, χ  = — και ή χ  = — 
^ ' 12 1 12



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση / (χ )  = χ 6 — 3χ2 + 2. 
α) Να αποδείξετε ότι η /  είναι άρτια.

(Μονάδες 5)
β) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης /  με τον άξονα χ'χ.

(Μονάδες 10)
γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της /  για χ  < 0. Να συμπληρώσετε τη 
γραφική παράσταση της συνάρτησης /  για χ > 0.

(Μονάδες 4)
δ) Με βάση τη γραφική παράσταση της συνάρτησης / ,  να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα 
οποία η /  είναι γνησίως αύξουσα και τα διαστήματα στα οποία η /  είναι γνησίως φθίνουσα.

(Μονάδες 6)



α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης /  είναι το Μ, οπότε αν χ  Ε Μ τότε και — χ  Ε Μ.
Επίσης είναι: / ( —χ) = ( —χ )6 — 3 (—χ )2 + 2 = χ 6 — 3χ2 + 2 = / (χ ) .
Άρα, η /  είναι άρτια.
β) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης /  με τον 
άξονα χ'χ είναι οι λύσεις της εξίσωσης: / (χ )  = 0 ^  χ 6 — 3χ2 + 2 = 0.
Θέτουμε χ 2 = γ  και η εξίσωση γίνεται

^3 — 3;γ + 2 = 0 (1 ).

Λύση

Οι πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης (1) είναι οι διαιρέτες του 2, δηλαδή οι ±1, ±2. Για 
ρ  = 1, κάνοντας τη διαίρεση με τη βοήθεια του σχήματος Ηθγπθγ, έχουμε:

1 0 —3 2 Ρ = 1
1 1 —2

1 1 —2 0
Οπότε, το 1 είναι ρίζα και η εξίσωση (1) γίνεται:

( ;γ — 1) ( ;γ2 +;γ — 2) = 0 ^
;γ — 1 = 0 ^  ;γ = 1 ή ;γ2 + ;γ — 2 = 0.

Η εξίσωση ;γ2 + γ  — 2 = 0 έχει ρίζες τις = —2 και ;γ2 = 1.
Οπότε, χ 2 = —2, αδύνατη ή χ 2 = 1 ^ χ  = 1 ή χ = —1.
Άρα τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης /  με τον άξονα χ'χ είναι: 
Λ (—1,0) και 5 (1 ,0 ).
γ) Επειδή η /  είναι άρτια, η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς τον άξονα ;γ';γ, 
οπότε έχει την ακόλουθη μορφή:

δ) Από τη γραφική παράσταση προκύπτει ότι η /  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα 
διαστήματα ( —̂ ,—1] και [0,1] και γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα 
[—1,0] και [1, + ^ ).



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση / ( χ~) = α ·η μ β χ ,  με α , β  ακέραιους θετικούς αριθμούς. 

α) Να βρείτε την τιμή του α , αν η μέγιστη τιμή της συνάρτησης είναι 2 .
(Μονάδες 6)

β) Αν α  = 2 , να δείξετε ότι η μικρότερη τιμή του β  για την οποία είναι / ί ~ \  = 2 είναι

β  = 8.
(Μονάδες 10)

γ) Αν α 2 και β  = 8 , να λύσετε την εξίσωση / ( χ) = 1 στο διάστημα 0,
π
2

(Μονάδες 9)



ΛΥΣΗ

α) Για την συνάρτηση / ( χ) = α  · ημβχ  με α  θετικό ακέραιο μέγιστη τιμή είναι το α , άρα

α = 2 .
Εναλλακτικά έχουμε ότι η μέγιστη τιμή του ημβχ  είναι 1, άρα αν α η μ β χ  = 2 , πρέπει

α  = 2

β) Η συνάρτηση από το α) ερώτημα είναι / ( χ) = 2 · ημβχ  , άρα

/ 1 — | = 2 ο  2ημ—  = 2 ο  η μ β π  = 1. 
11 6 ) 16 16

Λύνουμε την εξίσωση
β π  Λ β π  π  β π  „ π  , β π  „ πη μ —— = 1 ο η μ - — = η μ - ο - — = 2κπ + —, με κ ε  Ζ  (η λύση - — = 2κπ + π ----
16 16 2 16 2 16 2

ταυτίζεται με την προηγούμενη).

Απλοποιώντας το π  έχουμε β  = 2κ + —, η μικρότερη θετική τιμή του β  που ζητάμε θα
16 2

είναι όταν ο κ ,  ως ακέραιος, γίνει ίσος με 0 (για αρνητικές τιμές του κ  το β  γίνεται

αρνητικό). Οπότε β  = 2κ + — ο β  = — ο  β  = 8 .
16 2 16 2

γ) Η εξίσωση /  ( χ) = 1 από τα προηγούμενα ερωτήματα είναι:

1 π2 ·ημ8χ = 1 θ η μ 8 χ  = — θ η μ 8 χ  = η μ — 0 <
2 6

„ π8χ = 2κπ Λ—  
6 ο {

„ π8χ = 2κπ Λ π ----
6

κπ πχ =-----1----
4 48

κπ  5πχ = -----1----
4 48

, με κ ε  Ζ

Αφού πρέπει χ ε
ο  π

λύνουμε τις παρακάτω δύο ανισώσεις:

0 < κπ ο  0 <ί' κ 1 Λ π κ 1 1 1 κ 1 1Λ---- < — Λ---- ο  0 < — +— < -  ο - ----< — < — -----ο
4

π
48

π
2 1,4 48 ,

π<1 2 4 48 2 48 4 2 48

1 κ 23 4 4 · 23 1 23
— < — < — ο ---- < κ < ο  -— <κ<  — .
48 4 48 48 48 12 12

πΑφού κ ε  Ζ , είναι κ  = 0 ή κ = 1 δηλαδή δεκτές είναι οι γωνίες χ = —  ταά ή
48

π  π  13 πχ = — ι----= ----- ταα .
4 48 48



κπ 5π π 0 ( κ  5 ^ π κ 5 1 5 κ 1 5ΐΐ) 0 + < < + π  < «■ 0 < + — < — < < -
4 48 2 4*. 4̂ 00 2 4 48 2 48 4 2 48

5 κ 19 4 · 5 4 ·19 5 19
— < < « ·  - < κ < ^  - <κ< --  .

48 4 48 48 48 12 12
5πΑφού κ ε  Ζ ,  είναι κ  = 0 ή κ = 1 δηλαδή δεκτές είναι οι γωνίες χ = ταά ή
48

π  5π 17π χ = + = ταα .
4 48 48

1 πΕναλλακτικά, όπως στην προηγούμενη λύση, έχουμε ημ8χ = . Επειδή 0 < χ < —, θα είναι

0 < 8χ < 4π . Οι αριθμοί των οποίων το ημίτονο είναι ίσο με 2  στο διάστημα αυτό είναι οι:

π  π  π  π, π -  ,2 π  + ,3 π -  , όπως προκύπτει από την παρακάτω γραφική παράσταση της
6 6 6 6

συνάρτησης ημω .

Άρα:



8χ

8χ

8χ

8χ

π  π= — ο  χ = —  
6 48

π
= π ----ο  χ =

6

= 2π π+ — ο  χ
6

= 3π π—  ο  χ
6

5π 
48 
13π 

" 48 
17π 

" 48 '



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το πολυώνυμο Ρ ( χ) = χ3 - χ2 - 2χ . 

α) Να λύσετε την εξίσωση Ρ (χ ) = 0.

β) Να λύσετε την εξίσωση 1η3 χ -  1η2 χ -  21η χ = 0. 

γ) Να λύσετε την ανίσωση 1η3 χ -  1η2 χ -  21η χ > 0.

(Μονάδες 7)

(Μονάδες 8)

(Μονάδες 10)



ΛΥΣΗ

α) Έχουμε Ρ (χ ) = 0 ο  χ3 - χ2 - 2χ = 0Ο  χ (χ 2 - χ - 2) = 0 . Οπότε χ = 0 ή χ2 -  χ -  2 = 0 που 

έχει Δ = 9 και ρίζες χ = -1 και χ = 2 . Τελικά ρίζες της εξίσωσης Ρ (χ) = 0 είναι οι χ = 0 ,

χ = -1 και χ = 2 .
β) Για να ορίζεται η εξίσωση, πρέπει χ > 0 . Θέτουμε 1ηχ  = ω και η εξίσωση γίνεται

Ρ (ω) = 0 .

Από το α) ερώτημα έχουμε τις ρίζες ω = 0 , ω = - 1, ω = 2 . Οπότε προκύπτουν τρείς 
εξισώσεις:

ί) 1η χ = 0 Ο  1η χ = 1η1 Ο  χ = 1 δεκτή.

ίί) 1η χ = -1 Ο  1η χ = 1η β 1 Ο  χ = β 1 δεκτή. 

ίίί) 1ηχ = 2 Ο  1ηχ = 1ηβ2 Ο  χ = β2 δεκτή.

γ) Η ανίσωση χ3 -  χ2 -  2χ > 0 Ο  Ρ (χ)>  0 Ο  χ (χ2 -  χ -  2) > 0 αληθεύει για

χ £ (-ι>ο) ο>( 2, +<»), όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.

X -οο 2 + 00

χ 2 χ  -  2 +  < > _ -  < )  +

X — -  (  ̂ Η “ +

ί \ χ ) -  < > +  *
5  _  (

> +

Οπότε για την ανίσωση ( 1η χ Ρ  (ΐη χ  )>  0 , προκύπτει ότι

1η χ £ ( - ι ο )  ̂ (  2, +®). Λύνουμε τις δύο ανισώσεις:

_ /  ι
ΐ) -1<1ηχ<0<=>1η£ '<1ηχ<1η1<ίϊ> —<χ<1

β

ίί) 2<1ηχ<ίί>1η£2 <1ηχ<ίί>£2 < χ . 

Τελικά χ £ | -1 , !  ]^ (β2, +®) .



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση /  (χ) = χ 2 + 1
χ

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.
(Μονάδες 5)

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας το 0 (0 ,0 ) .

(Μονάδες 6)

γ) Να υπολογίσετε την παράσταση /  (1η 2) + /  (1η1 ) .

δ) Να αποδείξετε ότι / (η μ θ )  + /(τ]μ(π + θ)) = 0,γ\.α κάθε
(Μονάδες 7)

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

α) Η συνάρτηση /  ορίζεται για κάθε πραγματική τιμή του χ για την οποία ισχύει χ  ̂0 . 

Συνεπώς το πεδίο ορισμού της /  είναι το Α  = (—® ,0 )^  ( 0, +®). 

β) Για κάθε χ ε Α  και —χ ε Α . Επίσης,

/  (—χ) = ( Χ ) + 1 = — ———— = —/  (χ) ,  για κάθε χ ε Α ,  που σημαίνει ότι η συνάρτηση /
—χ χ

είναι περιττή, δηλαδή η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας το 0 (0 ,0 ) . 

γ) Είναι 1η— = 1η 1 — 1η2 = — 1η2 και αφού /  περιττή είναι / (1η—) = / (— 1η2) = —/ (1η2),

δηλαδή /  (1η2) + /  (1η—) = 0.

δ) Για κάθε θ& Μ. είναι ημ(π + θ) = -η μ θ  και αφού /  περιττή είναι

/  η μ (π + θ)) = /  (—ημθ ) = —/  (ημθ) , δηλαδή /  (ημθ) + /  (ημ(π  + θ)) = 0 .



ΘΕΜΑ 4

Θεωρούμε μια συνάρτηση ϊ  με πεδίο ορισμού το διάστημα [ - 3,3] .  Η συνάρτηση ϊ  είναι 

άρτια, γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [ - 3,0] και γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0,3] .  

α) Να αποδείξετε ότι ϊ (—1) < ϊ  (2 ).

β) Να αποδείξετε ότι ϊ (3) > ϊ (χ) > ϊ (0) για κάθε χ ε [ —3,3].
(Μονάδες 6)

(Μονάδες 7)
γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ϊ  παρουσιάζει ελάχιστο και μέγιστο και να βρείτε τις 

θέσεις μεγίστου και ελαχίστου.
(Μονάδες 6)

δ) Παρακάτω δίνονται 4 τύποι, από τους οποίους ένας μόνο μπορεί να είναι ο τύπος της 
συνάρτησης ϊ  . Να επιλέξετε το σωστό τύπο αιτιολογώντας την απάντησή σας.

α. ϊ  (χ) = >/ 9 — χ2 β. ϊ  (χ) = —V 9 — χ2 γ. ϊ  (χ) = V χ2 — 9 δ. ϊ  (χ) = —V χ2 — 9

(Μονάδες 6)



ΛΥΣΗ

α) Αφού —2 < —1 και ϊ  γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [-3 ,0] είναι ϊ  (—2) > ϊ  (—1) - 

Επίσης ϊ  άρτια οπότε ϊ (—2) = ϊ (2 ). Συνεπώς ϊ (—1) < ϊ (2) -

β) Η συνάρτηση ϊ  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0 ,3 ], οπότε ϊ (3) > ϊ (χ) > ϊ (0) 

για κάθε χ ε  [0,3].

Η συνάρτηση ϊ  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [—3 ,0 ], οπότε ϊ (—3) > ϊ (χ) > ϊ (0) 

για κάθε χ ε  [0,3].

Επίσης ϊ  άρτια οπότε ϊ (—3) = ϊ (3 ).

Συνεπώς ϊ (3) > ϊ (χ) > ϊ (0) για κάθε χ ε  [—3,3].

γ) Αφού ϊ  (χ) > ϊ  (0) για κάθε χ ε [—3,3 ], συμπεραίνουμε ότι η ϊ  παρουσιάζει ελάχιστο 

στο 0, που είναι και η μοναδική θέση ελαχίστου, αφού λόγω μονοτονίας ϊ (χ) > ϊ (0) για 

κάθε χ ε  [—3,0) ̂  (0 ,3 ].

Αφού ϊ  (χ) < ϊ  (3) για κάθε χ ε [—3,3], συμπεραίνουμε ότι η ϊ  παρουσιάζει μέγιστο στο 3,

όπως και στο -3 αφού ϊ (—3) = ϊ (3 ), που είναι και οι μοναδικές θέσεις μεγίστου, αφού

λόγω μονοτονίας ϊ  (χ) < ϊ  (3) για κάθε χ ε  (—3,3).

δ) Από τους 4 τύπους μόνο ο α. και ο β. έχουν πεδίο ορισμού το [—3,3] -

Επίσης για τον τύπο α. ισχύει ϊ (0) > ϊ (3) οπότε δεν μπορεί να αντιστοιχεί στη συνάρτηση

του προβλήματος. Συνεπώς ο σωστός τύπος είναι ο β. ϊ  (χ) = —V 9 — χ2 .

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της ϊ  (χ) = —/ 9 — χ2 .



ΘΕΜΑ 4

4Στο παρακάτω σχήμα δίνεται μια γωνία θ = ΑΟΜ  με ημθ = , της οποίας η τελική πλευρά

τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο Μ και την ευθεία χ = 1 στο σημείο Κ  . 
α) Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς συνθ,εφθ,σφθ .

(Μονάδες 8)
β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Μ και Κ  .

(Μονάδες 6)
3γ) Έστω μια γωνία φ ε [0 ,2π] για την οποία ισχύει ημφ = — και συνφ < 0 .

ί. Να αιτιολογήσετε γιατί η γωνία φ έχει την τελική πλευρά της στο 2ο τεταρτημόριο.

(Μονάδες 5)
ίί. Να αιτιολογήσετε γιατί θ <φ .

(Μονάδες 6)



ΛΥΣΗ
~ 4α) Για τη γωνία θ = ΑΟΜ  γνωρίζουμε ότι — < θ < π  και ημθ = — . Από τη τριγωνομετρική 

ταυτότητα ημ2θ  + σ υ ν 2θ  = 1 έχουμε ότι:

4
V 5 γ

+ σ υ ν 2θ = 1 ο 16 + σ υ ν 2θ = 1 ο  σ υ ν 2θ = 1 - 16 ο  σ υ ν 2θ = —  
25 25 25

π  3Όμως — < θ < π  οπότε σ υ ν θ  < 0 και επομένως συνθ  = - —.

4
, ημθ ^ 4 1 1 3Επίσης εφθ =------ = -Ατ = —  και τέλος σφθ =----- = —-τ = —  .

συνθ  3  3 εφθ 4 4
5 3

β) Γενικά, για τα σημεία Μ και Κ  που η τελική πλευρά μιας γωνίας θ τέμνει τον 
τριγωνομετρικό κύκλο και την ευθεία χ = 1 αντίστοιχα, ισχύει ότι Μ(συνθ,ημθ)  και

3 4 4Κ(1,εφθ) . Συνεπώς Μ (-  — και  Κ (1 ,- —) . 

γ)
3ί. Είναι ημφ = — > 0 και συνφ < 0 , οπότε η τελική πλευρά της γωνίας φ είναι στο 2ο

τεταρτημόριο.
3 4ίί. Είναι ^ < — , δηλαδή η μ θ > η μ φ . Όμως η συνάρτηση ημχ  είναι γνησίως φθίνουσα

πστο [—,π] ,  οπότε για να είναι ημθ>ημφ  θα πρέπει θ < φ .

3Εναλλακτικά, βρίσκουμε το σημείο Ν του κύκλου με τεταγμένη ημφ = — και τετμημένη

συνφ < 0 και διαπιστώνουμε το σημείο Ν είναι πιο αριστερά και κάτω από το σημείο Μ 

δηλαδή ΑΟ Μ < ΑΟ Ν οπότε θ <φ .





ΘΕΜΑ 4

πχ  - 
ν Τ " ε ·

Δίνεται η συνάρτηση /  (χ) = 1 + 2ημ 

α) Να βρείτε την περίοδο της συνάρτησης /  .

β) Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης /  .

(Μονάδες 5)

(Μονάδες 6)
γ) Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων στα οποία η γραφική παράσταση της /  τέμνει τον 

άξονα χΧ .

δ) Να αποδείξετε ότι (/(χ ) - 1)2 + (/ ( I  -  χ) - 1)2 =4, για κάθε χ  £ Μ.

(Μονάδες 7)

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

2πα) Η περίοδος της συνάρτησης /  είναι Τ = —̂·  = 4 .

β) Για κάθε χ £ Μ είναι

[  π χ λ _ _ [ πχ  λ „ , , , , , , ,—  < 1 οποτε -2 < 2ημ —  | < 2 οποτε —2 + 1 < 1 + 2ημ
V 2 ) V 2 )

πχ—  < 2 +1 και τελικά
V 2 )

-1 < /  (χ) < 3.

πΕπίσης / (1) = 1 + 2ημ — 1 = 3 και / (3) = 1 + 2ημ
V 2 )

3π
V 2  ̂ 1.

Συνεπώς η μέγιστη τιμή της /  είναι το 3 και η ελάχιστη το -1.

γ) Οι τετμημένες των σημείων στα οποία η γραφική παράσταση της /  τέμνει τον άξονα χχ' 

είναι οι λύσεις της εξίσωσης / (χ) = 0 . Είναι

/  (χ) = 0 1+ 2η μ [ π  ] = 0 ό  η μ [ π  I = - 1  Ό  η μ [ π  1 = η μ [ - π ) Ό

>, ί ε Ζ

πχ  „ [—  = 2κπ + \ - π 1 πχ π= 2 κ π ---- X = 2 κ - 1 X

-ι 11!*̂ι-II

2 V 6 ) 2 6 2 6 3
Ί η' • Ό  · η' ·Ό · η' ·Ό · η'

πχ  [ πλ πχ _ 7π χ „ 7 Λ 7—  = 2κπ + π  - 1—  1 =2 κ π +---- —— 2κ +— X = 4^ + —
. 2 V. 6 Λ . 2 6 ] 2 6 ] - 3 ]

οπότε οι ζητούμενες τετμημένες είναι όλοι οι πραγματικοί αριθμοί της μορφής χ = 4κ — — ή

χ = Ακ + — .όπου κ<=Έ,. 
3

δ) Για κάθε χ £ Μ είναι

/  (1 — χ) = 1 + 2ημ π(1—χ) 
2

= 1 + 2ημ
π - π  χ  λ , „ [  π πχ  λ „ „ [πI = 1 + 2ημ ----- 1 = 1 + 2συν

2 ) V 2 2 ) V

[  [ π  λ  λ 2 [  [ π χ λ λ+ 1V  V  2 )  ) V  V  2 ) )

πχ οποτε

4ημ2 ]  + 4 σ υ ν 2 [ π λ  = 4(ημ2 |  + σ υ ν ζ \ π  |) = 4 · 1 = 42 1 πχ  λ 2 [  πχ  λ
' τ ΐ

δηλαδή ( / ( χ ) - ΐ ) 2 + ( / ( ! - χ ) - ΐ ) 2 = 4, για κάθε χ £ Μ.

2

2



ΘΕΜΑ 4

Στο σχήμα φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεις Γ(χ) = νχ + 3 και 

8(χ) = 3χ -  1.

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και τη μονοτονία των συναρτήσεων ί, §.

β) Να λύσετε την εξίσωση Γ(χ) = §(χ ).

(Μονάδες 4)

(Μονάδες 6)

γ)

ί. Να λύσετε γραφικά την ανίσωση ί(χ ) < § (χ ). (Μονάδες 7)
ίί. Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το αποτέλεσμα του ί ερωτήματος. (Μονάδες 8)



ΛΥΣΗ

α) Η συνάρτηση ί  ορίζεται μόνο για χ + 3 > 0 , δηλαδή για χ > - 3 .

Άρα, το πεδίο ορισμού της ί  είναι: Α̂  = [- 3 , + ^ ).

Σύμφωνα με το σχήμα η ί  είναι γνησίως αύξουσα στο [- 3 , + ^ ).

Η συνάρτηση § παριστάνει ευθεία για κάθε πραγματική τιμή του χ και είναι γνησίως 

αύξουσα στο Μ, εφόσον είναι της μορφής γ = αχ + β με α > 0.

β) Οι ρίζες της εξίσωσης Γ(χ) = §(χ ) ^  νχ + 3 = 3χ — 1 είναι οι τετμημένες των κοινών 
σημείων των ^  και ^  που ανήκουν στο σύνολο Α=Α  ̂Ί  Α§ = [—3, + ^ ).

Από το σχήμα παρατηρούμε πως οι γραφικές παραστάσεις τέμνονται στο σημείο (1,2), 
δηλαδή στο σημείο με τετμημένη χ=1 και 1εΑ.

Άρα, η εξίσωση έχει μοναδική λύση χ=1.

β) Εναλλακτική λύση :

Οι ρίζες της εξίσωσης Γ(χ) = §(χ ) προκύπτουν από τις λύσεις της παρακάτω εξίσωσης

νχ + 3 = 3χ — 1.

1Η εξίσωση ορίζεται για χ > —3 και 3χ — 1 > 0 ^ χ > - .

νχ + 3 = 3χ — 1 υψώνουμε και τα δυο μέλη στο τετράγωνο

νχ + 32 = (3χ — 1 )2 ^  χ + 3 = 9χ2 — 6χ + 1 ^  9χ2 — 7χ — 2 = 0. .

2Οι ρίζες του τριωνύμου είναι 1 και —-. Από τις ρίζες αυτές διαπιστώνουμε με επαλήθευση 

ότι μόνο η χ=1 είναι δεκτή.

Άρα, μοναδική λύση της εξίσωσης Γ(χ) = §(χ) είναι η χ=1.

γ) ί. Η ανίσωση Γ(χ) < §(χ ) λύνεται γραφικά με το να βρούμε τις τετμημένες, δηλαδή τα χ, 
όπου η ^  είναι κάτω από ^ .

Από το σχήμα προκύπτει πως αυτό συμβαίνει για χε(1, + ^ ). 

ίί. Αλγεβρικά η ανίσωση λύνεται:



Για 3 χ - 1 > 0 ^ χ > -  και χ > - 3 , εχουμε
______  ______2

ί(χ ) < §(χ ) ^  νχ + 3 < 3χ -  1 ^  νχ + 3 < (3χ — 1 )2 ^  

χ + 3 < 9χ2 -  6χ + 1 ^

9χ2 — 7χ — 2 > 0 τότε
2χ ε ( - ^ , - -  )υ (1 ,+ μ ) .

Σύμφωνα με τους περιορισμούς η ανίσωση αληθεύει για χε(1, + ^ ).

1Για 3 χ - 1 < 0 ^ χ < -  και χ > - 3 , έχουμε νχ + 3 < 3χ -  1 αδύνατη.

1



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = ημ| ~ _ χ  ] + ημ(ττ + χ), χ ε

α) Να αποδείξετε ότι ί(χ) = συνχ - ημχ .

(Μονάδες 6)
β) Να αποδείξετε ότι —2 < ί(χ) < 2 . Κατόπιν να εξετάσετε αν ο αριθμός 2 είναι η μέγιστη τιμή 

της συνάρτησης.
(Μονάδες 10)

γ) Να βρείτε:

ί. Το σημείο τομής της γραφικής παράστασης ^της ί  με τον άξονα γ'γ .

(Μονάδες 3)

ίί. Δυο σημεία τομής της ^  με τον χ'χ .

(Μονάδες 6)



ΛΥΣΗ

α) Επειδή ημ συνχ και ημ(π + χ) = -ημχ, έχουμε: ί(χ) = συνχ-ημχ, χ ε Κ .

β) Για κάθε χ ε ί ,  έχουμε:
1 < συνχ< 1, (1) και -1  < ημχ< 1 ̂ - 1  < -ημ χ< 1 , (2)

Με πρόσθεση των (1) και (2) προκύπτει ότι: -2  < συνx -  ημχ < 2 , δηλαδή -2  < Γ(χ) < 2 , που 

είναι το ζητούμενο.

Αν υποθέσουμε ότι ο αριθμός 2 είναι η μέγιστη τιμή της ί, τότε για κάποιο χ0 ε !  ισχύει 

συνχ0 = 1και ημχ0 = - 1 , οπότε ημ2χ0 + συν2χ0 = 1 +1 = 2, που είναι άτοπο. Άρα ο αριθμός 2 

δεν είναι η μέγιστη τιμή της ί.

γ) ί. Με χ = 0 έχουμε: ί(0) = συν0- ημ0 = 1 - 0  = 1, οπότε η ^  τέμνει τον άξονα γ'γ στο 

σημείο (0 ,1 ).

ίί. Με γ = 0 δηλαδή Γ(χ) = 0 έχουμε: συνx -  ημχ = 0 ^  συνx = ημχ. Μια προφανής λύση 

της εξίσωσης είναι ο αριθμός — και επειδή συν = -συν— = -η μ — = ημ ,
4 4 4

μια άλλη λύση της είναι ο αριθμός π Η—  = —
4 4

Άρα δυο κοινά σημεία της ^  με τον χ'χ είναι τα



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = 2συνχ, χ ε Μ.

α) Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της.
(Μονάδες 8)

β) Να βρείτε δυο κοινά σημεία της γραφικής παράστασης ^  της ί  με την ευθεία γ = 1.

(Μονάδες 5)

(Μονάδες 6)
δ) Να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση, στο διάστημα [0, 2π].

(Μονάδες 6)



ΛΥΣΗ

α) Η συνάρτηση είναι της μορφής ί(χ) = ρσυνχ, ρ > 0 με ρ = 2 , οπότε η ελάχιστη τιμή της είναι 

ίση με -2  και η μέγιστη τιμή της είναι ίση με 2 .

β) Οι τετμημένες των κοινών σημείων της ^  με την ευθεία γ = 1 προκύπτουν από τη λύση

1της εξίσωσης ί(χ) = 1 που είναι ισοδύναμη με την συνx = . Μια προφανής λύση της είναι η
2

χ = — και επειδή οι αντίθετες γωνίες έχουν ίδιο συνημίτονο, μια άλλη λύση είναι η χ = -  —. 
3 3

Άρα, δυο κοινά σημεία της ^  με την ευθεία γ = 1 είναι τα ^-π , 1 ) , π̂ , 1 ̂  .

π 2π , ,γ) Οι αριθμοί —, —  περιέχονται στο πρώτο τεταρτημόριο όπου η συνάρτηση συνημίτονο,
3 5

2π π π , 2π πείναι γνησίως φθίνουσα. Επιπλέον -  = > 0 , οπότε > και λόγω της μονοτονίας
5 3 15 5 3

του συνημιτόνου παίρνουμε συνί π  | > συνί 2^ | , οπότε 2συνί π  | > 2συνί 2^ | , δηλαδή

) > '  1 τ
δ) Με τη βοήθεια του παρακάτω πίνακα προκύπτει η γραφική παράσταση της ί  όπως 
φαίνεται στο σχήμα.

X 0
π
2 π

3π
2 2π

2συνχ 2 0 -2 0 2



ΘΕΜΑ 4

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική 
παράσταση μιας συνάρτησης ί  που 
είναι της μορφής

ί(χ) = ρημ(αχ), χ ε Κ  και α, ρ > 0

α) Να βρείτε, με βάση το σχήμα, την 
περίοδό της, την μέγιστη και την 
ελάχιστη τιμή της.

(Μονάδες 6 )
β) Με βάση τις απαντήσεις στο προηγούμενο ερώτημα, να βρείτε τους αριθμούς α και ρ.

(Μονάδες 6 )

Έστω ρ = 3 και α = 2 . Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση §(χ) = χ4 - 2χ2 + 5, χ ε ί .  

γ) Να αποδείξετε ότι η ελάχιστη τιμή της είναι ίση με 4.
(Μονάδες 7)

δ) Να αιτιολογήσετε γιατί οι γραφικές παραστάσεις των ί, § δεν έχουν κοινό σημείο.
(Μονάδες 6 )



ΛΥΣΗ

α)Από το σχήμα είναι φανερό ότι η γραφική της παράσταση προκύπτει από επανάληψη του 
τμήματος της που αντιστοιχεί στο διάστημα [0, π ], οπότε η περίοδος της ί  είναι Τ = π . 

Επιπλέον οι τεταγμένες των σημείων της γραφικής της παράστασης περιέχονται στο 
διάστημα [-3, 3], οπότε η ελάχιστη τιμή της είναι ίση με -3 και η μέγιστη είναι ίση με 3.

β) Η συνάρτηση είναι της μορφής ί(χ) = ρημ(αχ)με α, ρ > 0 , οπότε έχει περίοδο Τ 2 π
α

ελάχιστη τιμή -ρ και μέγιστη ίση με ρ. Έτσι, έχουμε —  = π , οπότε α = 2 και ρ = 3.
α

γ) Είναι: §(χ) = χ4 - 2χ2 + 5 = (χ2 - 1)2 + 4 >4 και η ισότητα §(χ) = 4 ισχύει όταν χ2 = 1 δηλαδή 

όταν χ = - 1  ή χ = 1 . Άρα ο αριθμός 4 είναι η ελάχιστη τιμή της ί.
δ) Επειδή για κάθε χ ε  Μ ισχύει ί(χ) <3 και §(χ) > 4 , η εξίσωση ί(χ)=§(χ) είναι αδύνατη. Άρα 

οι γραφικές παραστάσεις των ί, § δεν έχουν κοινό σημείο.



ΘΕΜΑ 4

Θεωρούμε το πολυώνυμο Ρ(χ) = 2χ4 -  5χ3 + 4χ2 -  5χ + 2 . 

α) Να αποδείξετε ότι:
ί. Ο αριθμός 0 δεν είναι ρίζα του.

1ίί. Αν ο αριθμός ρ είναι ρίζα του, τότε και ο αριθμός — είναι επίσης ρίζα του.
ρ

β) Να βρείτε ένα θετικό ακέραιο αριθμό που να είναι ρίζα του. 

γ) Να λύσετε την εξίσωση Ρ(χ) = 0 .

(Μονάδες 8 ) 

(Μονάδες 5)

δ) Να λύσετε την ανίσωση Ρ(χ) < 0 .
(Μονάδες 7)

(Μονάδες 5)



ΛΥΣΗ

α) ί. Επειδή Ρ(0) = 2 φ 0 , το πολυώνυμο δεν έχει λύση τον αριθμό 0.

ίί. Αν ο αριθμός ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου, τότε ισχύει Ρ(ρ) = 0 δηλαδή

2ρ4 -  5ρ3 + 4ρ2 -  5ρ + 2 = 0 , (1).

1Γ ια να αποδείξουμε ότι ο αριθμός — είναι επίσης ρίζα του, αρκεί να δείξουμε ότι Ρ
ρ

ί 11I ρ)= 0 .

Πραγματικά, είναι:

ί  1 1 2 5 4 5 1— = Λ  4 -  Τ  + _ 7 —  + 2 =
1 ρ) ρ4 ρ ρ ρ ρ4 (2 -  5ρ + 4ρ2 -  5ρ3 + 2ρ4) = 0

λόγω της (1 ).
β) Επειδή οι μοναδικοί θετικοί ακέραιοι αριθμοί που μπορεί να είναι ρίζες του είναι οι θετικοί 
διαιρέτες του 2 , με χ = 2  έχουμε:

Ρ(2) = 2 · 16 -  5 · 8  + 4 · 4 -  5 · 2 + 2 = 50 -  50 = 0

οπότε ο αριθμός 2 είναι θετική ακέραια ρίζα του πολυωνύμου.
γ) Η εξίσωση Ρ(χ) = 0 έχει ρίζα τον αριθμό 2 και λόγω του ερωτήματος α) έχει ρίζα

Λ , 1και τον αριθμό — .
2

Έτσι, με τη βοήθεια του σχήματος 
Ηθγπθγ έχουμε:

Ρ(χ) = (χ -  2)(2χ3 -  χ2 + 2χ -1 ) 

και αν επαναλάβουμε τη διαδικασία για το

πολυώνυμο 2χ3 χ2 + 2 χ - 1  με το 1
2

ΓΜ -5 4 -5 ΓΜ ΓΜ

4 ΓΜ1 4 ΓΜ1

ΓΜ - 1

ΓΜ - 1 0

2 - 1 2 - 1 1

2

1 0 1

2 0 2 0

συμπεραίνουμε ότι

Ρ(χ) = (χ -  2) ί  χ - 1 1 (2χ2 + 2) = (χ -  2)(2χ -  1)(χ2 +1)

οπότε

Ρ(χ) = 0 ο ·χ  = 2 ήx 1

2 .

δ) Επειδή για κάθε χεΜ ισχύει χ2 + 1> 0 , το πρόσημο του πολυωνύμου είναι ίδιο με το 
πρόσημο του τριωνύμου (χ -  2 )(2χ - 1 ). Έτσι έχουμε τον παρακάτω πίνακα προσήμων.



X 1 ,,—μ — 2 +μ 
2

(χ -  2 )(2 χ - 1 ) +ο1ο+

Από τον πίνακα προκύπτει ότι λύση της ανίσωσης Ρ(χ) < 0 είναι κάθε αριθμός του 

διαστήματος | —, 2



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση / (χ )  = Ιο@(10χ — 1).
α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το διάστημα (0 , + ^ ).

(Μονάδες 5)
β) Να βρείτε το διάστημα στο οποίο η γραφική παράσταση της συνάρτησης /  βρίσκεται πάνω

από τον άξονα χ 'χ .

γ) Να αποδείξετε ότι / ( χ )  + χ = 1ο@(102χ — 10*), χ > 0.

(Μονάδες 7)

(Μονάδες 7)

δ) Να βρείτε τις συντεταγμένες του μοναδικού κοινού σημείου της γραφικής παράστασης της
/  και της ευθείας γ =  — χ.

(Μονάδες 6 )



ΛΥΣΗ

α) Καθώς υπάρχουν λογάριθμοι μόνο θετικών αριθμών, απαιτούμε 10* — 1 > 0, άρα 

1 0 * > 1 ^  1 0 * > 1 0 0 ^  χ > 0 , αφού η συνάρτηση $ (χ ) = 1 0 * είναι γνησίως αύξουσα 
στο Κ.

β) Πρέπει / ( χ )  > 0 ^  Ζο$(10* — 1) > 0 ^  Ζο$(10* — 1) > Ιο@1 και καθώς η 
συνάρτηση Λ (χ ) = Ζο$χ είναι γνησίως αύξουσα στο ( 0 ,+ ^ )  παίρνουμε 1 0 * — 1 > 1 ^  

1 0 * > 2  σχέση που γράφεται 1 0 * > 10ίο52.Ώστε χ > Ζο$2 , δηλαδή χ £ (Ζο$2 ,+ ^ ) . 
γ) Έχουμε / (χ )  + χ = Ζο$(10* — 1) + Ζο$10* = Ζο$[10*(10* — 1)] =
Ζο# (10*·10* — 1 0 * )=  Ζο#(102* — 10*).

δ) Πρέπει να λύσουμε την εξίσωση / (χ )  = — χ ^  / (χ )  + χ = 0 ^  Ζο$(102* — 10*) = 0  
άρα 102* — 10* = 1 ^  (10* ) 2 — 10* — 1 = 0. Θέτοντας 10* = γ  > 0 , παίρνουμε την 

δευτεροβάθμια εξίσωση ;γ2 -  γ  -  1 = 0 με διακρίνουσα Δ = ( —1) 2 — 4 · 1 · ( —1) = 5,

οπότε γ  = ( 1) ±^5  = ~ ~ .  Έτσι γ  = 5̂+1, αφού γ  > 0 .

Τελικά 10* = ^  χ = Ζο$ ( “ +“ ) .

Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το



ΘΕΜΑ 4

Το διάστημα 5 ( ί )  σε μέτρα που έχει διανύσει ένα κινητό τη χρονική στιγμή ί  σε 

δευτερόλεπτα, δίνεται από τη σχέση: 5 ( ί )  = 2 ί 3 — 6  ί 2 + 1 0 ί
α) Να βρείτε το διάστημα που έχει διανύσει το κινητό τις χρονικές στιγμές ί =  0 και ί  = 2.

(Μονάδες 03)

β) Να βρείτε πόσο χρόνο χρειάζεται το κινητό για να διανύσει απόσταση 30 μέτρων.
(Μονάδες 10)

γ) Επειδή το 5 ( ί )  εκφράζει το διάστημα που διανύει το κινητό, θα πρέπει να είναι πάντα μη 
αρνητικό. Να αποδείξετε αλγεβρικά αυτόν τον ισχυρισμό.

(Μονάδες 08)

δ) Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις τριών πολυωνύμων 5 ( ί ) .  Μία από αυτές εκφράζει το 
διάστημα 5 ( ί )  της εκφώνησης. Να βρείτε ποια από τις τρεις είναι αυτή, δικαιολογώντας την 
απάντησή σας.

(Μονάδες 04)

(Ι) (ΙΙ) (III)



ΛΥΣΗ

α) 5 ( 0) = 0 (το κινητό βρίσκεται στην αφετηρία) και 5 ( 2 ) = 2- 8 —6 - 4  + 2 0 = 1  2 μέτρα.

β) 5 ( ί )  = 3  0 <=> 2 ί 3 — 6 ί 2 + 1 0 ί  = 30 <=> ί 3 — 3 ί2 + 5ί  — 1 5 = 0 (1).
Πιθανές ακέραιες ρίζες της (1) είναι οι + 1, + 3, + 5 , + 1 5. Επειδή ο χρόνος είναι μη 
αρνητικό φυσικό μέγεθος, πιθανές ρίζες είναι οι 1, 3, 5, 15.
Η τιμή ί  = 3 επαληθεύει την εξίσωση και με τη βοήθεια του σχήματος Ηθγπθγ, έχουμε:

1 -  3 5 -  15 3

3 0 15

1 0 5 0

Άρα η (1 ) =  ( ί  — 3 ) (  ί 2 + 5) = 0 =  ί  = 3.
Επομένως το κινητό θα χρειαστεί 3 δευτερόλεπτα για να διανύσει απόσταση 30 μέτρων. 
γ) Πραγματικά, έχουμε:
5 ( ί )  = 2 ί 3 — 6 ί 2 + 10 ί  = 2 ί ( ί 2 — 3 ί  + 5) > 0, 

διότι (εκφράζει το χρόνο)
και ί 2 — 3 ί  + 5 > 0 (το τριώνυμο έχει διακρίνουσα Δ = — 1 1 < 0 , επομένως είναι πάντα 
ομόσημο του συντελεστή του ί 2).
δ) Με βάση το φυσικό πλαίσιο του προβλήματος, η συνάρτηση 5 ( ί)  πρέπει να είναι μη 

αρνητική και σε κανένα χρονικό διάστημα γνήσια φθίνουσα. Επομένως, είναι:
Η (Ι) είναι μεν μη αρνητική, αλλά δε διατηρεί το ίδιο είδος μονοτονίας.
Η (ΙΙ) παίρνει και αρνητικές τιμές.
Η (ΙΙΙ) είναι μη αρνητική και γνησίως αύξουσα παντού, ως εκ τούτου αποτελεί την 

ενδεδειγμένη απάντηση.



ΘΕΜΑ 4

Μια παρέα τεσσάρων φίλων παραγγέλνει σάντουιτς. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η 
παραγγελία τους. Τα συστατικά των σάντουιτς είναι βιολογικά και το ψωμί είναι ολικής άλεσης 
(βιολογικό). Το ψωμί για κάθε σάντουιτς έχει κόστος 0,3 ευρώ. Το πρώτο σάντουιτς έχει 2 

φέτες ζαμπόν, 4 φέτες τυρί, δεν έχει γαλοπούλα και κοστίζει 3,8 ευρώ. Το δεύτερο έχει 1 

φέτα ζαμπόν, 2 φέτες τυρί, 3 φέτες γαλοπούλα και κοστίζει 3,55 ευρώ. Το τρίτο έχει 3 φέτες 

ζαμπόν, δεν έχει τυρί, έχει 3 φέτες γαλοπούλα και κοστίζει 4,05 ευρώ. Ο σερβιτόρος δεν έχει 

προλάβει να συμπληρώσει το κόστος του τελευταίου σάντουιτς.

σάντουιτς φέτες
ζαμπόν

φέτες τυρί φέτες γαλοπούλα ψωμί κόστος

1ο 2 4 0 0,3 € 3,8 €

2 ο 1 2 3 0,3 € 3,55 €

3ο 3 0 3 0,3 € 4,05 €
4 ο 2 2 1 0,3 €

Σύνολο

α) Να εκφράσετε τα δεδομένα του προβλήματος με ένα σύστημα τριών εξισώσεων με τρείς 
αγνώστους.

(Μονάδες 9)
β) Να βρείτε πόσο κοστίζει η μία φέτα τυρί, η μία φέτα γαλοπούλα και η μία φέτα ζαμπόν.

(Μονάδες 10)
γ) Πόσα χρήματα θα πληρώσουν συνολικά οι τέσσερεις φίλοι για την παραγγελία τους;

(Μονάδες 6 )



ΛΥΣΗ
α) Αν η μία φέτα ζαμπόν κοστίζει χ ευρώ, η μία φέτα τυρί γ  ευρώ και η μία φέτα γαλοπούλα 

ζ  ευρώ, προκύπτει το παρακάτω σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους:

2 χ + 4 γ  + 0 ζ + 0,3 = 3,8 
χ + 2γ  + 3ζ + 0,3 = 3,55 Ο  

3χ + 0γ + 3ζ + 0,3 = 4,05

2 χ + 4 γ  + 0 ζ = 3,5 
χ + 2 γ  + 3ζ = 3,25 

3χ + 0 γ  + 3ζ = 3,75

β) Θα λύσουμε το παραπάνω σύστημα για να βρούμε τις τιμές των χ , γ  και ζ . Έχουμε:

2χ + 4γ = 3,5

3χ + 3ζ = 3,75

2 χ + 4 γ — 3, 5 αφαιρούμεαπότην(2η)την(1η)
< χ + 2γ + 3ζ = 3,25Ο<!2χ + 4γ + 6ζ = 6,5 Ο

3χ + 3ζ = 3,75

6ζ = 3 
^2χ + 4γ  

3χ + 3ζ = 3,75

ζ = 0,5
= 3,5 Ο ^ 2 χ  + 4γ = 3,5 Ο  

3χ + 3· 0,5 = 3,75

ζ = 0,5
2χ + 4γ = 3,5 Ο  <! 
3χ + 1,5 = 3,75

ζ = 0,5
2χ + 4γ  = 3,5 Ο  <! 
3χ = 2,25

ζ = 0,5
2χ + 4 γ  = 3,5 Ο  <! 
χ = 0,75

ζ = 0,5
2·0,75 + 4γ  = 3,5 Ο < 
χ = 0,75

ζ = 0,5
1,5 + 4 γ  = 3.5 Ο  
χ = 0,75

2

ζ = 0,5 

<γ = 0,5 
χ = 0,75

Τελικά, η μία φέτα ζαμπόν κοστίζει χ = 0,75 ευρώ, η μία φέτα τυρί κοστίζει γ  = 0,5 ευρώ και η 

μία φέτα γαλοπούλα κοστίζει ζ = 0,5 ευρώ.

γ) Το τέταρτο σάντουιτς κοστίζει 2 · 0,75 + 2 · 0,5 +1· 0,5 + 0,3 = 3,3 ευρώ. Συνολικά θα 

πληρώσουν λοιπόν: 3,8 + 3,55 + 4,05 + 3,3 = 14,7 ευρώ.



ΘΕΜΑ 4

α) Να λύσετε το σύστημα (Σ 1) : χγ = 6
χ 2 + γ 2 = 13'

(Μονάδες 8 )

β) Είναι όλες οι λύσεις του συστήματος (Σ 1) λύσεις και του (Σ 2) : Μ = 6

χ2 + γ 2 = 13
Να

αιτιολογήσετε την απάντησή σας.
(Μονάδες 5)

γ) Η γεωμετρική αναπαράσταση του συστήματος (Σ 2) φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Με 

βάση το σχήμα,

ΐ' να βρείτε τις λύσεις του (Σ  2) .

(Μονάδες 4)

Μ. να παραστήσετε γεωμετρικά το σύστημα (Σ 1) σημειώνοντας τις λύσεις του.



ΛΥΣΗ

α) Έχουμε: χγ = 6 

χ2 + γ 2 = 13

,γ: χ

χ2 +

6

26

I 6 γ =·»  ί χ

= 13 χ4 -13χ2 + 36 = 0 (1).
I V χ

Θέτουμε χ2 = ω > 0 , οπότε η εξίσωση (1 ) γίνεται: ω2 -  13ω + 36 = 0 που έχει ρίζες ω = 4 και

ω = 9 . Άρα χ2 = 4 χ = +2 και χ2 = 9 χ = +3.

Οπότε το σύστημα έχει τέσσερις λύσεις, τις (2 ,3) ,(-2 , -3), (3,2) και (-3 , -2 ) . 

β) Παρατηρούμε ότι:

|2 ·3| = 6  και 22 + 32 = 4 + 9 = 13. Ομοίως |-2 ·(- 3 )  = 6  και (-2 )2 + (-3 )2 = 4 + 9 = 13, |3· 2| = 6  

και 32 + 22 = 9 + 4 = 13, |(-3 )·(-2 )| = 6  και (-3 )2 + (-2 )2 = 9 + 4 = 13, άρα οι λύσεις του

συστήματος (Σ 1) είναι και λύσεις του (Σ  2) .

γ)

ϊ. Το (Σ 2) έχει οκτώ λύσεις, τις (2 ,3 ), ( - 2 ,-3 ) ,(3 ,2 ) ,(-3 ,-2 ) (που είναι λύσεις και του

(Σ 1) )  και τις (-2 ,3 ) , (-3 ,2 ), (3, -2), (2, -3 ).

η. Όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήμα, η γεωμετρική αναπαράσταση 

του (Σ 1) είναι το τμήμα της γραφικής

αναπαράστασης του (Σ 2) που

αποτελείται από τον κύκλο και τους 
κλάδους της υπερβολής που βρίσκονται 
στο 1ο και 3ο τεταρτημόριο, 
όπου είναι σημειωμένα και τα 
σημεία τομής των δυο γραμμών, 
οι συντεταγμένες των οποίων 
είναι οι λύσεις του συστήματος αυτού.



ΘΕΜΑ 4

Για τη γωνία ω του παρακάτω σχήματος ισχύει
5ημ3ω — 8ημ2ω — 7ημω + 6  = 0.

3α) Να δείξετε ότι ημω = .

(Μονάδες 8 )
β) Να βρείτε:

ί. την τιμή του συνω,

(Μονάδες 6 )
ίί. τις συντεταγμένες των σημείων Β, Γ και Δ,

(Μονάδες 6 )

ίίί. το ημίτονο και το συνημίτονο των θετικών γωνιών ΑΟΒ, Α 0Γ  και ΑΟΔ.

(Μονάδες 5)



ΛΥΣΗ

α) Θέτουμε ημω = χ  και η εξίσωση γράφεται:
5χ3 — 8χ2 — 7χ + 6 = 0.

Οι πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης είναι οι διαιρέτες του 6, δηλαδή οι ±1, ±2, ±3, ±6. 
Με δοκιμή διαπιστώνουμε ότι ο —1 είναι ρίζα. Κάνουμε τη διαίρεση
(5 χ 3 — 8χ2 — 7χ + 6): (χ  + 1).

5 —8 —7 6 — 1
—5 13 —6

5 — 13 6 0

Άρα 5χ3 — 8χ2 — 7χ + 6 = (χ + 1 )(5 χ 2 — 13χ + 6).
Το τριώνυμο 5χ2 — 13χ + 6 έχει διακρίνουσα Δ = ( —13)2 — 4 · 5 · 6 = 169 — 120 = 49 
και ρίζες:

1 3 + 7 4 9  13 + 7
** = ^ - ^  = = 2
και

13 — 749 13 — 7 6 3
Χ2 = 2~ 5 = 10 = 10 = 5 .

Ή 3Επειδή 0 < ω < - , είναι 0 < μμω < 1, άρα η μόνη αποδεκτή λύση είναι μμω = -.

β)
ί. Ισχύει ότι:

μμ2ω + συν2ω = 1 ^ + συν2ω = 1 ^

2 1 9συν2ω = 1 ---- -25
Επειδή 0 < ω < -, είναι συνω > 0. Άρα,

16
25

συνω =
4
5.

ίί. Από τον τριγωνομετρικό κύκλο γνωρίζουμε ότι το σημείο Β έχει συντεταγμένες
4 3(συνω, μμω), άρα β ( - ,- ) .  Τα σημεία Γ  και Δ είναι συμμετρικά του Β ως προς τον 

άξονα ;γ';γ και την αρχή Ο αντίστοιχα. Οπότε είναι:
4 3 4 3

Γ ( —5 ' 5 ) Λ —5' — 5)  ■



ίίί. Το ημίτονο και το συνημίτονο των γωνιών ΑΟΒ, Α 0Γ  και Α0Δ  είναι οι τεταγμένες και
οι τετμημένες των σημείων Β, Γ και Δ αντίστοιχα. Άρα,

3
ημΑΟΒ = —,

4
συνΑΟΒ = —,

3
ημΑΟΓ = - ,

4
συνΑΟΓ = ——,

και
3

ημΑΟΔ = — - ,
4

συνΑΟΔ = ——.



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ) = χ5 — 4χ3 — χ2 + α χ  + β  το οποίο διαιρούμενο με το

χ2 — 4 δίνει υπόλοιπο 4χ +1.

α) Να κάνετε τη διαίρεση Ρ(χ) : (χ2 — 4 ).

(Μονάδες 7)
β) Να βρείτε τις τιμές των α  και β .

(Μονάδες 7)

γ) 'Εστωα = 4 και β  = 5 . Αν το πηλίκο της διαίρεσης Ρ (χ ) :(χ 2 — 4) είναι το 

π ( χ) = χ 3 — 1 , τότε:

ί. να γράψετε την ταυτότητα της διαίρεσης Ρ(χ) : (χ2 — 4) .

(Μονάδες 4)
ίί. να λύσετε την ανίσωση Ρ(χ) < 4χ +1.

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

α) Η διαίρεση Ρ (χ ) :(χ 2 — 4) φαίνεται παρακάτω

β) Από το α) ερώτημα έχουμε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ (χ) : (χ2 — 4) είναι το 

πολυώνυμο α χ  + β  — 4 . Όμως από την εκφώνηση δίνεται ότι είναι το πολυώνυμο 

4χ +1. Συνεπώς τα πολυώνυμα α χ  + β  — 4 και 4χ +1 πρέπει να είναι ίσα, δηλαδή

α  = 4 και β  = 5 .

γ) Για α  = 4 και β  = 5 έχουμε Ρ (χ) = χ5 — 4χ3 — χ2 + 4χ + 5.

ί. Η ταυτότητα της διαίρεσης Ρ (χ) : (χ2 — 4) είναι Ρ (χ) = (χ2 — 4)(χ3 —1) + 4χ + 1. 

ίί. Αξιοποιώντας την ταυτότητα της διαίρεσης που βρήκαμε παραπάνω έχουμε 

Ρ(χ) < 4χ +1 ̂  (χ2 — 4)(χ3 — 1)+4χ +1 < 4χ +1 ̂  (χ2 — 4)( χ —1)( χ2 + χ +1) < 0 .

Το πρόσημο του πολυωνύμου Π (χ) = (χ2 — 4)(χ — 1)(χ2+ χ + 1) φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα.

X - X  - 2  1 2  +®

χ? -4 + ■:: - - ί ; +

χ - 1 - - : > +-

χ 2 +_γ- 1 + + +

Π(Λ-) - ς■ + ΐ ι - <) +

Συνεπώς η ζητούμενη ανίσωση αληθεύει για κάθε χ ε (—<», —2) ̂  (1,2) .



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ)  = 2χ3 — 9χ2 + (α — 2)χ — 6 το οποίο έχει παράγοντα το 

χ — 1.
α) Να βρείτε τον αριθμό α  .

(Μονάδες 6)
β) Για α  = 15

ί. να κάνετε τη διαίρεση Ρ(χ)  : (χ2 — 3χ + 2) και να γράψετε την ταυτότητα της 

διαίρεσης.
(Μονάδες 6)

ίί. αν Ρ(χ)  = (χ 2 — 3χ + 2 2χ — 3) να λύσετε την ανίσωση Ρ(χ)  < 0 .

(Μονάδες 7)
ίίί. να αποδείξετε ότι Ρ(1η2) < 0 .

(Μονάδες 6)



ΛΥΣΗ

α) Αφού το πολυώνυμο Ρ (χ) έχει παράγοντα το χ — 1, θα ισχύει ότι Ρ(1) = 0 . 

Είναι Ρ(1) = 0 ^  2 — 9 + α  — 2 — 6  = 0 ^ α  = 15. 

β) Για α  = 15 έχουμε Ρ(χ) = 2χ3 — 9χ2 +13χ — 6 .

ί. Η διαίρεση Ρ(χ) : ( χ2 — 3χ + 2) φαίνεται παρακάτω.

2_ν· -9 λ' - 13:ν -  6 Α-: -3λ— 2
-2 χ 3 + 6χ2 -  4λ: 2χ  -  3

—3Χ2 -  9χ -  6 

3χ2 - 9 χ - 6

0

Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι η εξής: Ρ(χ)  = (χ 2 — 3χ + 2)( 2 χ — 3) . 

ίί. Αξιοποιώντας την παραπάνω ταυτότητα διαίρεσης έχουμε :

Ρ(χ)  < 0 ^  (χ2 — 3χ + 2)(2χ — 3) < 0

Το πρόσημο του πολυωνύμου Ρ(χ) = (χ2 — 3χ + 2)(2χ — 3) φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα.

Α

3

- χ -  1 2  2  - χ -

χ :  - 3 χ + 2 +  <> . - <> +

2 χ — 3 -
_ ( Ί-

^ Α ) - (  ̂ +  ( 5 - <ί 4-

Συνεπώς η ανίσωση Ρ(χ) < 0 ^ ( χ 2 — 3χ + 2) (2χ - 3) < 0 αληθεύει για κάθε

ίίί. Είναι 1η2 < 1ηβ ^  1η2 < 1 οπότε αφού δείξαμε παραπάνω ότι Ρ(χ) < 0 για 

κάθε χ  ε  (— ναι  Ρ(1η2) < 0 .



ΘΕΜΑ 4

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης ί  διπλού τύπου.

α) Αν είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση αντιστοιχεί σε μια ακριβώς από τις παρακάτω 
συναρτήσεις να επιλέξετε ποιος είναι ο τύπος της συνάρτησης ί  .

Α. ί(χ) = θ χ , χ  <  0

[ θ  χ , χ  > 0  

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

Β. ί(χ )= θ  χ , χ  < 0  

| θ χ , χ > 0

(Μονάδες 8 )
β) Να βρείτε τη μονοτονία και την μέγιστη τιμή της.

(Μονάδες 5)
γ) Να βρείτε, για τις διάφορες τιμές του α, το πλήθος των κοινών σημείων της γραφικής 

παράστασης της ί  με την ευθεία γ = α, α ε ί .

(Μονάδες 7)

δ) Να αιτιολογήσετε γιατί το μοναδικό κοινό σημείο της γραφικής παράστασης ^  της ί  με 

την παραβολή γ = χ2 + 1 , χ ε ί  είναι το σημείο (0 , 1) .

(Μονάδες 5)



ΛΥΣΗ

α) Η γραφική παράσταση της ί  αποτελείται από την γ = θχ για χ <0 και την γ = θ χ για 

χ > 0  οπότε ο τύπος της είναι ο πρώτος από τους δοσμένους τύπους.

β) Από την παραπάνω γραφική παράσταση της ί  συμπεραίνουμε ότι αυτή είναι:

• γνησίως αύξουσα στο διάστημα (-®, 0 ]

• γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [0 , + » ) και

• παρουσιάζει ολικό μέγιστο για χ = 0 , το ί(0 ) = 1 

γ) Διακρίνουμε τις παρακάτω δυνατές περιπτώσεις:
• Αν α < 0 , (ευθεία ε )  τότε η ^ και η ευθεία γ = αδεν έχουν κοινό σημείο.

• Αν 0 < α < 1, (ευθεία ε2) τότε η ^ και η ευθεία γ = αέχουν ακριβώς δυο κοινά ση

μεία.
• Αν α = 1, (ευθεία ε3) τότε η ^ και η ευθεία γ = αέχουν ένα μόνο κοινό σημείο.

• Αν α > 1, (ευθεία ε4) τότε η ^ και η ευθεία γ = αδεν έχουν κοινό σημείο.

4̂ "

X

0.5 -

■—' 0 " -----------1------------ 1------------1------------1------------1-------------2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ------------1------------1------------1------------ 1------------1------0 0.5 1 1.5 2 2.5

ε-1 -0.5-



δ) Η παραβολή γ = χ2 +1 διέρχεται από το σημείο (0,1) αφού για χ = 0 είναι γ = 02 +1 = 1. Το 

σημείο (0 , 1) είναι και ση

μείο της ^ , αφού ί(0 ) = 1 .

Με χ ̂  0 έχουμε χ2 > 0 , 

οπότε γ = χ2 + 1  > 1 και

ί(χ) < 1 . Άρα η παραβολή 

και η ^ δεν έχουν άλλο

κοινό σημείο, οπότε το μο
ναδικό κοινό σημείο τους 
είναι το (0 , 1) .

Σχόλιο
Στο πλαίσιο μιας γραφικής λύσης θα μπορούσαμε να σχεδιάσουμε την παραβολή και τη 
γραφική παράσταση της ί  και να διαπιστώσουμε ότι έχουν μοναδικό κοινό σημείο το (0 , 1) 

όπως φαίνεται στο σχήμα.



ΘΕΜΑ 4

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική 
παράσταση μιας συνάρτησης ί : [0 , +αο) —»Μ . 

α) Να βρείτε την μονοτονία της και την μέγιστη 

τιμή της.
(Μονάδες 6 )

β) Αν ίI 1= , και 0 < α < < β, να βρείτε το
14 )  2 4

πρόσημο του γινομένου Ρ = (2ί(α) -  ΐ)(2 ί(β ) - 1 )

(Μονάδες 10)

γ) Έστω ότι η συνάρτηση του προβλήματος είναι η ί(χ) = 1 - >/χ, χ > 0 . Να βρείτε τα κοινά 

σημεία της γραφικής της παράστασης με την ευθεία γ = 2χ .

(Μονάδες 9)



ΛΥΣΗ

α) Από το σχήμα της εκφώνησης προκύπτει ότι η ί  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού 
της. Επίσης, η μέγιστη τιμή της είναι ίση με 1 και επιτυγχάνεται όταν χ = 0.

1 ί  1 λ 1β) Από την ανισότητα α <— και τη μονοτονία της ί  συμπεραίνουμε ότι ί(α) > ίI — ^  ί(α) > —,
4 I  4 )  2

οπότε 2 ί(α) - 1  > 0 .

1 ί  1  λ 1Επίσης, β > —, οπότε ί(β) < ί  I — 1^ ί(β) < —, απ' όπου προκύπτει ότι 2 ί(β) - 1 < 0 .
4 14 )  2

Άρα, Ρ = (2ί(α) -  ΐ)(2 ί(β ) - 1)< 0 .

γ) Οι τετμημένες των κοινών σημείων της γραφικής παράστασης ^  της ί  με την ευθεία, 

δίνονται από τη λύση της εξίσωσης ί(χ) = 2χ . Με χ > 0 έχουμε:

ί(χ) = 2 χ ^  1 - £  = 2χ ^  2 χ - 1  = 0

Αν θέσουμε V* = υ, τότε η εξίσωση γράφεται 2υ2 + υ - 1  = 0 και έχει λύσεις τους αριθμούς

- 1  και — . Έτσι έχουμε:
2

• υ = - 1 : >/χ = - 1  που είναι αδύνατη.

1 ι— 1 1• υ = — : νχ = —^  χ = —
2 2 4

ί  1 1  λΆρα το μοναδικό κοινό σημείο της 0, με την ευθεία είναι το ΑI —, — I .
1 4 2 )

Εναλλακτική λύση του ερωτήματος γ)

, 1Παρατηρούμε ότι ο αριθμός — είναι λύση της εξίσωσης ί(χ) = 2χ . Επιπλέον:
4

1 1 1• Αν χ > —, τότε 2χ > — και ί(χ) < —, οπότε ί(χ) Φ 2χ.
4 2 2

1 1 1• Αν 0 < χ < —, τότε 2χ < — και ί(χ) > —, οπότε ί(χ) Φ 2χ.
4 2 2

1Επομένως η εξίσωση ί(χ) = 2χ έχει μοναδική λύση την χ = — και το μοναδικό κοινό σημείο της
4

ί  1 1  λ0 , με την ευθεία είναι το ΑI —, — I.
I 4 2 )



ΘΕΜΑ 4

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η ευθεία γ  = α χ , α £  Μ, χ £ Μ και η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης / ( χ) = ρημ(ω χ ) , όπου ω> 0 , ρ>  0 και χ £ Μ . Με βάση το σχήμα, 

α) Να δείξετε ότι ρ  = 3 και ω = 2 .

β) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α .

γ) Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης 3ημ( 2 χ) - 1 2  χ = ο .
π

(Μονάδες 6 ) 

(Μονάδες 9)

(Μονάδες 10)



ΛΥΣΗ

α) Η συνάρτηση /  (χ) = ρ η μ (ωχ ) με ρ > 0 , έχει μέγιστη τιμή ρ . Με βάση το σχήμα η 

συνάρτηση έχει μέγιστη τιμή 3 , άρα ρ  = 3. Επίσης η περίοδος της συνάρτησης είναι π , οπότε
2π

π = —  ο ω  = 2 . Άρα /  (χ) = 3ημ( 2χ).
ω

β) Η ευθεία γ = αχ  διέρχεται από το σημείο Ε  της γραφικής παράστασης της /  που έχει 

τεταγμένη 3 , η οποία είναι η μέγιστη τιμή της συνάρτησης. Η συνάρτηση / (χ) = 3ημ(2χ )

παρουσιάζει μέγιστη τιμή σε διάστημα μιας περιόδου στο 1  της περιόδου, δηλαδή στη θέση
4

π  „ , π λ π  12   ̂ , .  ,χ = —. Άρα είναι ΕΙ — ,3 I και 3 = α · — ^  α = — . Οπότε η εξίσωση της ευθείας είναι :
4 ί 4 ] 4 π

12
γ  = — χ .π

12  12γ) Η εξίσωση 3ημ(  2 χ ) ---- χ = 0 γράφεται ισοδύναμα 3ημ( 2 χ ) = —  χ . Οι λύσεις της εξίσωσης
π π

είναι οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της /  (χ) = 3ημ( 2χ) με την

12ευθεία γ = —  χ . Με βάση το σχήμα τα σημεία τομής είναι 3 , οι τετμημένες των οποίων είναι
π

12• χ = 0 , δεδομένου ότι / (0 )  = 3ημ0 = 0 και η ευθεία γ = —  χ διέρχεται από το σημείο
π

( ° · ° )  ·

χ = π , δεδομένου ότι / (π ) = 3ημί 2 · ~ |  = 3 ^ 4 ^ ]  = 3Ί  = 3 και η ευθεία γ = —  χ

διέρχεται από το σημείο | π , —  ·π ) = ί π ,3 I και
ί 4 π  4 ] ί 4

' = ~~π , δεδομένου ότι / ( - ^ ) = 3 η μ \ - 2 ·~ ]  = 3 η μ — ~ )  = 3•(_ 1) = _ 3 και η ευθείαπ π π

γ = —  χ διέρχεται από το σημείο
π

π  12
4 π

π
4 —3 I.

12 π πΆρα η εξίσωση 3ημ (2 χ) ---- χ = 0 έχει λύσεις τις χ = 0 , χ = — και χ = ---- .
π  4 4



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση / ( χ) = 2ημ3χ +1, χ ε Μ .

α) Να βρείτε την περίοδο Τ ,  τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της / .

(Μονάδες 3)
β) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης § (χ ) = αημβχ + γ ,  

με α, β ,γ  ε  Μ, β >  0  και πεδίο ορισμού το Μ .

ΐ. Με βάση το σχήμα, να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α ,β  και γ . Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας.
(Μονάδες 12)

η. Για α = -2 , β  = 1 και γ  = 1, να λύσετε την εξίσωση /  (χ) = §  (χ) στο διάστημα [0,π)

(Μονάδες 10)



ΛΥΣΗ

2 πα) Η περίοδος της συνάρτησης είναι Τ  = —3 -, η μέγιστη τιμή της είναι ™αχ/ ( χ) = 2 +1 = 3 , 

και η ελάχιστη τιμή της είναι ™ίη /  (χ) = - 2  + 1 = - 1 .

β)
ΐ. Από την γραφική παράσταση της ημιτονοειδούς συνάρτησης § , παρατηρούμε ότι

παρουσιάζει μέγιστο για χ = - — και το επόμενο μέγιστο για χ = — . Άρα η περίοδος
2 2

της συνάρτησης είναι Τ  = —  - | - — | = 2—, οπότε β  = 1 . Η καμπύλη προκύπτει από
2  I  2 )

κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της α ημχ  κατά 1 μονάδα προς τα 

πάνω, άρα γ  = 1 . Επίσης

•  ( — ) ■ 3 =
3— , οα ·η μ ---- +1 = 3 ο  .
2

α · ( - 1 ) = 2  ο  
α  = - 2

Τ ελικά §  (χ) = -2ημχ +1 . 

μ. Η εξίσωση γίνεται:

/  (χ) = · (χ) ο  
2ημ3χ +1 = -2ημχ +1 ο  
ημ3χ = -η μ χ  ο  
ημ3χ = ημ ( - χ) ο  

3χ = 2κπ -  χ
< ή , κ <ξ Ζ.

3χ = 2κπ + (— + χ )

κπχ = —  
2

Δηλαδή: < ή , κ ε  Ζ  . Επειδή χ ε [0, π ) , για κ  = 0 στον πρώτο τύπο λύσεων
πχ = κ π +—  
2

προκύπτει χ = 0  και στον δεύτερο τύπο λύσεων προκύπτει χ π
2

(που προκύπτει και από



τον πρώτο τύπο λύσεων για κ  = 1). Από τις άλλες τιμές του κ  € Ζ  προκύπτουν λύσεις οι 
οποίες δεν ανήκουν στο διάστημα [0 , π ) .

Η γραφική λύση της εξίσωσης φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

πΤελικά ή εξίσωση έχει δυο λύσεις στο [0, π ) ,  τις χ = 0 και χ = —.



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το σύστημα: (Σ )  : -  χ + 2  γ  = 1 
χ + λ γ  = λ

με παράμετρο λ  ε  Μ .

α)
ΐ. Αν λ  = -1  ,να λύσετε το σύστημα.

(Μονάδες 2)

μ. Αν (χ0,γ 0 ) είναι η λύση του συστήματος για λ  = -1 , να βρείτε γωνία θ ε  [0,2π) 

τέτοια ώστε χ0 = συνθ  και γ 0 = η μ θ .

(Μονάδες 4)

β) Αν λ  = 1 και ( χΐ3 γ1) είναι η αντίστοιχη λύση του συστήματος, να δείξετε ότι δεν υπάρχει 

γωνία ω , τέτοια ώστε χ1 = συνω  και γ 1 = ημω .

(Μονάδες 7)

γ) Αν γνωρίζουμε ότι το σύστημα (Σ )  έχει μοναδική λύση την (χ2, γ 2) με χ2 = συνφ  και

γ 2 = ημφ, φ ε ° π  I,

ΐ. Να δείξετε ότι συνφ 3— και ημφ 4
5

ΐΐ. Να υπολογίσετε την τιμή του λ  ε  Μ .
(Μονάδες 6 )

(Μονάδες 6)



ΛΥΣΗ

α)

• Γ 3 1 ' ' ( ς ) ί~Χ + = 1 (+) ί ? = 0  'ι. Για λ  = —1 το σύστημα γίνεται: ( Σ ) : < ο <  , οπότε η λύση του
[χ  — 1γ  = —1 [χ  = —1

συστήματος είναι ( Χ0, ̂  ) = ( —1̂ 0) ·

ίί. Από το αί) ερώτημα έχουμε χ0 = συνθ  = — 1, γ 0 = η μ θ  = 0 και θ ε  [0 ,2π ) ,  οπότε 

θ = π .

ί—χ  + 2  γ  = 1 (+)β) Για λ  = 1 το σύστημα γίνεται: ( Σ ) : < ο<!
ν 7 I χ  + 1γ  = 1

γ =

1
χ = — 

3

, οπότε η λύση του συστήματος

είναι (χ1, γ  ) = 1  2  
3 ’ 3

1 2  ρ ,Δεν υπάρχει γωνία ω , τέτοια ώστε συνω = 3  και ημω = 3 , διότι

2
3

2 2 σ υ ν  ω + η μ ω 1 1 + 2 Υ  = 1 4 = 5 1— I = — ι—  = — ^  1 .3 I 9 9 9

γ)

ί. Αν γνωρίζουμε ότι το σύστημα (Σ )  έχει μοναδική λύση την ( χ2, γ 2) με χ2 = συνφ  και

γ 2 = η μ φ , τότε θα ικανοποιεί και την πρώτη εξίσωση, — χ  + 2γ  = 1 . Δηλαδή:

—συνφ+  2 ημφ = 1 (1 ).

Λύνοντας την εξίσωση (1) έχουμε ισοδύναμα:
—συνφ  + 2ημφ = 1 ο

ημφ>0
συνφ>0

2ημφ = 1 + συνφ  ο  

4ημ2φ = 1 + 2συνφ  + σ υ ν 2φ ο  

4 (1 — σ υ ν 2φ) = 1 + 2συνφ + σ υ ν 2φ ο  

5συν2φ + 2συνφ — 3 = 0.

Η τελευταία είναι εξίσωση πολυωνυμική 2ου βαθμού με Δ = 64 > 0 και ρίζες

συνφ  = — 1 , που απορρίπτεται γιατί φ ε | 0 , —π

και συνφ
3
5 '



Άρα από την (1 ) έχουμε:

---- - 2ημφ = 1 ο

„ 8Ίημφ = -  ο ·

4
ημφ = -

ίί. Η λύση (χ2 , γ 2  ̂= (συνφ,ημφ)  = { 3 , —| του συστήματος (Σ )  θα ικανοποιεί και την

δεύτερη εξίσωσή του, δηλαδή

3 4-  + λ · -  = λ ο5 5
3 1 λ-  = - · λ ο
5 5
λ  = 3.



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση / (χ )  = 2συν2(π — χ) — 3ημ + χ ) + α, με α Ε Ε . 

α) Να δείξετε ότι / (χ )  = 2συν2χ — 3συνχ + α.

(Μονάδες 8 )
β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση /  είναι άρτια ή περιττή.

(Μονάδες 5)
γ) Να βρείτε το α αν είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση της /  διέρχεται από το σημείο

μ (-3 , 1 ) .

(Μονάδες 5)
δ) Για α=2 και μ(χ)  = 2ημ2χ + 9συνχ — 9, να εξετάσετε (αν υπάρχουν) κοινά σημεία των 
γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων /  και μ.

( Μο ν ά δε ς  7)



ΛΥΣΗ

α) Είναι: συν(π  — χ) = —συνχ  και ημ ( |  + χ ) = νμ  — ( —* ) )  = συν(—χ) = συνχ.

Άρα: / (χ )  = 2συν2(π — χ) — 3ημ + χ ) + α = 2συν2χ  — 3συνχ + α.

β) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης /  είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών Μ.
Άρα για κάθε χ £ Μ και —χ Ε Μ.
Έχουμε: / ( —χ) = 2συν2 ( —χ) — 3συν(—χ) + α = 2συν2χ  — 3συνχ + α = / (χ ) .
Άρα η συνάρτηση /  είναι άρτια.

“Κγ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης /  διέρχεται από το σημείο Μ (- , 1) αν και μόνον

αν /  ( - )  = 1 ^  2συν2 -  — 3συν - + α  = 1 ^ 2 · 1  — 3 · 1  + α = 1 ^ α  = 2. 

δ) Με α = 2 έχουμε / (χ )  = 2συν2χ — 3συνχ + 2.
Γ ια να βρούμε τις τετμημένες των κοινών σημείων των δύο γραφικών παραστάσεων λύνουμε 

την εξίσωση :
/ (χ )  = μ(χ)  ^  2συν2χ  — 3συνχ + 2 = 2ημ2χ + 9συνχ  — 9 = 0 ^

2συν2χ — 3συνχ + 2 = 2(1 — συν2χ) + 9συνχ — 9 ^  4συν2χ — 12συνχ + 9 = 0 ^
3(2συνχ — 3) 2 = 0 ^  συνχ = -, αδύνατη.

Αφού η παραπάνω εξίσωση είναι αδύνατη, δεν υπάρχουν σημεία τομής των δύο γραφικών 
παραστάσεων.



ΘΕΜΑ 4
'ΚΔίνεται η συνάρτηση / (χ )  = ασυν(-  — 2χ) — 2ημ(π + 2χ) με α > 0. 

α) Να δείξετε ότι / (χ )  = (α + 2)ημ2χ.

β)
ί. Αν η μέγιστη τιμή της /  είναι 4, να δείξετε ότι α = 2. 

ίί. Να βρείτε την περίοδο της / .

(Μονάδες 5)

(Μονάδες 5) 

(Μονάδες 5)
γ) Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση /σ ε διάστημα μιας περιόδου.

(Μονάδες 5)
δ) Αν μ(χ)  = 5 — συν2 2χ, να βρείτε, αν υπάρχουν, τα κοινά σημεία της με την ^ ,  όπου 

ϋρ  οι γραφικές παραστάσεις των / ,  μ  αντίστοιχα.

(Μονάδες 5)



ΛΥΣΗ

α) Είναι: / (χ )  = ασυν — 2χ) — 2ημ(π + 2χ) = αημ2χ + 2ημ2χ = (α + 2)ημ2χ.

β)
ί. Η μέγιστη τιμή της συνάρτησης /  καθορίζεται από το συντελεστή α + 2.

Πρέπει δηλαδή α + 2 = 4 ^  α = 2.
2πίί. Η περίοδος Τ = — = π.

γ) Η γραφική παράσταση της [ (χ )  = 4ημ2χ  στο διάστημα [0 ,π], βάσει του παρακάτω 
πίνακα:

X 0 π
4

π
2

3π
~4

π

4ημ2χ 0 4 0 -4 0

δίνεται στο παρακάτω σχήμα:

δ) Για να βρούμε τις τετμημένες των κοινών σημείων των δύο γραφικών παραστάσεων 
λύνουμε την εξίσωση:

[ (χ )  = μ(χ)  ^  4ημ2χ = 5 — συν 22χ ^  4ημ2χ = 5 — (1 — ημ22χ) ^  

ημ22χ — 4ημ2χ + 4 = 0 ^  (ημ2χ — 2) 2 = 0 ^  ημ2χ = 2 αδύνατη.
Αφού η παραπάνω εξίσωση είναι αδύνατη, δεν υπάρχουν σημεία τομής των δύο γραφικών 
παραστάσεων.



ΘΕΜΑ 4

α) Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ)  = 2χ3 + α χ 2 + β χ  — 5, με χ £ ΐ .
ί. Αν το πολυώνυμο έχει παράγοντα το (χ — 1) και το υπόλοιπο της διαίρεσής του με 

(χ  — 2 ) είναι —1 , να δείξετε ότι:
(2 α + β  = —6 
{ και . 

α + β  = 3
(Μονάδες 6 )

ίί. Να δείξετε ότι α = —9 και β = 12.

(Μονάδες 5)
β) Να βρείτε τις τιμές του χ £ ΐ ,  για τις οποίες η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
Ρ(χ) = 2χ3 — 9χ2 + 12χ — 5 είναι κάτω από τον άξονα χ'χ.

(Μονάδες 10)
γ) Αν η γραφική παράσταση της Ρ(χ)  είναι η ακόλουθη, να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας 

της.
(Μονάδες 4)



ΛΥΣΗ

α)
ί. Αφού το πολυώνυμο Ρ(χ)  έχει παράγοντα το (χ — 1) ισχύει ότι:

Ρ(1) = 0 ^
2 · 1 3 + α · 1 2 + β · 1  — 5 = 0 ^  

α + β  = 3.

Επίσης το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(χ)  με το (χ — 2) είναι το Ρ(2). Άρα, 
Ρ( 2) = —1 ^ 2 · 2 3 + α · 2 2 + β · 2  — 5 = —1 ^

16 + 4α + 2β — 5 = —1 ^
4α + 2β = —1 2  < ^ 2 α + β  = —6 .

ίί. Για να βρούμε τις τιμές των α, β  λύνουμε το σύστημα:
(2 α + β  = —6 (2 α + β  = —6
{ α + β  = 3 ^ { β  = 3 — α ^

(2α + (3 — α) = —6 
{ β = 3 —α ^

(α + 3 = —6 (α = —9
( β  = 3 —α ^ { β  = 12.

β) Κάνουμε τη διαίρεση Ρ(χ): (χ — 1) με το σχήμα Ηθγπθγ και έχουμε:
2 —9 1 2 —5 1

2 —7 5

2 — 7 5 0

Άρα, Ρ(χ) = (χ — 1)(2χ2 — 7χ + 5). Το τριώνυμο 2χ2 — 7χ + 5 έχει διακρίνουσα
Δ = (—7) 2 — 4 ■ 2 ■ 5 = 9 και ρίζες:

Χι =
7 + ^ 9

4
5 7 — ^ 9
— και χ 7 = -----—  = 1 .2 2 4

Άρα, Ρ(χ) = (χ — 1)2(χ — 1) (χ  — = 2(χ — 1) 2 (χ  — 5) .

Η γραφική παράσταση της Ρ(χ)  βρίσκεται κάτω από τον άξονα χ ' χ  για τις τιμές του χ  για τις 
οποίες

Ρ(χ) < 0 ^  2(χ — 1) 2 (χ  — —)  < 0.



Ο πίνακας προσήμων του Ρ (χ ) είναι ο ακόλουθος:

X 1 5
2

(χ  -  1 )2 + 0 + +
5

(* - 5) 0 +

Ρ (χ ) — 0 — 0 +

Άρα, Ρ (χ ) < 0 « ι £  ( —̂ , 1) υ (1 ,5 ).

γ) Από το ερώτημα β) προκύπτει ότι η γραφική παράσταση της Ρ τέμνει τον άξονα χ'χ  στα 

σημεία (1 ,0) και ( 5 , 0 ) ·  Από τη γραφική παράσταση προκύπτει ότι η συνάρτηση Ρ είναι 

γνησίως αύξουσα στα διαστήματα ( —̂ , 1] και [2, + ^ ) και γνησίως φθίνουσα στο [1,2].



ΘΕΜΑ 4

Ένας κολυμβητής βρίσκεται στη θάλασσα, στο σημείο Β σε απόσταση 2 &π  από το 
κοντινότερο σημείο Α μιας ευθύγραμμης ακτής. Ο προορισμός του είναι ένα σημείο Κ  της 
ακτής, το οποίο απέχει 4 &π από το Α. Η διαδρομή που κάνει είναι η Β Μ κολυμπώντας στη 
θάλασσα με σταθερή ταχύτητα 3 &π/Η και η Μ Κ  τρέχοντας στην ακτή με σταθερή 

ταχύτητα 5 &π /Η.

Γνωρίζουμε ότι η σχέση μεταξύ του διαστήματος 5 που διανύεται, της ταχύτητας ν και του
5 5αντίστοιχου χρόνου κίνησης ί , είναι ν =  =  ί  = ■ .£ ν

Αν το σημείο Μ απέχει από το Α απόσταση χ &π, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι Β  Μ = V 4 + χ 2.
(Μονάδες 5)

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση που εκφράζει τον χρόνο κίνησης ί  (σε Η) του κολυμβητή 

-  δρομέα ως προς την απόσταση χ (σε &π)  είναι η:

(Μονάδες 10)
γ) Να βρείτε τη θέση του σημείου Μ της ακτής, έτσι ώστε ο χρόνος της διαδρομής του 

κολυμβητή να είναι ■ ώρες.

(Μονάδες 10)



ΛΥΣΗ

Είναι ΒΑ = 2, ΜΑ = χ, ΜΚ  = 4 — χ.

Η σχέση μεταξύ του διαστήματος 5 που διανύεται, της ταχύτητας ν και του αντίστοιχου
5  5χρόνου κίνησης ί, είναι: ν = - =  ί  = -  .£ ν

α) Το τρίγωνο ΒΑΜ είναι ορθογώνιο, οπότε εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα

προκύπτει ότι .

β) Η κίνηση γίνεται σε δύο μέσα -  κολύμβηση στη θάλασσα και τρέξιμο στη ξηρά -  με 

διαφορετικές (αλλά σταθερές) ταχύτητες νκ = 3 και ντ = 5 ^  αντίστοιχα. Έτσι, ο 

συνολικός χρόνος κίνησης θα προκύψει ως άθροισμα των δύο επιμέρους χρόνων.
Λ  , , , „   ̂ ΒΜ  V4 + χ 2• Ο χρόνος κίνησης από το Β στο Μ: ί-ι_ = —  = ------

ν κ 3
Λ  , , Μ Κ  4 - χ• Ο χρόνος κίνησης από το Μ στο Κ : ί 2 = —  = ----

ν τ 5

V 4 + χ  2 4  — χ• Ο χρόνος της συνολικής κίνησης: ί 0̂  = ί-ι_ + ί  2 = — --- 1— —

Επομένως, η συνάρτηση που εκφράζει τον χρόνο κίνησης ί  (σε Η) του κολυμβητή -  δρομέα 
ως προς την απόσταση χ (σε /ίπι) είναι η

ί(χ ) = V 4 + χ Ζ
■ +

X
, χ ε  [0,4].

γ) Αρκεί να λυθεί η εξίσωση:

4 V 4 + χ 2 4 — χ 4 
ί ( χ ) = ϊ ~ ^ —  +  “ 5_ = 3 ~

5-^4 + χ 2 + 3(4 — χ) = 20 <=> 5-^4 + χ 2 = 3χ + 8  

Αφού χ £ [0 ,4 ] έπεται ότι 3χ + 8  > 0, επομένως ισοδύναμα είναι:

25(4 + χ 2) = (3χ + 8 ) 2 <=> 100 + 25χ2 = 9χ2 + 48χ + 64 <=>
3

4χ2 — 12χ + 9 = 0 <=> (2χ — 3) 2 = 0< = >χ= - 

Η λύση είναι δεκτή, διότι -  £ [0, 4] .

Επομένως ο κολυμβητής θα βγει στην ακτή σε απόσταση 1,5 /ίπι από το σημείο Α.



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση Ρ(χ ) = β1ηβχ 3 + 4 χ 21η^β + 2. 

α) Να δείξετε ότι Ρ(χ) = βχ3 + 2χ2 + 2.

(Μονάδες 5)
β) Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της πολυωνυμικής 

συνάρτησης Ρ(χ)  με την ευθεία ε: γ  = βχ + 4.

(Μονάδες 8 )
γ) Να βρείτε τα διαστήματα του χ  που η γραφική παράσταση της πολυωνυμικής συνάρτησης

Ρ(χ)  είναι πάνω από την ευθεία ε: γ  = βχ + 4.

δ) Να βρείτε το πρόσημο της παράστασης: Ρ(β) — β2 — 4.

(Μονάδες 8 ) 

(Μονάδες 4)



ΛΥΣΗ

α) Έχουμε: Ρ(χ)  = β1ηβχ 3 + 4 χ 21η^β + 2 = βχ3 + 4 χ 21ηβ2 + 2 =

1
= βχ3 + 4χ2 ■—Ιηβ + 2 = βχ3 + 2χ 2 + 2.

2

β) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της πολυωνυμικής 
συνάρτησης Ρ(χ)  με την ευθεία ε: γ  = βχ + 4 είναι οι ρίζες της εξίσωσης
Ρ(χ) — (βχ + 4) = 0 ^  βχ3 + 2χ 2 + 2 — βχ — 4 = 0 ^  βχ3 + 2χ2 — βχ — 2 = 0 

χ 2(βχ + 2 ) — (βχ + 2 ) = 0 ^  (βχ + 2 ) ■ (χ 2 — 1 ) = 0 .

Άρα οι τετμημένες των σημείων τομής είναι: χ = 1, χ  = —1 και χ = — -.6
γ) Για να βρούμε τα διαστήματα του χ  που η γραφική παράσταση της πολυωνυμικής 
συνάρτησης Ρ(χ)  είναι πάνω από την ευθεία ε: γ  = βχ + 4 θα λύσουμε την ανίσωση:

Ρ(χ) — (βχ + 4) > 0 ^  (βχ + 2) ■ (χ 2 — 1) > 0.

1

2
Οι ρίζες του (βχ + 2) ■ (χ 2 — 1) είναι χ = 1, χ  = —1 και χ = —-  .

Το πρόσημο του (βχ + 2) ■ (χ 2 — 1) φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:

X — Μ — 1
2
6 1 + Μ

(βχ + 2 ) ■ (χ 2 — 1 ) — 0 + 0 — 0 +

2
Άρα χ Ε (—1, — -) υ (1, + μ ) .

δ) Παρατηρούμε ότι το Ρ(β) — β2 — 4 είναι η τιμή του Ρ(χ) — (βχ + 4~) για χ = β. 

Σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα θα έχουμε Ρ(β) — β2 — 4 > 0, αφού β > 1.



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ) = χ 4 —2χ3 —  χ 2 +αχ  + β ,  όπου α,/?εΚ.

α) Να βρείτε τις τιμές των α , β ,  αν είναι γνωστό ότι το Ρ(χ) διαιρείται με το πολυώνυμο

^ (x )  = χ2 -  2 χ + 1 .

(Μονάδες 8 )
β) Για α  = 4 ,β  = -2

ί. Να κάνετε τη διαίρεση Ρ( χ) : (χ2 + 5) και να γράψετε την ταυτότητα της διαίρεσης.

(Μονάδες 8 )

ίί. Αν Ρ(χ) = ( χ2 + 5) (χ 2 -  2χ -  6) +14χ + 28 να λύσετε την εξίσωση Ρ(χ) = 14(χ + 2 ).

(Μονάδες 9)



ΛΥΣΗ

Η διαίρεση Ρ(χ) : ^(x)  φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Αφού το Ρ(χ) διαιρείται με το πολυώνυμο ^ ( x )  = χ2 — 2χ + 1, θα πρέπει το υπόλοιπο της 

παραπάνω διαίρεση να είναι το μηδενικό πολυώνυμο, που συμβαίνει μόνο όταν α  — 4 = 0 
και β  + 2 = 0 , δηλαδή α  = 4 και β  = —2 .

β) Για α  = 4 ,β  = —2 έχουμε Ρ(χ) = χ 4 — 2χ3 — χ2 + 4χ — 2. 

ί. Η διαίρεση Ρ(χ) : (χ2 + 5) φαίνεται στο παρακάτω σχήμα

— 2 χ — 6 ) +14 χ + 28

ίί. Η εξίσωση Ρ(χ) = 14( χ + 2) με τη βοήθεια της παραπάνω ταυτότητας γίνεται

(χ2 + 5) (χ2 — 2χ — 6) + 14χ + 28 = 14(χ + 2)

(χ2 + 5) (χ2 — 2χ — 6) + 14χ + 28 = 14 χ + 28 

(χ2 + 5) (χ2 — 2χ — 6) = 0

και επειδή χ2 + 5^0 για κάθε χ ε Μ, έχουμε ότι χ 2 — 2χ — 6 = 0 δηλαδή

2± 2^ = 2±2/7 =1 + >/7χ = ■



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ) = —χ3 — 4χ2 — χ + 6 . 

α) Να λύσετε την ανίσωση Ρ(χ) < 0 .

(Μονάδες 10)
β) Από τα παρακάτω σχήματα, ένα μόνο μπορεί να αντιστοιχεί στην γραφική παράσταση 
της πολυωνυμικής συνάρτησης Ρ (χ ) . Να βρείτε ποιο αιτιολογώντας την απάντησή σας.

(Μονάδες 7)
γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση Ρ(χ) = 1ηχ έχει μοναδική λύση την χ = 1.

(Μονάδες 8 )





ΛΥΣΗ

α) Το Ρ(χ) = —χ3 — 4χ2 — χ + 6  έχει άθροισμα συντελεστών ίσο με το 0, οπότε έχει ρίζα το 1. 

Το σχήμα Ηθγπθγ για τη διαίρεση Ρ(χ) : (χ — 1) φαίνεται στο παρακάτω σχήμα

-1 -4 -1 6 1

-1 -5 -6
-1 -5 -6 0

Συνεπώς η ανίσωση Ρ(χ) < 0 γίνεται ισοδύναμα (χ —1)(—χ2 — 5χ — 6 ) < 0 .

Ο πίνακας προσήμου του (χ —1)(—χ2 — 5χ — 6 ) φαίνεται στον παρακάτω πίνακα προσήμων

X -οο _3 _2 1 +οο

χ-1 - - - < +

—χ 2 — 5χ — 6 - <3 + <3 - -

(.χ — 1) ( χ^ — 5χ -  6) + (> - <3 + <3 -

Συνεπώς η ανίσωση Ρ(χ) < 0 αληθεύει για κάθε χ  ε  ( - 3 ." 2) ( 1, + « ) . 

β) Με βάση το α) ερώτημα, η γραφική παράσταση της πολυωνυμικής συνάρτησης Ρ( χ) θα 

πρέπει να είναι κάτω από τον άξονα χχ ' , για κάθε χ  ε  Η —2 )  ( 1, +® ). Το μόνο από τα 

δοσμένα σχήματα που ικανοποιεί αυτήν την απαίτηση είναι το γ.
Εναλλακτικά, αφού Ρ(0) = 6  θα πρέπει η γραφική παράσταση να διέρχεται από το σημείο 

(0 ,6 ) και το μόνο σχήμα που ικανοποιεί αυτήν την απαίτηση είναι το γ. 
γ) Αν στο σχήμα γ συμπληρώσουμε τη γραφική παράσταση της 1ηχ όπως φαίνεται 
παρακάτω, θα διαπιστώσομε ότι έχουν ένα μόνο κοινό σημείο με τετμημένη 1 , που 
σημαίνει ότι η εξίσωση Ρ(χ) = 1ηχ έχει μοναδική λύση την χ = 1 .

Εναλλακτικά, η εξίσωση Ρ(χ) = 1ηχ ορίζεται για χ > 0 .

Για χ > 1 έχουμε ότι Ρ(χ) < 0 < 1ηχ που σημαίνει ότι η εξίσωση Ρ(χ) = 1ηχ δεν έχει ρίζα στο

(1, +<»).

Επίσης για 0 < χ < 1 έχουμε ότι 1ηχ < 0 <Ρ(χ) που σημαίνει ότι η εξίσωση Ρ(χ) = 1ηχ δεν 

έχει ρίζα στο (0 , 1) .

Τέλος Ρ(1) = 1η 1 = 0 που σημαίνει ότι η εξίσωση Ρ(χ) = 1ηχ έχει μοναδική λύση την χ = 1.
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ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η παράσταση Α  = 1η
(  6 2.

6 —

α) Να λύσετε την ανίσωση
2 1ω -1

ω -3

-1 ϊ  
3 ) '

> 0.

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του χ ορίζεται η παράσταση Α .

γ) Να λύσετε την εξίσωση Α  = — 1η3 .

(Μονάδες 8 ) 

(Μονάδες 8 ) 

(Μονάδες 9)



ΛΥΣΗ

ω2α) Η ανίσωση > 0 με ωΦ3 είναι ισοδύναμη με την (ω2 — 1)(ω — 3) > 0 .
ω —3

Το πρόσημο του ( ω2 — 1) ( ω — 3)  φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.

ω -οο _ί ί 3 +0°

ω-3 - - - <5 +

^ 2 - 1 + <5 - <5 + +

ε I ο̂ο ΊΓ
[Ο 1 1—1 - <5 + <5 - <3 +

2ω — 1Συνεπώς η ανίσωση > 0 αληθεύει για κάθε ω € ( —Μ ) ( 3, + « ) .
ω —3

β) Η παράσταση Α  ορίζεται για κάθε πραγματική τιμή του χ για την οποία ισχύει

> 0  που όπως δείξαμεβ2 χ —1 β2 χ —1> 0 .Αν θέσουμε βχ = ω η ανίσωση > 0 γίνεται
2ω — 1

ω —3βχ — 3 βχ — 3

στο α) αληθεύει για ω € Η 1)  (  3, + « ) .

Συνεπώς θα πρέπει —1 <ω< 1 ο —1 < 6 Χ < 1 ο χ  < 0 ή ω > 3 ο 6 Χ > 3 ο χ  > 1η3 

Τελικά η παράσταση Α  ορίζεται για κάθε χ  ε ( —̂ ,0)^(1η3, +<»).

γ) Η εξίσωση Α  = —1η3 ορίζεται για κάθε χ  ε ( —̂ ,0)^(1η3, +<») και γίνεται ισοδύναμα

1η ί β 2χ — 1  ̂
V βχ — 3 γ

= 1η 3 1 ο

β2 χ —1 1= ο
βχ — 3 3
3β2χ — 3 = βχ — 3 ο  
3β2 χ — βχ = 0 ο

βχ φ0
βχ (3βχ —1) = 0  ο  

3βχ — 1 = 0 ο

βχ = ο  
3

χ = 1η

και επειδή 1  < 1 ο  1η 1  < 0  η λύση χ = 1η 1  είναι δεκτή.
3 3 3

1



ΘΕΜΑ 4
—

Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = — Ιηχ2, χ Φ 0 .
2

α) Να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς τον άξονα ν ν .
(Μονάδες 5)

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε χ > 0 ισχύει ί(χ) = Ιηχ .

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της ί(χ) = — Ιηχ2, χ Φ 0 .
2

(Μονάδες 6 )

(Μονάδες 7)
δ) Να βρείτε για ποιες τιμές του χ η γραφική της παράσταση είναι κάτω από την ευθεία ν = 2.

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το Α = Μ - {0 } .

Γ ια κάθε χ ε  Α , είναι φανερό ότι -χ ε  Α και

ί(-χ) = 1 1η(—χ)2 = —Ιηχ2 = ί(χ) 
2 2

Επομένως η ί  είναι άρτια, οπότε η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς τον άξονα γ'γ . 

β) Για κάθε χ > 0 έχουμε:
1 1  1ί(χ) = - Ιη χ 2 = —Ιη |χ |2 = 2 · - Ιη |χ |=  Ιη|χ|= Ιηχ 
2 2 2

γ) Η γραφική παράσταση της ί  φαίνεται
στο διπλανό σχήμα και, σύμφωνα με τα
προηγούμενα ερωτήματα, προκύπτει
αν σχεδιάσουμε τη γραφική
παράσταση της συνάρτησης
ί(χ) = Ιηχ, χ > 0 και στη συνέχεια

θεωρήσουμε το συμμετρικό του 
σχήματος ως προς τον άξονα γ'γ . 

δ) Η γραφική παράσταση της ί  είναι κάτω από την ευθεία γ = 2 , μόνο όταν ί(χ) < 2. Με χ ̂  0 

έχουμε:
-

ί(χ )< 2 ^  Ιηχ2 < 2 ^ Ιη χ 2 < 4 ^ χ 2 <θ4 ^>|χ|<θ2 ^ - θ 2 <χ < θ2 
2

Άρα, η γραφική παράσταση της ί  είναι κάτω από την ευθεία γ = 2 για κάθε χ με χ ε  (-θ2, 0) ̂ (0, θ2)



ΘΕΜΑ 4

Δίνονται οι συναρτήσεις / ( χ )  = χ 4- 3 χ 2- 4  και £ ·(χ) = - χ 2+4 με πεδίο ορισμού το Μ. 

α) Να δείξετε ότι / (- χ )  = / (χ ) και £■(—χ) = £·(χ) για κάθε χ ε  Κ .

(Μονάδες 7)
β) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται μέρος των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων /  και 

§  ■

Αφού μεταφέρετε το σχήμα στην κόλλα σας, να συμπληρώσετε τις γραφικές παραστάσεις σε 
όλο το Κ  . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

(Μονάδες 6 )
γ) Να λύσετε , αλγεβρικά ή γραφικά: 

ί. την εξίσωση /  ( χ) = §  ( χ ) ■

(Μονάδες 6 )

ίί. την ανίσωση / ( χ) < § (χ ) ■

(Μονάδες 6 )



ΛΥΣΗ

α) Οι συναρτήσεις /  και § έχουν πεδίο ορισμού το Κ ,  άρα έχουμε χ ε  Μ => -χ  ε  Μ .

Επιπλέον /  ( - χ) = ( - χ) 4 -  3 ( - χ ) 2 -  4 = χ4 -  3χ2 -  4 = /  ( χ) .

Όμοια §  ( - χ) = - ( - χ ) 2 + 4 = -  χ2 + 4 = §  ( χ) .

β) Από το α) ερώτημα οι συναρτήσεις /  και § είναι άρτιες. Η γραφική παράσταση άρτιας 

συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς τον άξονα & .  Επομένως οι γραφικές παραστάσεις των 

/  και § συμπληρώνονται όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

γ)
ί. Έχουμε / ( χ) = § ( χ) Ο  χ4 - 3χ2 - 4  = - χ 2 + 4 Ο  χ4 -  2χ2 -8  = 0 . (1 )

Θέτουμε χ 2 = γ , οπότε (1): γ 2 -  2γ  -  8 = 0 με Δ = 36 και γ λ = - 2,γ 2 = 4 , άρα χ2 = - 2 που

είναι αδύνατη ή χ2 = 4 Ο  χ  = - 2 ή χ = 2 που είναι οι ζητούμενες λύσεις. 

ίί. Γραφικά, λύση της ανίσωσης /  (χ )<  §  (χ ) είναι οι τιμές του χ για τις οποίες η γραφική 

παράσταση της § είναι πάνω από την γραφική παράσταση της / .  Οπότε η ανίσωση 

αληθεύει για χ ε  ί - 2 , 2 )  ·



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ) = α χ 3 + β χ 2 + χ ,  με α , β & Έ  και α ^ Ο ,  το οποίο έχει 3 

ακέραιες ρίζες διαφορετικές ανά δύο. 
α) Να βρείτε τισ ακέραιεσ ρίζεσ του Ρ(  χ ) .

(Μονάδεσ 7)
β) Να αποδείξετε ότι α  = —1 και β  = 0 .

(Μονάδεσ 6 )
γ) Με α  = — 1 και β  = 0 ,

ί. να λύσετε την ανίσωση Ρ(χ) > 0.

(Μονάδεσ 6 )

ίί. να αποδείξετε ότι Ρ(1ο§·\/Ϊ0) > 0.

(Μονάδεσ 6 )



ΛΥΣΗ

α) Είναι Ρ(χ) αχ3 + β χ2 + χ = χ (αχ2 + βχ + 1) , οπότε έχει μία ρίζα τη χ = 0 . Συνεπώς οι

άλλες δύο ακέραιες ρίζες, θα είναι ρίζες του τριωνύμου α χ 2 + β χ  + 1 , που επειδή έχει 

ακέραιους συντελεστές, θα πρέπει οι δύο αυτές ακέραιες ρίζες να είναι διαιρέτες του 
σταθερού όρου, δηλαδή του 1. Δεδομένου ότι οι μόνοι διαιρέτες του 1 είναι το 1 και το -1, 
συμπεραίνουμε ότι οι άλλες δύο ακέραιες ρίζες είναι το 1 και το -1 .
Τελικά το Ρ ( χ) έχει ρίζες τους αριθμούς 0 , 1 και -1. 

β) Είναι Ρ (1) = 0 ^ α  + β  + 1 = 0 (1).

Επίσης Ρ (-1 ) = 0 < ^ - α  + β - 1  = 0 (2).

Με πρόσθεση κατά μέλη των (1) και (2) έχουμε ότι 2 β  = 0 ^  β  = 0 και με αντικατάσταση 

στην (1 ) έχουμε ότι α  = - 1 .

γ) Με α = -1 και β  = 0 είναι Ρ(χ)  = - χ3 + χ = χ(1 -  χ 2)

ί. Το πρόσημό του Ρ(χ) φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.

X -οο _ί 0 1 +0°

X - - > + +

1 - χ 2 - (» + + <) -

Ρ ( χ ) + ί) - <> + ) "

Συνεπώς η ανίσωση Ρ(χ) > 0 αληθεύει για κάθε χ ε

__  1 1 1 1
ίί. Είναι Ιο^/ϊϋ = 1ο§102 = — · 1ο§10 = — ·1 = —, οπότε

2 2 2

( - » , - 1) ^ ( 0 , 1) .

Ρ (1ο ^ / Ϊ0 ) = Ρ (1 ) > 0 , αφού όπως

δείξαμε παραπάνω Ρ (χ) > 0 για χ ε  ( 0,1) ·



ΘΕΜΑ 4

Ένα πολυώνυμο Ρ(χ) διαιρούμενο με το πολυώνυμο 4χ2 -1 δίνει πηλίκο 3χ — 2 και 

υπόλοιπο 1.
α) Να λύσετε την εξίσωση Ρ (χ) = 1.

β) Να αποδείξετε ότι Ρ(1ο§5) Φ1.

(Μονάδες 10)

(Μονάδες 10)
γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση Ρ(χ) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (—1,0) .

(Μονάδες 5)



ΛΥΣΗ

α) Από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουμε Ρ (χ ) = (4χ2 — 1)(3χ — 2) + 1, οπότε η ζητούμενη 

εξίσωση γίνεται ισοδύναμα

Ρ(χ) = 1 (4χ2 — 1)(3χ — 2) + 1 = 1 (4χ2 — 1)(3χ—2) = 0

1 2Εύκολα πλέον βρίσκουμε ότι οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι αριθμοί ± — και — .
2 3

β) Δείξαμε στο α) ότι αριθμοί που ικανοποιούν την εξίσωση Ρ (χ ) 1 είναι οι ± 1  και
2

2

3 .

Συνεπώς για να ήταν Ρ(1ο§ 5) = 1, θα έπρεπε 1ο§ 5 1  ή 1ο§5 1  ή 1ο§5 2  

3 .

Όμως 1ο§5 Φ — 1  αφού 5 > 1 ^  1ο§5 > 0.

1 1
Επίσης 1ο§5 = — « ·  5 = 102 5 = ^|—0 το οποίο είναι άτοπο .

2  2 I----Τέλος 1ο§5 = — ^  5 = 103 ^  5 = ·ν102 το οποίο επίσης είναι άτοπο. 

Συνεπώς Ρ(1ο§ 5) Φ1.

γ) Είναι Ρ (χ ) = (4χ2 — 1)(3χ — 2) + 1, οπότε Ρ (—1) = (4(—1) 2 —1)(3(—1) — 2) +1

Ρ (0 ) = (—1)(—2 ) + 1 = 3.

14 και

Αφού οι τιμές Ρ (—1), Ρ (0) είναι ετερόσημες, η εξίσωση Ρ (χ ) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα

στο (—1, 0 ) .



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση / (χ )  = χ 4 + κχ — 1, με κ £ ΐ .
α) Να βρείτε την τιμή του κ £ ΐ  για την οποία / ( —χ) = / (χ ) ,  για κάθε χ Ε 1 .

(Μονάδες 6 )
β) Για κ = 0,

ί. να δείξετε ότι η συνάρτηση /  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( —“ , 0 ],
(Μονάδες 6 )

ίί. να δείξετε ότι / (χ )  > —1 για κάθε χ Ε 1 ,
(Μονάδες 6 )

ίίί. να βρείτε τα χ Ε 1  για τα οποία η γραφική παράσταση της /  βρίσκεται κάτω από τον 
άξονα χ'χ.

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης /  είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών Μ.
Για τη συνάρτηση /  έχουμε:
/ ( —χ) = / (χ )  ^  ( —χ )4 + κ ( - χ )  — 1 = χ 4 + κχ — 1 ^  χ 4 — κχ — 1 = χ 4 + κχ — 1 ^  
2κχ = 0 για κάθε χ £ Μ. Άρα το 2κχ είναι το μηδενικό πολυώνυμο, οπότε 2κ = 0 και 
ισοδύναμα κ = 0 .
β) Για κ = 0, η συνάρτηση /  είναι: / (χ )  = χ 4 — 1.

ί. Με χ 1 < χ2 < 0 ^  χ 14 > χ24 ^  χ 14 — 1 > χ24 — 1
Άρα: / ( χ 1) > / ( χ 2 ). Επομένως η συνάρτηση /  είναιγνησίως φθίνουσα για 
χ £ ( —̂ , 0 ].

ίί. Έχουμε: / (χ )  > —1 ^  χ 4 — 1 > —1 ^  χ 4 > 0, που ισχύει για κάθε χ £ Μ. 
ίίί. Γ ια να βρούμε τα χ £ Μ για τα οποία η γραφική παράσταση της /  βρίσκεται κάτω από 

τον άξονα χ'χ, λύνουμε την ανίσωση:
. „ „ χ2 + 1>0 _

/ (χ )  < 0 ^ χ 4 — 1 < 0 ^ (  χ 2 — 1 ) · (χ 2 + 1 ) < 0  χ 2 — 1 < 0 ^
(χ — 1 ) · (χ  + 1 ) < 0 .
Άρα χ £ ( —1,1). Επομένως η γραφική παράσταση της συνάρτησης /  βρίσκεται 
κάτω από τον άξονα χ'χ για χ £ ( —1 , 1 ).



ΘΕΜΑ 4

Δίνονται οι συναρτήσεις / (χ )  = ρ ημχ, ρ(χ)  = η μ(ω χ) , όπου ρ,ω  > 0 .
α) Να βρεθούν οι τιμές των ρ , ω, αν είναι γνωστό ότι η ελάχιστη τιμή της /  είναι — 2 και η
περίοδος της ρ  είναι π. Να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας.

(Μονάδες 6 ) 

β)
ί. Να κάνετε, στο ίδιο σύστημα αξόνων, τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

και ,

(Μονάδες 10)
ίί. Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων ή με 

οποιονδήποτε άλλο τρόπο, να αποδείξετε ότι 2  η μ —· > η μ —̂~.

(Μονάδες 9)



ΛΥΣΗ

α) Το ρ καθορίζει τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης / ,  που είναι ίση με ρ και την ελάχιστη 
τιμή της, που είναι ίση με -  ρ. Άρα ρ = 2.

Το ω καθορίζει την περίοδο της συνάρτησης ρ, που είναι ίση με —  .

,. 2 πΆρα ■ = π =  ω = 2 .
ω

β)
ί. Για τη συνάρτηση / ( χ )  =2ημχ,  με χ  Ε [Ο,π] , είναι:

X 0
π
2

π

/ (χ )  = 2ημχ 0 2 0

Για τη συνάρτηση ρ (χ) = η μ( 2 χ) ,  με χ Ε [Ο,π] , είναι:

χ 0
π
4

π
2

3 π
~ Τ

π

2 χ 0
π
2

π
ό π
Ύ 2π

ρ(χ)  = ημ{2χ) 0 1 0 - 1 0

Οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων, είναι:



ίί. Η ζητούμενη ανισότητα γράφεται ισοδύναμα

5π ΙΟπ 5π (  5π\ /5π \ /5π \
2ημ— > η μ — ^2ημ —  > η μ \ 2 · — ^ ! ^ > 9 \ - ψ )

Είναι: -  < — < π.2 9

Επομένως, από τις γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων προκύπτει ότι

/ ( ? ) > 0  και Η  ? )  < α

Ως εκ τούτου είναι ί  ( ~ )  > 9 ( ~ ) .



ΘΕΜΑ 4

Δίνονται οι συναρτήσεις ί(χ) =>/χΙηχ και §(χ) ^ / ίπ Χ . 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού τους.
(Μονάδες 4)

β) Να αιτιολογήσετε γιατί η γραφική παράσταση της ί 
είναι από τη γραφική παράσταση της § και πάνω.

(Μονάδες 5)
Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της ί. 
γ) ί. Να βρείτε τη μονοτονία της.

ίί. Να συγκρίνετε τους αριθμούς ί I I και ί I I.

(Μονάδες 4)

(Μονάδες 5)
δ) Να σχεδιάσετε την ευθεία γ = 1 - χ και να βρείτε γραφικά τη λύση της εξίσωσης ί(χ) = 1 - χ .

(Μονάδες 7)



ΛΥΣΗ

α) Η συνάρτηση ί  ορίζεται μόνο όταν χ > 0 και χΙηχ > 0 , δηλαδή μόνο όταν χ > 1, οπότε 

Α  = [1, + » ) .  Ομοίως η § ορίζεται μόνο όταν χ > 0 και Ιηχ > 0 , δηλαδή μόνο όταν χ > 1, οπότε 

Α§ = [1 , + μ ) . 

β) Με χ > 1 έχουμε:

ί(χ )- β(χ) = >/χΙηχ ->/ϊηχ =^/χ -  1^/ίηχ >0

αφού καθένας από τους όρους του γινομένου είναι μη αρνητικός. Επομένως, η γραφική 
παράσταση της ί  είναι από τη γραφική παράσταση της § και πάνω.
γ) ί. Από τη γραφική παράσταση της ί  προκύπτει ότι η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο 

πεδίο ορισμού της Α  = [1 , + μ ) .

Ρ , 5 7 25 -21  4 η , 5 7ιι. Επειδή -  = = > 0 , ισχύει — > — και αφού η ί  είναι γνησίως αύξουσα
3 5 15 15 3 5

συμπεραίνουμε ότι ίI Ι> ίI I .

δ) Η ευθεία ε :γ  = 1 -  χ τέμνει τους άξονες χ 

όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα, 
απ' όπου προκύπτει ότι το μοναδικό 

κοινό σημείο της με την Α  είναι το 

(1,0). Αυτό σημαίνει ότι η εξίσωση 

ί(χ) = 1 -  χ έχει μοναδική ρίζα την 

χ = 1 .

'χ και γ'γ στα σημεία (1 , 0 ) και (0 ,1 ) αντίστοιχα

Επισήμανση.
Στο πλαίσιο μιας αλγεβρικής λύσης θα μπορούσαμε να αναζητήσουμε ρίζες στο διάστημα 
[1 , + μ ) , να διαπιστώσουμε ότι ο αριθμός 1 είναι η μία ρίζα της και να αποδείξουμε ότι αν 

χ > 1 έχουμε ί(χ) > ί(1 ), δηλαδή ί(χ) > 0  και 1 -  χ < 0 , οπότε η εξίσωση δεν έχει ρίζα 

μεγαλύτερη από τη μονάδα.



ΘΕΜΑ 4

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τμήμα της γραφικής παράστασης της συνάρτησης

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας Α Β .
(Μονάδες 6 ) 

β)
ΐ. Να αποδείξετε ότι / ( - χ) = - / (χ) για κάθε χ £ Μ .

(Μονάδες 5)
Π. Να μεταφέρετε στην κόλλα σας το σχήμα και να συμπληρώσετε τη γραφική 
παράσταση της /  για χ < 0 .

(Μονάδες 6 )
3γ) Αν η ευθεία Α Β  έχει εξίσωση ν = -  χ , με χρήση του β) ερωτήματος ή με όποιον άλλο
4

τρόπο θέλετε, να βρείτε τα κοινά σημεία της ευθείας με την γραφική παράσταση της / .

(Μονάδες 8 )



ΛΥΣΗ

α) Η ευθεία Α Β  έχει εξίσωση της μορφής ( ε ) : γ  = αχ + β .  Το σημείο Α  

σημείο της ( ε ) ,  άρα:

3- -  = α · 1 + β  (1 ).4

Το σημείο Β (  4, -3 ) είναι σημείο της ( ε ) , άρα:

-3 = α · 4 + β  (2 ).

Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων (1) και (2):

Λ Λ Γ 'Λ = 3
3

-  = α ·1 + β (-) 3α = -3  + - α
" 44 ο< 4 ^  <
ί  3 Ί
1 4 )

«·<
-3 = α · 4 + β 4α + β  = -3 4· + β  = -3

α = —
4

β  = ο.

1  -  4 14 )
είναι

3
Άρα η ευθεία Α Β  έχει εξίσωση ( ε ) : _γ = - —χ .

β)

ί  ι1 3χ -  X 
4 = -  / ( χ ) .

ϊ. Για κάθε χ 6 Ε  ισχύει και - χ  6 Ε . Έχουμε:

/  ( - χ ) = \ ( -χ  )3 - ( - χ ) = -  4 χ3

ϊί. Στο βϊ) αποδείξαμε ότι / (- χ ) = - / (χ) για κάθε χ 6 Ε  , δηλαδή ότι η /  είναι περιττή. 

Συνεπώς η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς την αρχή των αξόνων 

( 0 . 0 ) :

3



'  3 ^

γ) Εξαιτίας της συμμετρίας της γραφικής παράστασης της /  ως προς το ( 0 ,0 ) , το σημείο

ν 1’ 4 /
θα ανήκει στη γραφική παράσταση η οποία διέρχεται και από το (0 ,0 ) . Όμως τα 

σημεία αυτά ανήκουν και στην ευθεία Α Β . Άρα τα κοινά σημεία της ευθείας και της

1 3 3Εναλλακτικά, θα λύσουμε την εξίσωση χ -  χ = -  χ . Έχουμε ισοδύναμα:
4 4

1 3
χ -  χ = -  χ 

4 4
χ 3 -  4 χ + 3 χ  = 0 ^  

χ 3 -  χ = 0 

χ (χ 2 - 1) = 0 ^  

χ = 0 ή  χ = 1 ή χ  = -1.

Άρα τα κοινά σημεία είναι τα
ί

1  -  4
, ( 0 , 0 ) και 4λ4 ,



ΘΕΜΑ 4

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τμήμα της γραφικής παράστασης της συνάρτησης

1 3/ ( χ) = χ4 + αχ  , χ £ Μ, α £  Μ και το σημείο Α  - 1,
4  ̂ 4

αυτής.

α) Να δείξετε ότι α  = -1 .
(Μονάδες 6 )

β) Για α = - 1 ,
ι. Να αποδείξετε ότι /  ( -  χ) = /  (χ) για κάθε χ £ Μ .

(Μονάδες 5)
ΐΐ. Να μεταφέρετε στην κόλλα σας το σχήμα και να συμπληρώσετε τη γραφική 
παράσταση της /  για χ > 0 .

γ) Αφού επιβεβαιώσετε ότι / ^ - ^ 3 )

(Μονάδες 6 )
3 , με χρήση του β) ερωτήματος ή με όποιον άλλο
4 3

3τρόπο θέλετε, να βρείτε τα κοινά σημεία της ευθείας γ  = - ^ με την γραφική παράσταση

της /  .

(Μονάδες 8 )



ΛΥΣΗ

( - 2 , 0 ) , οπότε έχουμε ισοδύναμα:

/  ( - 2  ) = 0  ο

-  ( - 2  ) 4 + « ' ( - 2 ) 2 = 0  ο

4 + 4α = 0 ο  
α = -1.

α) Όπως φαίνεται στο σχήμα, η γραφική παράσταση της /  τέμνει τον χ 'χ άξονα στο

β)

ΐ. Έχουμε /  (χ) = -  χ4 4
-  χ2. Για κάθε χ ε Μ ισχύει και -χ  ε Μ . Οπότε:

/  (-χ ) = 4  ( -χ  )4 - ( -χ  )2 = 4  χ4 -  χ2 = /  (χ ) .

μ. Στο βϊ) αποδείξαμε ότι /  ( -  χ) = /  (χ) ,  δηλαδή ότι η /  είναι άρτια. Συνεπώς η 

γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς τον γ 'γ  άξονα:

γ) Πραγματικά / ( - ^ 3 )  = 4 (- ^ 3 )  -(-> /3 ) = 9 - 3  = - 4 , οπότε το σημείο - λ/3 ,-

ανήκει στη γραφική παράσταση της / .

Γ
η

 
|



Εξαιτίας της συμμετρίας της γραφικής παράστασης της /  ως προς τον γ ’γ άξονα, τα

σημεία 1, -  3 ] και
ί  τΛ
73 , -  34 ) 4 )

γ  = - 4  εχει τεσσερα κοινά σημεία με αυτήν, τα ί - 1, -  3  ] 1, -  3  ] / 11

1 4 ) 1 4 ) 4 4 )
και

ί  τΛ
3, -  44

3Εναλλακτικά, θα λύσουμε την εξίσωση /  (χ) = -  —. Εχουμε ισοδύναμα:

3
/  ( χ  ) = - - Ο  

1 — 2 3χ4 -  χ2 = -  Ο  
4 4
χ4 -  4 χ2 + 3 = 0 Ο  
χ2 = 1 ή χ2 = 3

Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι τέσσερις: χ = - 1, χ = 1, χ = - λ/3, χ = λ/3 και συνεπώς τα

3κοινά σημεία της ευθείας γ = - 4  με την γραφική παράσταση της /  είναι τα
ί 3
ν-1’ -  47

1’ -  3  ]  4 )
- λ/3, -

3 ̂  'και
4 )

73,- 3
ν 4



ΘΕΜΑ 4

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο με εμβαδό Ε  = 60ο η 2 , του οποίου η υποτείνουσα είναι κατά 
2αη  μεγαλύτερη από τη μία κάθετη πλευρά. Αν ονομάσουμε χ το μήκος αυτής της 
κάθετης πλευράς και γ  το μήκος της άλλης κάθετης (σε αη  ), τότε: 

α) Να δείξετε ότι ο αριθμός χ ικανοποιεί την εξίσωση:

χ3 + χ 2-3600 = 0 .
(Μονάδες 10)

β) Αν γνωρίζετε ότι το μήκος της πλευράς χ είναι αριθμός ακέραιος και μικρότερος του 16, 
να βρείτε την τιμή του χ καθώς και τα μήκη των άλλων πλευρών του τριγώνου.

(Μονάδες 10)
γ) Να βρείτε το πλήθος των ορθογωνίων τριγώνων που ικανοποιούν τα αρχικά δεδομένα 
του προβλήματος. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

(Μονάδες 5)



ΛΥΣΗ

α) Το ορθογώνιο τρίγωνο που ικανοποιεί τα δεδομένα έχει κάθετες πλευρές χ , γ και

χγ 12 0
υποτείνουσα ( χ + 2 ) . Το εμβαδόν του είναι Ε  = 6 0 ^ 2, οπότε: = 60 «  γ = και από

2  χ
120

το Πυθαγόρειο θεώρημα:

(χ + 2 )2 = χ2 + _γ2

( χ + 2  ) — χ + ί  1 2 0 ^
χ )

2 Λ . 2 14400χ + 4 χ + 4 = χ +
χ

, 3600χ + 1  = ^

χ3 + χ2 -  3600 = 0. (1)
χ

β) Οι πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης χ3 + χ2 -3600 = 0 που είναι μικρότερες του 16 
και είναι θετικοί αριθμοί (το χ είναι μήκος πλευράς τριγώνου), είναι οι 
1,2,3 ,4,5,6,8,9,10,12 και 15. Οι αριθμοί που είναι μικρότεροι του 10 δεν μπορεί να είναι

ρίζες, γιατί το άθροισμα (χ3 + χ2) πρέπει να ισούται με 3600. Παρατηρούμε ότι

103 + 102 -  3 6  00 Φ 0 , άρα το 10 δεν είναι ρίζα της εξίσωσης, όπως δεν είναι και το 12.

Καταλήγουμε στο 15 και κάνουμε τη διαίρεση ( χ3 + χ2 -  3600)^ ( χ -15 ) :

Οπότε η εξίσωση (1) γράφεται: ( χ - 1 5 ) (χ2 + 16χ + 240) = 0.

Η μόνη λύση της εξίσωσης είναι χ = 15, γιατί η χ2 + 16χ + 240 = 0 είναι αδύνατη 
( Δ = -704 < 0 ).



120Άρα οι κάθετες πλευρές του τριγώνου είναι 1 5 ^  και
15

8ομ . Η υποτείνουσα είναι

15 + 2 = 1 7 ^  .

γ) Ένα είναι το ορθογώνιο τρίγωνο που ικανοποιεί τα αρχικά δεδομένα του προβλήματος 

και αυτό είναι το τρίγωνο που βρήκαμε στο β) ερώτημα, γιατί η εξίσωση χ3 + χ2 -  3600 = 0 

δεν έχει άλλη λύση εκτός από την χ = 15.


