9ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ  (ΣΕ ΤΡΙΓΩΝΟ)               
	► (§9.1) ΟΡΘΕΣ ΠΡΟΒΟΛΕΣ
· Ορθή προβολή σημείου A σε ευθεία ε: Είναι το ίχνος 
[image: image1.wmf]A

¢

 της καθέτου στην ευθεία.

· Ορθή προβολή τμήματος ΓΔ σε ευθεία ε: Είναι το τμήμα 
[image: image2.wmf]¢¢

GD

 όπου 
[image: image3.wmf]¢

G

 και 
[image: image4.wmf]¢

D

 είναι οι ορθές προβολές των άκρων του πάνω στην ευθεία.

      Ειδική περίπτωση: 

· Αν το σημείο Β βρίσκεται πάνω στην ευθεία ε η ορθή προβολή του 
[image: image5.wmf]B

¢

είναι το ίδιο το σημείο Δηλαδή 
[image: image6.wmf]¢

BºB

.

· Τις ορθές προβολές θα τις λέμε απλά προβολές.

[image: image7.png]



ΆΣΚΗΣΗ 1

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσος ΑΜ. Να βρείτε:
i) τις προβολές των ΑΒ, ΑΓ, ΑΜ πάνω στην ευθεία ΒΓ,
ii) τις προβολές των ΑΒ, ΒΓ, ΑΜ, ΜΓ πάνω στην ευθεία ΑΓ,
iii) τις προβολές των ΑΒ, ΑΓ, ΒΜ, ΜΓ πάνω στην ευθεία ΑΜ.
ΆΣΚΗΣΗ 2

Δίνεται αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  (
[image: image8.wmf]µ

A

 αμβλεία). Να βρείτε:
i) τις προβολές των ΑΒ, ΑΓ  πάνω στην ευθεία ΒΓ,
ii) τις προβολές των ΑΒ, ΒΓ πάνω στην ευθεία ΑΓ,
iii) τις προβολές των ΑΓ, ΒΓ πάνω στην ευθεία ΑΒ.

ΆΣΚΗΣΗ 3

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image9.wmf]ˆ

A90

=°

).Να βρείτε:
i) τις προβολές των κάθετων πλευρών στην υποτείνουσα,
ii) τις προβολές του ύψους υα πάνω στις κάθετες πλευρές.

► (§9.2)  ΤΟ ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

[image: image10.wmf]a

 Θεώρημα Ι                                   (Απόδειξη σελ.44)
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο μιας κάθετης πλευράς του είναι ίσο με το γινόμενο της υποτείνουσας επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα.

[image: image11.png]



Δηλαδή 
Αν ΑΔ το ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ

τότε 
[image: image12.wmf]2
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[image: image13.wmf]a

Πόρισμα 1                                          
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, ο λόγος των τετραγώνων των κάθετων πλευρών του είναι ίσος με το λόγο των προβολών τους πάνω στην υποτείνουσα.

Δηλαδή

Αν 
[image: image14.wmf]ˆ
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 τότε  
[image: image15.wmf]2
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· Ερώτηση κατανόησης 2 σελίδα 46
	
[image: image16.wmf]a

Θεώρημα ΙΙ (Πυθαγόρειο)          (Απόδειξη σελ. 45)
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το άθροισμα των τετραγώνων των κάθετων πλευρών του είναι ίσο με το τετράγωνο της υποτείνουσας.


[image: image17.png]



Δηλαδή  

Αν 
[image: image18.wmf]ΑΒΓ ορθογώνιο τρίγωνο
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τότε 
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[image: image21.wmf]a

Θεώρημα ΙΙΙ (Αντίστροφο του Πυθαγορείου)         
                                                                       (Απόδειξη σελ. 45)
Αν 
[image: image22.wmf] 

τρίγωνο στο οποίο 
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ΑΒ+ΑΓ=ΒΓ

τότε 
[image: image23.wmf]ˆ
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[image: image24.wmf] 

[image: image25.wmf]a

Θεώρημα ΙV                               (Απόδειξη σελ. 45)
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο με το γινόμενο των προβολών των κάθετων πλευρών του στην υποτείνουσα.


[image: image26.png]



Δηλαδή αν ΑΔ το ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ

τότε 
[image: image27.wmf]{
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[image: image28.wmf]a

Επιπλέον Μετρικές σχέσεις   (Εφαρμογή 2 σελ 46)
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ (
[image: image29.wmf]ˆ
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) ισχύει:


[image: image30.wmf]a
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9ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ (ΣΕ ΤΡΙΓΩΝΟ)      
	►ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ
1) Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα των δύο πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο της την τρίτη πλευρά και ίσο με το μισό της.                            
Αν
[image: image34.wmf]    
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2) Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλληλη προς μια πλευρά του, τότε η ευθεία αυτή διέρχεται απ’ το μέσο της τρίτης  πλευράς του.     

Αν 
[image: image37.wmf]||
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 τότε  

   το Ε είναι μέσο της ΑΓ
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3) Η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου που φέρουμε από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας.                                                    
αν 
[image: image39.wmf]  
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Αντίστροφα
4)   Αν η διάμεσος ενός τριγώνου ισούται με το μισό της αντίστοιχης πλευράς,  τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά αυτή.                       
αν 
[image: image42.wmf] 
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5) Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία του ισούται με 30°, τότε η απέναντι πλευρά από την γωνία αυτή είναι το μισό της υποτείνουσας                                         
αν 
[image: image45.wmf] 
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 τότε  ΑΓ =
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	Αντίστροφα
6)   Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια πλευρά του είναι το 
   μισό  της υποτείνουσας  τότε η απέναντι γωνία από 
   την πλευρά αυτή ισούται με 30°                   
αν
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τότε 
[image: image49.wmf]ˆ
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ΆΣΚΗΣΗ 4                                                (Θ.ΙΙ)
Υπολογίστε το ύψος και το εμβαδόν του ισόπλευρου τριγώνου συναρτήσει της πλευράς του α.

ΆΣΚΗΣΗ 5

Δίνεται ορθογ. τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image51.wmf]ˆ
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=°

) με διάμεσο μα = λ και πλευρά β = 
[image: image52.wmf]3

l

. Να υπολογιστούν οι γωνίες 
[image: image53.wmf]ˆ

B

, 
[image: image54.wmf]ˆ

G

 και το υα.

ΆΣΚΗΣΗ 6

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image55.wmf]ˆ
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). Αποδείξτε ότι 
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· Εμπέδωσης 2 σελ.47  (Θ.ΙΙ)  

· Αποδεικτική 1 σελ. 47  (Θ. ΙΙΙ)                                    
· Αποδεικτική 2 σελ. 47  (Θ.Ι)                                               
· Αποδεικτική 3 σελ. 47  (Θ.ΙΙ)                                         
· Αποδεικτική 5 σελ. 47  (Θ.ΙΙ)  
· Ερώτηση κατανόησης 4 σελ.46
      Στο παρακάτω σχήμα να υπολογίσετε τα x και y.

[image: image57.png]



· Εμπέδωσης 1 σελ. 46
· Εμπέδωσης 3 σελ. 47
ΑΣΚΗΣΗ 7
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image58.wmf]ˆ
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 φέρουμε το ύψος ΑΔ. Αν ΑΓ = 20 και ΒΓ = 25, να υπολογιστούν τα μήκη των τμημάτων ΑΒ, ΒΔ, ΔΓ και ΑΔ.

ΑΣΚΗΣΗ 8
Στο διπλανό σχήμα  το τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο διαμέτρου ΑΒ = 10 και το τμήμα ΒΔ = 2. 

Να υπολογίσετε τα μήκη των τμημάτων ΒΓ, ΑΓ, και ΓΔ

[image: image59.png]



ΑΣΚΗΣΗ 9
Στο σχήμα 2 οι πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι τρεις διαδοχικοί άρτιοι αριθμοί. Να υπολογισθούν:

i) Οι πλευρές του τριγώνου   

ii) Οι προβολές των κάθετων πλευρών στην υποτείνουσα    

iii) το ύψος υα.

[image: image60.png]






9ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ  (ΣΕ ΤΡΙΓΩΝΟ)     

με ν φυσικό μεγαλύτερο ή ίσο 

	ου δύο.
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	► (§9.4)  ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΤΟΥ ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΥ    

                  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ (ΓΠΘ)

Τα παρακάτω θεωρήματα εκφράζουν το τετράγωνο της πλευράς τριγώνου που βρίσκεται απέναντι από οξεία ή αμβλεία γωνία  ως προς τις δύο άλλες πλευρές του τριγώνου. 


[image: image71.wmf]a

Θεώρημα Ι (Θεώρημα οξείας γωνίας)     (σελ.50)

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι από οξεία γωνία, είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του, ελαττωμένο κατά το διπλάσιο γινόμενο της μίας απ’ αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή. Δηλαδή
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 


[image: image72.wmf]ˆ

ο

A<90

  τότε   

α2 = β2 + γ2 – 
[image: image73.wmf]×

2

βΑΔ

 

(όπου AΔ η προβολή της γ πάνω στη β)

[image: image74.png]




[image: image75.wmf]a

Θεώρημα ΙΙ (Θεώρημα αμβλείας γωνίας)  (σ. 51)
Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι από αμβλεία γωνία, είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του, αυξημένο κατά το διπλάσιο γινόμενο της μίας απ’ αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή.


	Δηλαδή
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image76.wmf]ˆ

ο

A>90

  τότε   

α2 = β2 + γ2 – 
[image: image77.wmf]×

2

βΑΔ


(όπου AΔ η προβολή της γ πάνω στη β)

[image: image78.png]




[image: image79.wmf]a

Πόρισμα 1 (Κριτήριο για το είδος του τριγώνου  

                          ως προς τις γωνίες του)     (σελ. 52)  
Σε κάθε τρίγωνο ισχύουν οι ισοδυναμίες:

i)   
[image: image80.wmf]o
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A90
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]Û

 α2 < β2 + γ2   

ii)   
[image: image82.wmf]o
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 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]Û

 α2 = β2 + γ2     

iii)   
[image: image84.wmf]o
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>

 
[image: image85.wmf]Û

 α2 > β2 + γ2   

►Χρήσιμα συμπεράσματα!!!
Για να γνωρίζουμε το είδος του τριγώνου πρέπει να ξέρουμε το είδος της μεγαλύτερης γωνίας του. Όμως  την πληροφορία για τη μεγαλύτερη γωνία  την παίρνουμε απ’ τη μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου.

Γι’ αυτό όταν μου δίνουν τα  μήκη των πλευρών ενός τριγώνου, επιλέγω τη μεγαλύτερη πλευρά και συγκρίνω το τετράγωνο της με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο μικρότερων πλευρών.

Προσοχή!

Όταν μας δίνουν τρία ευθύγραμμα τμήματα με γνωστό μήκος πρέπει πρώτα να εξασφαλίσουμε ότι υπάρχει τρίγωνο απ’ αυτά. 
Επιλέγω το μεγαλύτερο σε μήκος και εξετάζω αν είναι μικρότερο απ’ το άθροισμα των δύο άλλων.  

[image: image86.wmf]a

Πόρισμα ΙΙ - Νόμος των συνημιτόνων (σελ.52)
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι σχέσεις: 

i) α2 = β2 + γ2 – 
[image: image87.wmf]ˆ

×
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βγσυνΑ
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ii) β2 = α2 + γ2 – 
[image: image89.wmf]ˆ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image90.wmf]ˆ
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iii) γ2 = α2 + β2 – 
[image: image91.wmf]ˆ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image92.wmf]ˆ
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Συμπέρασμα
Αν γνωρίζουμε τα μήκη των πλευρών ενός τριγώνου μπορούμε με το νόμο των συνημιτόνων να υπολογίσουμε τις γωνίες του.

ΑΣΚΗΣΗ 10
Βρείτε το  είδος του τριγώνου  (αν υπάρχει) με πλευρές που έχουν μήκος:

    i) 6,  7,  8     ii)  5,  8,  8    iii)  3,  3,  6     iv) 1,  5,  5    
    v) 1,  4,  5    vi) 2,  3,  6     vii) 
[image: image93.wmf]3
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[image: image94.wmf]2
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     viii) 
[image: image95.wmf]2
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[image: image96.wmf]3
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 ,  γ
· Ερώτηση κατανόησης 2 σελ. 55          
· Εμπέδωσης 1 σελ. 55
· Αποδεικτική 6 σελ. 55
· Αποδεικτικές  2, 3, 5  σελ.55 (Θ. Ι)
· Ερώτηση κατανόησης 1 σελ. 55 (Θ. ΙΙ)
· Αποδεικτικές  1, 4  σελ.55 (Θ. ΙΙ)

· Ερώτηση κατανόησης 4 σελ. 55 (Ν.Σ.)

· Εμπέδωσης 3, 4 σελ. 55 (Ν.Σ.)


9ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ (ΣΕ ΤΡΙΓΩΝΟ)   
	ΑΣΚΗΣΗ 11 
i) Δίνεται σκαληνό τρίγωνο ΚΛΜ με 
[image: image97.wmf]ˆ

K

 αμβλεία. Να εφαρμόσετε τη γενίκευση του πυθαγόρειου θεωρήματος για τις τρεις πλευρές του κ, λ, μ.

ii) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσος ΑΜ. Να εφαρμόσετε τη γενίκευση του πυθαγόρειου θεωρήματος για τις γωνίες 
[image: image98.wmf]ˆ
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 και 
[image: image99.wmf]ˆ
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ΑΣΚΗΣΗ 12

α) Βρείτε το  είδος του τριγώνου ΑΒΓ  με πλευρές που έχουν μήκος  α = 14, β = 15, γ = 13.

β) Βρείτε την προβολή της ΑΒ πάνω στη ΒΓ  

γ) Βρείτε το ύψος ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ
ΑΣΚΗΣΗ 13

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι α = 7, β = 5, γ = 
[image: image100.wmf]42

. Φέρνουμε το ύψος ΑΔ. Βρείτε:

    α) Το  είδος του τριγώνου ΑΒΓ 

    β) Την προβολή ΔΒ της ΑΒ πάνω στη ΒΓ

    γ) Το ύψος ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ και την 
[image: image101.wmf]ˆ

B


ΑΣΚΗΣΗ 14

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι α = 
[image: image102.wmf]3

g

, β = 
[image: image103.wmf]5

g

, γ = 
[image: image104.wmf]42

 και ΔΒ η προβολή της ΑΒ στη ΒΓ. Να αποδείξετε ότι:

i) 
[image: image105.wmf]ˆ
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ii) 
[image: image106.wmf]6

a

DB=

  (Θ. αμβλείας)
ΑΣΚΗΣΗ 15

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές για τις οποίες ισχύει η σχέση 
[image: image107.wmf]22

g=a+b+ab

. 

    α) Να βρείτε το είδος του τριγώνου.

    β) Να υπολογίσετε τη γωνία 
[image: image108.wmf]ˆ

G

.            (Υπόδειξη: Θ.αμβλείας ή Ν.Σ.)
ΑΣΚΗΣΗ 16  (Θ.Οξείας – Ιδιότ.Αναλογιών) 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου οι πλευρές γ, β, α είναι ανάλογες προς τους αριθμούς 4, 5, 6 αντίστοιχα.

i) Να βρείτε το είδος του τριγώνου.

ii) Αν ΑΔ η προβολή της γ πάνω στη β να αποδείξετε ότι 
[image: image109.wmf]A

30

a+b+g

D=


ΑΣΚΗΣΗ 17   (Θ. αμβλ.- ή Ν.Σ)
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο ισχύει η σχέση 
[image: image110.wmf]222

3

a=b+g+bg×

. Να υπολογισθεί η γωνία 
[image: image111.wmf]ˆ

A

.

ΑΣΚΗΣΗ 18

Δίνεται ένα αμβλυγώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Αν Δ είναι η προβολή του σημείου Β πάνω στην πλευρά ΑΓ, να   

αποδείξετε ότι 
[image: image112.wmf]2

2

a=b×GD


ΑΣΚΗΣΗ 19

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ για τις πλευρές του οποίου ισχύει 
[image: image113.wmf]222

2

b+g=a

. Φέρουμε τα ύψη ΒΕ και ΓΖ που τέμνονται στο Η.

    α) Βρείτε το είδος της γωνίας 
[image: image114.wmf]ˆ

A

.

    β) Αποδείξτε ότι 
[image: image115.wmf]2

a=b×AE+g×AZ


    γ) Αποδείξτε ότι ΒΗ2+ΓΗ2=2ΑΗ2.

(Υπόδειξη: β) Δύο φορές το Θ.Οξείας γωνίας γ) Θ.Οξείας γωνίας στα αντίστοιχα τρίγωνα και χρήση του (β) ερωτήματος)
	ΑΣΚΗΣΗ 20

Ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ έχει μία γωνία 45ο. Αν οι διαδοχικές πλευρές του είναι ΑΒ = α και ΑΔ = β να δείξετε ότι 
[image: image116.wmf]44

A

G×BD=a+b


(Υπόδειξη:  Θ.Οξείας + Θ. αμβλείας γωνίας στα αντίστοιχα τρίγωνα ή Ν.Σ. και πολλαπλασιασμό κατά μέλη )
ΑΣΚΗΣΗ 21
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο (O,R) με  β2 = α2+γ2+αγ  (1)  και 
[image: image117.wmf]ˆ

30

G=°

. 

Αν η εφαπτομένη στο Α τέμνει τη ΒΓ στο Δ να δείξετε ότι:

i) Η γωνία 
[image: image118.wmf]ˆ

B

 είναι αμβλεία και συγκεκριμένα 
[image: image119.wmf]ˆ

B120

=°

 (Υπόδειξη: Ν.Σ.)
ii) 
[image: image120.wmf]ˆ

A90

DB=°

 (Υπόδειξη: Γωνία χορδής και εφαπτομένης)
iii) 
[image: image121.wmf]32

b=a+g

 (Υπόδειξη: Δύο ορθογώνια τρίγωνα με μία γωνία 30ο-Πυθαγόρειο στο τρίγωνο ΑΔΓ ή αλλιώς Θ. αμβλείας στο ΑΒΓ)
[image: image122.png]fe)




ΕΚΤΟΣ ΔΙΔΑΚΤΕΑΣ ΥΛΗΣ 

► (§9.5) ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΔΙΑΜΕΣΩΝ 
Τα επόμενα θεωρήματα μας βοηθούν να υπολογίσουμε τις διαμέσους ενός τριγώνου (και τις προβολές τους στις πλευρές) από τα μήκη των πλευρών του τριγώνου. 

[image: image123.wmf]a

Θεώρημα Ι (1ο Θεώρημα Διαμέσων) (σελ.56)
Το άθροισμα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται με το διπλάσιο του τετραγώνου της διαμέσου που περιέχεται μεταξύ των πλευρών αυτών, αυξημένο κατά το μισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς.
β2 + γ2 = 2μα2 + 
[image: image124.wmf]2

2

α



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image125.wmf]Û


μα2 =
[image: image126.wmf]4

α

2γ

2β

2

2

2

-

+



[image: image127.png]



Ανάλογα προκύπτουν οι τύποι

α2 + γ2 = 2μβ2 + 
[image: image128.wmf]2

2

β



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image129.wmf]Û


  μβ2 =
[image: image130.wmf]4

β

2γ

2α

2

2

2

-

+

  


[image: image131.png]



α2 + β2 = 2μγ2 + 
[image: image132.wmf]2

2

γ

 
[image: image133.wmf]Û

 

  μγ2 =
[image: image134.wmf]4

γ

2β

2α

2

2

2
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+



[image: image135.png]






9ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ   (ΣΕ ΚΥΚΛΟ) 
	
[image: image136.wmf]a

Θεώρημα ΙΙ (2ο Θεώρημα Διαμέσων)   (σελ.57)
Η διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται με το διπλάσιο γινόμενο της τρίτης πλευράς επί την προβολή της αντίστοιχης διαμέσου πάνω στην πλευρά αυτή.
1) β2 - γ2 = 
[image: image137.wmf]ΜΔ

2α

×


       (β > γ)


[image: image138.png]



Ανάλογα προκύπτουν ο τύποι:
2) α2
[image: image139.wmf]-

γ2 = 
[image: image140.wmf]ΜΔ

2β

×


       (α > γ)


[image: image141.png]



3) α2
[image: image142.wmf]-

β2 = 
[image: image143.wmf]ΜΔ

2γ

×

 = 0
        α = β


[image: image144.png]



· Ερωτήσεις κατανόησης σελ. 59
· Ασκήσεις εμπέδωσης 1, 3, 4i  σελ. 59
ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ

►ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΟ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ
i) Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.

ii) Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι  κορυφές 

     υπό ίσες γωνίες.

iii)Κάθε εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι   

      εσωτερική γωνία.

                                                                        Δηλαδή π.χ.


[image: image145]
►Κριτήρια για Εγγράψιμο τετράπλευρο

Αρκεί να ισχύει μία μόνο, από τις ακόλουθες προτάσεις:
i)   Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.

ii)  Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι  κορυφές 

      υπό ίσες γωνίες.

iii)  Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι

        εσωτερική γωνία.

	 ► (§9.7) ΤΕΜΝΟΥΣΕΣ ΚΥΚΛΟΥ


[image: image146.wmf]a

Θεώρημα Ι (χορδών - τεμνουσών κύκλου) 
      (σελ.60)
Σε κύκλο (Ο, R),  αν δύο χορδές  ΑΒ,  ΓΔ,  ή  οι προεκτάσεις τους, τέμνονται σ’ ένα σημείο Ρ, τότε  

ισχύει:  
[image: image147.wmf]ΡΔ

ΡΓ

ΡΒ

ΡΑ

×

=

×



[image: image148.png]




[image: image149.png]



Παρατήρηση
Αν στον Κύκλο (Ο, R) θέσουμε ΟΡ = δ  αποδεικνύεται ότι 

· Αν Ρ εξωτερικό του κύκλου  τότε 
[image: image150.wmf]×-

22

ΡΑΡΒ=δR


· Αν Ρ εσωτερικό του κύκλου   τότε 
[image: image151.wmf]×-

22

ΡΑΡΒ=Rδ



[image: image152.png]




[image: image153.wmf]a

Θεώρημα ΙΙ (τέμνουσας και εφαπτομένης) 
     (σελ.61)
Αν από ένα εξωτερικό σημείο Ρ κύκλου (O,R) φέρουμε το εφαπτόμενο τμήμα ΡΕ και μία ευθεία που τέμνει τον κύκλο στα σημεία Α, Β, τότε ισχύει ότι: 

[image: image154.wmf]=

2

ΡΕ

 
[image: image155.wmf]×

ΡΑΡΒ

  (=
[image: image156.wmf]-

22

δR

)

[image: image157.png]




[image: image158.wmf]a

Δύναμη σημείου Ρ ως προς κύκλο (Ο, R).
Ονομάζουμε την παράσταση 
[image: image159.wmf]Ρ

R)

(Ο,

Δ

=
[image: image160.wmf]-

22

δR

  η οποία εκφράζει τη σχετική θέση του σημείου Ρ ως προς τον 

κύκλο  (Ο, R), καθώς εξαρτάται μόνο  απ’ την απόσταση  δ του Ρ απ’ το κέντρο Ο.

Συγκεκριμένα ισχύει:

To Ρ εξωτερικό σημείο του κύκλου (Ο, R)


[image: image161.wmf]Û


(αν και μόνο αν)


[image: image162.wmf]-

22

δR

> 0

To Ρ εσωτερικό σημείο του κύκλου (Ο, R)


[image: image163.wmf]Û


(αν και μόνο αν)


[image: image164.wmf]-

22

δR

< 0
To Ρ είναι σημείο

του κύκλου (Ο, R)


[image: image165.wmf]Û


(αν και μόνο αν)


[image: image166.wmf]-

22

δR

= 0



9ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ   (ΣΕ ΚΥΚΛΟ) 
	ΑΣΚΗΣΗ 22    (Εφαρμογή 3η σελ.63) (ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ)
                     (Διαίρεση τμήματος σε μέσο και άκρο λόγο)
Να διαιρεθεί ένα τμήμα ΑΒ σε δύο άνισα τμήματα  ΑΓ, ΓΒ ώστε το μεγαλύτερο απ’ αυτά (έστω το ΑΓ) να είναι μέσο ανάλογο του μικρότερου ΓΒ και του αρχικού ΑΒ. Κατόπιν  υπολογίστε το λόγο αυτό της «χρυσής τομής».

Υπόδειξη Θέλουμε  να βρούμε το ΑΓ ώστε να ισχύει 
[image: image167.wmf]AB

A

AG

=

GGB

.

ΑΣΚΗΣΗ 23

Να προσδιοριστούν οι τιμές των x, y στα παρακάτω σχήματα:

[image: image168.png]



Ερώτηση κατανόησης 1 σελ. 203.


[image: image169.png]



Δεδομένα:
R =12

ΑΒ = 21

ΟΕ = 6

[image: image170.png]




[image: image171.png]



Υπόδειξη
Το ΓΔΕΒ εγγράψιμο

Θεώρημα τεμνουσών κύκλου
· Εμπέδωσης 1 σελ. 64  (Θ.Ι)

· Αποδεικτική 1 σελ. 64 (Θ.Ι - Πυθαγόρειο Θεώρημα )

· Αποδεικτική 3 σελ. 64 (Θ.Ι – 1ο Θ.Διαμέσων)

· Εμπέδωσης 4 σελ. 64   (Θ.ΙΙ)

· Αποδεικτική 2 σελ. 64  (Θ.ΙΙ – Θ. Διχοτόμων-πολλαπλασιασμό κατά μέλη) 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ
ΑΣΚΗΣΗ 24
Σε κύκλο φέρουμε μια χορδή ΑΒ και το απόστημα ΟΜ αυτής. Μια άλλη χορδή ΓΔ  διέρχεται από το Μ. Να αποδείξετε ότι  
[image: image172.wmf]2

4M

AB=MG×D


ΑΣΚΗΣΗ 25
Δίνεται κύκλος (Ο,R). Στην προέκταση μιας διαμέτρου ΑΒ προς το μέρος του Β παίρνουμε ένα σημείο Δ και φέρουμε την εφαπτομένη ΔΓ του κύκλου. Αν ΑΔ = 2ΓΔ αποδείξτε ότι είναι ΑΔ = 4ΒΔ.

ΑΣΚΗΣΗ 26
Δίνεται κύκλος (Ο,R) και μια διάμετρος ΑΒ. Φέρουμε δύο χορδές ΑΓ και ΒΔ προς το ίδιο μέρος της διαμέτρου που τέμνονται στο Ε. Αν 
[image: image173.wmf]EZ^AB

 αποδείξτε ότι:

i) Τα τετράπλευρα ΑΔΕΖ και ΒΓΕΖ είναι εγγράψιμα.

ii) 
[image: image174.wmf]2

AEA

AB=×G+BE×BD


	ΑΣΚΗΣΗ 27 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές ΑΒ=ΑΓ=10 και ΒΓ=12 το οποίο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R). Φέρνω την ΑΟ που τέμνει τη ΒΓ στο Δ και τον κύκλο στο Ε.:
i) Δικαιολογήστε ότι η
[image: image175.wmf]A

D

 είναι μεσοκάθετος του ΒΓ.

ii) Να βρείτε  το μήκος του ΔΕ. (Υπόδειξη: Θεώρημα χορδών κύκλου).
iii) Να βρείτε το μήκος της ακτίνας R. (Υπόδειξη: Βρίσκω τα R+OΔ και R
[image: image176.wmf]-

ΟΔ).
ΑΣΚΗΣΗ 28 

Έστω ΑΒ μια διάμετρος και ΑΓ μια χορδή ενός κύκλου. Στην προέκταση της ΑΓ προς το Γ παίρνουμε σημείο Δ ώστε ΑΔ=ΑΒ. Αν το ΔΕ είναι εφαπτόμενο τμήμα να αποδείξετε ότι: 
[image: image177.wmf]22

2

BD=DE

. 

(Υπόδειξη: Θεώρημα τέμνουσας-εφαπτομένης, Γενικευμένο πυθαγόρειο θεώρημα στο ΑΒΔ για τη γωνία 
[image: image178.wmf]ˆ

D

).

ΑΣΚΗΣΗ 29 

Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με πλευρές α, β, γ.  Το Μ είναι μέσο της ΑΒ και 
[image: image179.wmf]B

D^GM

.

i) Να δείξετε ότι 
[image: image180.wmf]2

AB4

=MD×MG

 
                                       (Υπόδειξη: AΔBΓ εγγράψιμο- Θ.τεμνουσών)

ii) Αν Ν μέσο του ΒΓ, να δείξετε ότι  
[image: image181.wmf]22

4

a-b

MD×MG=

            
                                         (Υπόδειξη: MΔ
[image: image182.wmf]×

ΜΓ=
[image: image183.wmf]22

R

-d

, MN = β/2)

[image: image184.png]
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