Κεφάλαιο 5ο   (§5.2) ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ
	Πρόβλημα Λύστε  τις παρακάτω εκθετικές εξισώσεις και ορίστε τον λογάριθμο ενός θετικού αριθμού:
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►ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΣ  ΘΕΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ  

Λογάριθμο  x    ενός  θετικού  θ    ως προς βάση  α    

(με 
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) ονομάζουμε:

· τη μοναδική λύση της εκθετικής εξίσωσης 
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            ή αλλιώς
· τον εκθέτη x   που πρέπει να υψώσουμε τη  βάση α   για να βρούμε το  θ.

· Δεκαδικοί λογάριθμοι:     10x = θ  
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  x = logθ

· Φυσικοί λογάριθμοι:         ex = θ   
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  x = lnθ  



►Εξάσκηση
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►Άμεσες συνέπειες του ορισμού     Για  0 < α 
[image: image48.wmf]¹

1  και  θ > 0    προκύπτει ότι ισχύει:
	1)  logα1 =………    ή    ln1 = …….                  (Παρατηρήστε την 1η γραμμή)
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3)  logααx = ……   ή    lnex =……..        (Μετατροπή ενός πραγματικού σε λογάριθμο με βάση όποια θέλουμε)    
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Κεφάλαιο 5ο   (§5.2) ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ
	►ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΛΟΓΑΡΙΘΜΩΝ
 με  0 < α, β 
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 Ορισμός – Συνέπειες ορισμού
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Δεκαδικοί – Φυσικοί λογάριθμοι

αx = θ
[image: image80.wmf]Û


[image: image81.wmf]α

x=log

θ

, (0 < α 
[image: image82.wmf]¹

 1 , θ > 0, και 
[image: image83.wmf]x

¡

∈


1) logααx = x                         3) logαα = 1

2) αlogαθ = θ                          4) logα1 = 0
logθ = x 
[image: image84.wmf]Û

10x = θ


[image: image85.wmf]x

xlog10

=


lnθ = x 
[image: image86.wmf]Û

ex = θ


[image: image87.wmf]x

xlne

=


ΑΣΚΗΣΗ 140
Να υπολογιστούν οι λογάριθμοι
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Για ποια τιμή του x  ισχύει:

       α) logx = 3,        β)
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Για ποια τιμή του  α  ισχύει:

α) 
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Να βρεθούν οι τιμές των παραστάσεων:

i) A = 
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Αν 
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Να αποδείξετε ότι:
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Οι αστέρες ταξινομούνται ανάλογα με τη λαμπρότητά τους σε κατηγορίες που καλούνται μεγέθη. Το μέγεθος ενός αστέρα ανάλογα με τη φαινόμενη λαμπρότητά τους L δίνεται απ’ τον τύπο: 
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 όπου L0  η ελάχιστη λαμπρότητα ενός αστέρα μεγέθους m = 6.

i) Να βρείτε το μέγεθος m του αστέρα που έχει λαμπρότητα 
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ii) Πόσες φορές είναι λαμπρότερος ένας αστέρας 1ου μεγέθους από έναν αστέρα 6ου μεγέθους;
(§5.3) ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

Λογαριθμική συνάρτηση ονομάζεται η συνάρτηση
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  με  f (x) = logαx     (με  βάση 0 < α 
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►Συμμετρία  Εκθετικής – Λογαριθμικής συνάρτησης
Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων y = lnx     και     y = ex είναι συμμετρικές ως προς τη διχοτόμο 1ης  και  3ης  γωνίας των αξόνων
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Κεφάλαιο 5ο   (§5.3) ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
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 H λογαριθμική συνάρτηση f(x) = lnx
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Με βάση το γράφημα της τι συμπεράσματα προκύπτουν για την λογαριθμική συνάρτηση f(x) = lnx; (Πεδίο ορισμού, σύνολο τιμών, μονοτονία, ακρότατα, σημεία τομής με άξονες, οριακές τιμές, ασύμπτωτες, πρόσημο των τιμών της)
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Στο ίδιο σύστημα αξόνων να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις: 
i) f(x) = logx,  g(x) = logx
[image: image139.wmf]-

1,  h(x) = log(x
[image: image140.wmf]-
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ii) f(x) = lnx,  g(x) = logx+2,  h(x) = ln(x+2)
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Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης
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Άρτιες – περιττές συναρτήσεις
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Να αποδείξετε ότι: 

i) H συνάρτηση  
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ii) Η συνάρτηση 
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iii) Η συνάρτηση 
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Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln|x|. 
i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της

ii) Να αποδείξετε ότι είναι άρτια.

iii) Να κάνετε τη γραφική της παράσταση.

Το ίδιο να κάνετε για τη συνάρτηση g(x) = 
[image: image146.wmf]2
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Δίνεται η συνάρτηση f(x) = |lnx|. 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της

ii) Να απλοποιήσετε τον τύπο της

iii) Να κάνετε τη γραφική της παράσταση.

►ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
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Να λύσετε τις  εξισώσεις:
1. 
[image: image148.wmf]2
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2. log(x+1) + log(x
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1) = log2

3. log(x+1) + logx = 1 – log5

4. lnx2 = (lnx)2
5. ln(x2+1) 
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lnx = ln2
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log5) = log(4x
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12)                     (x = 2)
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Να λύσετε τις  εξισώσεις:

i) ln(ημx) = 0

ii) ln(εφx) = 0

iii) ln(συνx) = 0


[image: image163.wmf]a

Αντικατάσταση με βοηθητική μεταβλητή
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Να λύσετε τις  εξισώσεις:

i) 
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iii) ln4x
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Λογαριθμίζοντας τα δύο (θετικά) μέλη
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Να λύσετε τις εξισώσεις:

i) 
[image: image172.wmf]x1x
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[image: image174.wmf]x1x1

32

-+

=


iv) 
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►ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ
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Να λυθούν οι ανισώσεις και να διατυπωθούν συμπεράσματα:

             i) 
[image: image179.wmf]lnx0

<

     και         ii)
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Χρήση της ιδιότητας x = logααx  και  μονοτονίας
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Να λύσετε τις ανισώσεις:  
1) ln(x2
[image: image182.wmf]-

4) < ln3x                       (2<x<4)
2) 
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3) 
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5) 
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9) 
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12) 
[image: image193.wmf]2

logx

2

1

log

3

<



[image: image194.wmf]a

Σύνθετες Ασκήσεις
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image195.wmf]2x
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i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.

ii) Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image196.wmf]f(x)2ln2

=


iii) Να βρείτε σε ποιο διάστημα η γραφική της παράσταση βρίσκεται πάνω απ’ τον οριζόντιο άξονα.


§5.3 ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image197.wmf]lnx

f(x)xe
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, x > 0.

i) Να βρείτε τα σημεία που τέμνει τον άξονα x΄x.

ii) Να βρείτε τα διαστήματα που η Cf  δεν βρίσκεται κάτω  απ’ τον άξονα x΄x.
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image198.wmf]x

f(x)ln(e1)

=-


i) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f
ii) Να βρεθούν τα διαστήματα που το γράφημα της f  βρίσκεται πάνω απ’ τον άξονα x΄x.
iii) Να συγκριθούν οι αριθμοί f(ln2) και f(1).
iv) Να λυθεί η εξίσωση f(2x) – f(x) = f(1). 

[image: image199.wmf]a

Λογαριθμικά συστήματα
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Να λύσετε τα συστήματα:
(Σ1) 
[image: image200.wmf]xy8
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               (Σ2) 
[image: image201.wmf]y2x

2logylogxlog2
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(Σ3) 
[image: image202.wmf]2
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logxlogy3(log2)
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[image: image203.wmf]a

Ερωτήσεις Σωστού – Λάθους
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Ισχύει ότι:
1. 
[image: image204.wmf]logxlne

>

, για κάθε x > 0
Σ
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2. 
[image: image205.wmf]22

logxlne

--

>

, για κάθε x > 0
Σ
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3. 
[image: image206.wmf]2

log102
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Σ
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4. 
[image: image207.wmf]3

lne3

-

=-


Σ
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5. 
[image: image208.wmf]10

log1loge

e

=-


Σ
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6. 
[image: image209.wmf]e

ln1ln10

10

=-


Σ
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7. Αν 
[image: image210.wmf]xy

<

 τότε 
[image: image211.wmf]logxlogy

>
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8. Αν 
[image: image212.wmf]xy

<

 τότε 
[image: image213.wmf]lnxlny

<


Σ

Λ
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Δίνονται οι συναρτήσεις:  f(x) = lnx   και g(x) = ex. Να εξετάσετε την αλήθεια των προτάσεων:
1. f(2) < g(2)

2. 
[image: image214.wmf]11

f()g()

22

<
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i) Να υπολογίσετε τον αριθμό 
[image: image215.wmf]log3

100


ii) Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image216.wmf]2logxlogxlog3

3231000

-×-=


                                                                                         (x = 10)
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Να αποδείξετε ότι 
[image: image217.wmf]lnxln3

3x

=


Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image218.wmf]lnxln3

354x

=-

            (x = e3)
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Να αποδείξετε ότι 
[image: image219.wmf]log5logx

x5

=


Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image220.wmf]2logxlog5

554x

=+×

     (x = 10)
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Να λύσετε τις εξισώσεις: 

i) 
[image: image221.wmf]log(x1)

(x1)100(x1)

+

+=+

                 (x =
[image: image222.wmf]-

0,9   ή  x = 99)

ii) 
[image: image223.wmf]ln(x1)

2

(x1)e(x1)

+

+=+

                    (x =
[image: image224.wmf]1

1

e

-

   ή  x = 
[image: image225.wmf]2

e1

-

)
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Να βρείτε δύο θετικούς αριθμούς που οι φυσικοί τους λογάριθμοι έχουν άθροισμα 2 και γινόμενο  
[image: image226.wmf]-

8.  

                                       Απ. 
[image: image227.wmf]4

2

1

(x,y)(,e)

e

=

 ή 
[image: image228.wmf]4
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Ο θόρυβος y ενός ήχου σε ντεσιμπέλ (dB) δίνεται απ’ τον τύπο 
[image: image229.wmf]x

y20log

20

=

 όπου x η πίεση που ασκεί το ακουστικό κύμα στα μόρια του αέρα μετρούμενη σε μικροPascals (μP).
i) Πόση πίεση ασκεί ένα αθόρυβο κύμα (=20dB) στα μόρια του αέρα;

ii) Ένας κεραυνός που άσκησε πίεση 
[image: image230.wmf]6,5

x210

=×

μP στα μόρια του αέρα πόσα ντεσιμπέλ θόρυβο προξένησε;
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Ο θόρυβος L  σε ντεσιμπέλ (dB) που προκαλεί μια ηχητική πηγή δίνεται απ’ τον τύπο 
[image: image231.wmf]12

L12010log(10I)

-

=+

όπου Ι το μέτρο της έντασης του ήχου σε Watt/m2.

i) Πόση το πολύ πρέπει να είναι η ένταση μιας «αθόρυβης» (=20dB) ηλεκτρικής συσκευής;

ii) Να συμπληρώσετε τος παρακάτω πίνακα: 

Είδος θορύβου

Θόρυβος
σε dB

Θόρυβος σε
Watt/m2
Μηχανές αεροπλάνου
(σε απόσταση 30m)

140
Μουσική Rock
(1,5 m απ’ το ηχείο)

1012
Μοτοσυκλέτα
(με κανονική εξάτμιση)
80
Συνομιλία
(σε ήρεμο κλίμα)
106
iii) Σε ένα πεζοδρόμιο δουλεύουν ταυτόχρονα σε πολύ μικρή απόσταση δύο κομπρεσέρ που το καθένα ξεχωριστά προκαλεί θόρυβο 130 dB το καθένα. Πόση ένταση ήχου έχουν και τα δύο μαζί;. (
[image: image232.wmf]log20,30

@

)

[image: image233.wmf]a

Δ΄ ΟΜΑΔΑΣ
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i) Να λύσετε γραφικά την ανίσωση 
[image: image234.wmf]lnxx1

£-

 παριστάνοντας στο ίδιο σύστημα αξόνων τις συναρτήσεις  f(x) = lnx  και  g(x) = 1
[image: image235.wmf]-

x. 

ii) Πώς θα λύνατε αλγεβρικά την παραπάνω ανίσωση;

iii) Ομοίως να λύσετε την ανίσωση 
[image: image236.wmf]2

lnxx1

³-+

  πρώτα γραφικά και κατόπιν αλγεβρικά.
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