(§ 3.7)  ΕΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΟΥ  ΧΩΡΙΟΥ
	1)ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ Cf,  
[image: image580.emf], x = α  και  x = β

Γενικός  τύπος υπολογισμού του εμβαδού:
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Μέθοδος: 
Bρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της f στο διάστημα [α,β]

1α) Αν  f(x)
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1β) Αν  f(x)
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1γ)  Αν η f  δεν διατηρεί πρόσημο στο [α,β], τότε 
        βρίσκω τις ρίζες της  f(x) = 0 στο  [α ,β]: 
        Π.χ αν γ,δ οι ρίζες:

Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2) + Ε(Ω3) = 
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Ειδικές περιπτώσεις

1δ)  Eμβαδόν μεταξύ Cf  και 
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xx


        Βρίσκω τις ρίζες της f(x) = 0. Τότε 
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        όπου ρ1 η μικρότερη και ρ2 η μεγαλύτερη ρίζα   

        της εξίσωσης f(x) = 0  

1ε)  Eμβαδόν μεταξύ Cf , 
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 και x = α
· 
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 αν το α μικρότερο απ’ 
             τη μικρότερη ρίζα της  εξίσωσης f(x) = 0

· 
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 αν το α μεγαλύτερο απ’ 
       τη μεγαλύτερη ρίζα της  εξίσωσης f(x) = 0
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Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την 

γραφική παράσταση της f, και τις ευθείες που  δίνονται 

σε κάθε περίπτωση:

1)  f(x) =
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, 
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  ,  x = 1 ,  x = 4                            (E = 14/3)
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4)  f(x) =3
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5)  f(x) = συνx, 
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6)  f(x) = xex, 
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7)  f(x) = lnx,  
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8)  f(x) = 
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10) f(x) = x3
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2) ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ  Cf  και Cg
· Λύνουμε  την  εξίσωση  f(x) = g(x)  και  βρίσκουμε  τις τετμημένες  των  σημείων  τομής των Cf και Cg. 

· Βρίσκουμε το πρόσημο της διαφοράς f(x) – g(x) στα επιμέρους διαστήματα.

Για παράδειγμα:

Αν  x1 < x2 < x3 < x4  οι  ρίζες της f(x) = g(x),  το  εμβαδό  είναι:
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Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από: 

i) Cf  και Cg  των f(x) = x3 και  g(x) = 2x
[image: image50.wmf]-

x2

ii) Cf  και Cg  των f(x) = x3 και  g(x) = 7x
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iii) Cf  και Cg  των f(x) = x3+x2+1 και  g(x) = 2x2+4x
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3) ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ Cf , Cg ,  x = α  και  x = β

Γενικός τύπος υπολογισμού του εμβαδού

Ε(Ω) = 
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Μέθοδος: 

Βρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της διαφοράς f(x)
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g(x) στο  διάστημα  [α,β] . Aν  γ, δ είναι οι ρίζες στο [α ,β], τότε:


[image: image55.wmf](

)

(

)

(

)

---

-+-+-

++

=

=

òòò

òòò

123

||||||

f(x)g(x)g(x)f(x)f(x)g(x)

Ε(Ω) = Ε(Ω)+Ε(Ω)+Ε(Ω) 

f(x)g(x)dxg(x)f(x)dxf(x)g(x)dx

dxdxdx

gdb

agd

gdb

agd
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3α) ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ  Cf, Εφαπτομένης και 
[image: image57.wmf]¢
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Μεθοδολογία

· Θα πρέπει να σχεδιάσουμε τη Cf και την εφαπτομένη ε στο σημείο Α(x0, f(x0))  και να χωρίσουμε το χωρίο σε δυο μέρη, από τα οποία το ένα είναι συνήθως τρίγωνο. Το άλλο  χωρίο περικλείεται από τη Cf, την εφαπτομένη ε και δυο κατακόρυφες ευθείες και το εμβαδόν του υπολογίζεται με ένα ορισμένο ολοκλήρωμα. Για  το πρόσημο της διαφοράς της f με την ευθεία, μας βοηθάει να γνωρίζουμε αν η f είναι κυρτή οπότε η Cf είναι «πάνω» από την εφαπτομένη ή κοίλη οπότε η Cf είναι «κάτω» από την εφαπτομένη.

· Αν το Α(x0, f(x0)) είναι Σημείο Καμπής της Cf στο [α,β] και x0
[image: image58.wmf]Î

(α,β), τότε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, την εφαπτομένη ε: y=λx+κ στο Α(x0, f(x0)) και τις κατακόρυφες ευθείες x=α και x=β ισούται με: Ε=
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3β) ΕΜΒΑΔΟΝ ΜΕΤΑΞΥ ΤΡΙΩΝ ή  ΠΑΡΑΠΑΝΩ  

      ΓΡΑΦΙΚΩΝ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ

(Οι οριζόντιες ευθείες , ο άξονας 
[image: image61.wmf]xx
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, οι εφαπτόμενες  κ.τ.λ. θεωρούνται γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων)

1) Κάνουμε πρόχειρο σχήμα και βρίσκουμε τις κορυφές του

2) Από κάθε κορυφή φέρουμε κατακόρυφες ευθείες και χωρίζουμε το χωρίο σε μικρότερα χωρία της περίπτωσης 2

3) Το εμβαδόν του χωρίου είναι:

Ε(Ω) = 
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Να βρεθούν τα παρακάτω εμβαδά που ορίζονται από:
1)   f(x) = ημx,  g(x) = συνx, x = 0, x = 2π                  
[image: image64.wmf]E42
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2)   f(x) = ex, g(x) = 1
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3)   f(x) = ln(x+1),  
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,    y = ln3                               (Ε=2-ln3)
4) Δίνονται οι συναρτήσεις  f(x) = ex και g(x)= 
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i) Να αποδείξετε ότι 
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ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν που περικλείεται απ’ τις Cf, Cg, τον άξονα  
[image: image73.wmf]yy
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 και την ευθεία x = 1.     (Ε=
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5)  f(x) = x2
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2x + 2, εφαπτομένης της Cf  στο Μ(2,f(2)), 
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6)  f(x) = x2
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2x + 2, εφαπτομένης της Cf στο Μ(2,f(2)), 
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                                                                                                                     (E=5/3)
	7)  f(x)=
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, εφαπτομένης της Cf στο  Α(9,3), 
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           (Ε=9)
8)  f(x)=συνx, εφαπτομένης στο A
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9)  f(x) = 
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, (με x > 0), g(x) =
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 και h(x) = 
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10) f(x) = lnx, g(x) = 
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 και την ευθεία y = ln2              (Ε=1/2)
11) f(x) = x2, 
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, (με x > 0),  
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,  x = 2          (Ε=
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12) f(x) = 3x ,  g(x) = x,  y = 3 και x = 0                       (Ε=
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13) Δίνεται ο μιγαδικός z
[image: image93.wmf]¹

0 για τον οποίο ισχύει |z
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4|=2|z
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      και η συνάρτηση f(x)=|z|x2.

i) Να αποδείξετε ότι f(x) = 2x2.

ii) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες του μιγαδικού  w όπου              w = 4λ+(16λ
[image: image96.wmf]-

2)i, με λ
[image: image97.wmf]Î
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, κινούνται σε ευθεία η οποία είναι η εφαπτομένη της Cf στο σημείο της Α(1,2).,

iii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, την εφαπτομένη της στο Α(1,2) και τον άξονα 
[image: image98.wmf]xx

¢

.

4) ΑΝΟΙΧΤΑ ΧΩΡΙΑ

4α)  Το  εμβαδό  του  ανοικτού  χωρίου  Ω1 που ορίζεται από   

         την  Cf , τον 
[image: image99.wmf]¢
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 και την  x = α,  υπολογίζεται  ως  εξής: 

· Παίρνουμε  λ > α  

· Βρίσκουμε το  εμβαδό  Ε(λ)  που  ορίζει η  Cf , o 
[image: image100.wmf]¢

xx

  και  οι  ευθείες  x = α, x = λ  
· Τότε  Ε (Ω1) = 
[image: image101.wmf]®+¥
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[image: image102.emf][functions]y1=a/x[rparameters]a=2.0[nparameters]nrPts=240[intervals][-10.000000,0.000000),(0.000000,10.000000)[nrofpoints]nrPts[comments]Theinversefunctiondefinedovertwointervalstoavoiddivisionbyzero.
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4β)Το  εμβαδό του ανοικτού χωρίου  Ω2 που ορίζεται από 

      την Cf, τoυς 
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 και την x =α υπολογίζεται ως  εξής:

· Παίρνουμε  0 < λ < α  

· Βρίσκουμε το  εμβαδό  Ε(λ)  που  ορίζει η  Cf ,  o 
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  και  οι  ευθείες  x = λ,  x = α
· Τότε  Ε(Ω2) = 
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[image: image107.emf][functions]y1=a/x[rparameters]a=2.0[nparameters]nrPts=240[intervals][-10.000000,0.000000),(0.000000,10.000000)[nrofpoints]nrPts[comments]Theinversefunctiondefinedovertwointervalstoavoiddivisionbyzero.
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4γ) Το εμβαδό  του  ανοικτού  χωρίου  Ω που ορίζεται από 

       την Cf  και τoυς άξονες 
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, 
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 υπολογίζεται  ως  εξής

       Ε(Ω) = Ε(Ω1) +Ε(Ω2)  όπου  Ω1  , Ω2  τα  χωρία  των  

       περιπτώσεων  4β, 4α 
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Αφού πρώτα κάνετε ένα πρόχειρο σχήμα,  να βρεθεί το εμβαδό του ανοιχτού χωρίου που ορίζεται:

α)  Από την  f(x) =
[image: image111.wmf]2
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x

, τον 
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¢

, και είναι δεξιά της  x = 1

β)  Από την f(x) =
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, τον 
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, και τις ευθείες  x = 0 , x = 1
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Έστω η συνάρτηση f(x) = 2x +
[image: image115.wmf]4

x

, x>0. Να αποδείξετε ότι 

α) Το εμβαδό  που περικλείεται από την Cf , τον 
[image: image116.wmf]xx

¢

 και τις   

     ευθείες x=λ , x=λ+1, λ > 0, είναι Ε(λ) = 2λ+1+ 4ln(1+
[image: image117.wmf]1
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β) Να προσδιορίσετε την τιμή του λ για την οποία το εμβαδό  

    Ε(λ) γίνεται ελάχιστο   

6) ΧΩΡΙΟ ΠΟΥ ΟΡΙΖΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΙΣ  
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· Το εμβαδό του χωρίου Ω μεταξύ 
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και x = α =f(β)       είναι ίσο με το εμβαδό μεταξύ των  Cf , 
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 και y = α =f(β)           (λόγω συμμετρίας των 
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, Cf  ως προς την ευθεία y = x)

       Επομένως θα είναι:
Ε(Ω) =
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αf(x)]dx

   (όπου f(β) = α)
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2ος τρόπος

Έστω f γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ 
[image: image126.wmf]1

f

C

-

, 
[image: image127.wmf]xx

¢

 και των ευθειών x=α και x=β,    α,β
[image: image128.wmf]f(A)

Î

 είναι 
[image: image129.wmf]ò

1

β

α

E=|f(x)|dx

-


1) Θέτουμε 
[image: image130.wmf]1

uf(x)

-

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image131.wmf]Û

f(u) = x οπότε 
[image: image132.wmf]dxf(u)du

¢

=


2) Βρίσκουμε τα νέα όρια ολοκλήρωσης:

· Για x = α:  f(u) = α = f(γ) 
[image: image133.wmf]Û

u = γ

· Για x = β:  f(u) = β = f(δ) 
[image: image134.wmf]Û

u = δ

3) Το ζητούμενο ολοκλήρωμα γίνεται:

    
[image: image135.wmf]1

f(x)dxuf(u)du

bd

-

ag

¢

=

òò

 = [uf(u)]
[image: image136.wmf]d

g



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image137.wmf]-


[image: image138.wmf]f(u)du

d

g

ò

= ……. 
►Εμβαδόν μεταξύ των Cf και
[image: image139.wmf]-1

f

C

 
Επειδή οι Cf  και 
[image: image140.wmf]1

f

C

-

είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία    y = x, το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ των Cf  και 
[image: image141.wmf]1

f

C

-

 είναι διπλάσιο του εμβαδού μεταξύ της Cf  και της y = x. Ισχύει δηλαδή 
[image: image142.wmf]ò

β

α

E=2|f(x)x|dx

-



[image: image143.png]




	ΆΣΚΗΣΗ 71
Έστω η συνάρτηση f(x) = x5+x3+x   
α) Να μελετήσετε την f  ως προς την μονοτονία , τα κοίλα  και να 

    δείξετε ότι η f έχει αντίστροφη 
β) Να δείξετε ότι f(ex) 
[image: image144.wmf]³

 f(1+x) , για κάθε x
[image: image145.wmf]Î

¡


γ) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf  στο (0,0) είναι άξονας   

    συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της 
[image: image146.wmf]1

f

-


δ) Να υπολογισθεί το εμβαδό του χωρίου μεταξύ της
[image: image147.wmf]1

f

C

-

, του 

    άξονα 
[image: image148.wmf]xx

¢

 και της  ευθείας x = 3.                             (Ε=25/12)
ΆΣΚΗΣΗ 72  

1)  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2
[image: image149.wmf]-

2x+2 με x
[image: image150.wmf]1

³

.

i) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται στο [1,+
[image: image151.wmf])

¥


ii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των Cf  και 
[image: image152.wmf]1

f

C

-

                                             (Ε=1/3)
2)  Θεωρούμε τη συνάρτηση 
[image: image153.wmf]2

f(x)=2+(x2)

-

με x
[image: image154.wmf]2

³


     α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση 
         
[image: image155.wmf]1

f

-

της  f  και να βρείτε τον τύπο της.

     β) i. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων  

             των συναρτήσεων f και 
[image: image156.wmf]1

f

-

 με την ευθεία y = x.    

         ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν μεταξύ των Cf  και 
[image: image157.wmf]1

f

C

-

                          

                                                                                                                      (Ε=1/3)
3)  Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image158.wmf]f:[0,2]

p®

¡

 με f(x) = x
[image: image159.wmf]-

συνx.

i) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

ii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται απ’ την 
[image: image160.wmf]1

f

C

-

 τον 
[image: image161.wmf]xx

¢

 και τις ευθείες x =
[image: image162.wmf]-

1 και x = π +1
iii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των Cf  και 
[image: image163.wmf]1

f

C

-

                          
[image: image164.wmf]2

(E)

2

p

=+p

  (Ε=4)
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ΆΣΚΗΣΗ 73
1) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image165.wmf]2

3x6x

-+

 και έστω Ω  το χωρίο που περικλείεται απ’ την Cf και τον άξονα 
[image: image166.wmf]xx

¢

. Να βρείτε ευθεία y = αx, με α > 0, η οποία χωρίζει το Ω σε δύο ισεμβαδικά χωρία.                                                (α=
[image: image167.wmf]3

634

-

)
2) (Άσκηση 9 σελ. 351 σχολικού)                                         Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image168.wmf]x

. 
i) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που που περικλείεται απ’ την Cf, την εφαπτομένη της στο (1,1) και τον 
[image: image169.wmf]xx

¢


ii) Να βρείτε την κατακόρυφη ευθεία x = α, η οποία χωρίζει το χωρίο αυτό σε δύο ισεμβαδικά χωρία. 

3)  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 και έστω Ω  το χωρίο που περικλείεται απ’ την Cf και την ευθεία y = 4. Να βρείτε την οριζόντια ευθεία y = λ2, με λ > 0, η οποία χωρίζει το Ω σε δύο ισεμβαδικά χωρία.                                              (λ=
[image: image170.wmf]3

4

)
4) (Άσκηση 12  σελ. 351 σχολικού)                                             Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = (x
[image: image171.wmf]-

1)(x
[image: image172.wmf]-

3). 
i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων στα σημεία που η Cf τέμνει τον άξονα των x.

ii) Αν Γ είναι το σημείο τομής των εφαπτομένων, να αποδείξετε ότι η Cf χωρίζει το τρίγωνο ΑΒΓ σε δύο χωρία που ο λόγος των εμβαδών τους είναι 2/1.
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ΆΣΚΗΣΗ 75  (πρόσημο ολοκληρώματος!)
Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image173.wmf]x

2

t

1

f(x)edt

=

ò

. 

i) Να την μελετήσετε ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται απ’ την Cf, την x = 1 και τούς δύο άξονες ισούται με E=
[image: image174.wmf]e1

2

-


ΆΣΚΗΣΗ 76   

1) Δίνεται η παραγωγίσιμη στο 
[image: image175.wmf]¡

 συνάρτηση f για την οποία  f(x)
[image: image176.wmf]-

e
[image: image177.wmf]-

f(x) = x
[image: image178.wmf]-

1 , για κάθε x
[image: image179.wmf]Î


[image: image180.wmf]¡

 και  f(0) = 0 

a) Nα εκφρασθεί η 
[image: image181.wmf]f

¢

 ως συνάρτηση της f   

b) Να αποδείξετε ότι 
[image: image182.wmf]x

2

 < f(x) < x
[image: image183.wmf]f(x)

¢

, για κάθε x>0        
c) Να αποδείξετε ότι 
[image: image184.wmf]11

Ef(1)

42

<<

, όπου Ε το εμβαδό του χωρίου μεταξύ των: Cf ,
[image: image185.wmf]xx

¢

 και των x = 0, x = 1
2) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image186.wmf]f:

®

¡¡

για την οποία ισχύουν f(0) = 0 και 
[image: image187.wmf]f(x)

f(x)2xe0

-

¢

-=

 για κάθε x
[image: image188.wmf]Î

¡

.

i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image189.wmf]2

x

xln(1x)x

2

-£+£

 για κάθε x
[image: image190.wmf]0

³


ii) Να αποδείξετε ότι f(x) = ln(1+x2)
iii) Αν Ε το εμβαδόν μεταξύ της Cf, του 
[image: image191.wmf]xx

¢

και των ευθειών x = 0 και x = 1, τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image192.wmf]71

E

303

<<
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image193.wmf]32

f(x)=x-3x-2

ημθ

 όπου 
[image: image194.wmf]qÎ

¡

 μια σταθερά με  
[image: image195.wmf]/2

q¹kp+p

, 
[image: image196.wmf]κ

Î

¢


α) Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα   

     τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο καμπής.

β) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς τρεις 

    πραγματικές ρίζες. 

γ) Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση  

    του σημείου καμπής της f, να αποδειχθεί ότι τα σημεία      

    Α(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)) και Γ(x3, f(x3)) βρίσκονται στην 

    ευθεία
[image: image197.wmf]2

y=-2x-2

ημθ

.

δ) Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

    τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και την ευθεία   

    y =
[image: image198.wmf]-

2x
[image: image199.wmf]-

2ημ2θ..                                                       (Ε=1/2)
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Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο 
[image: image200.wmf]λx

f(x)=e

, λ>0. 

a) Δείξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.

b) Δείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf, η οποία διέρχεται από τo O(0,0), είναι η 
[image: image201.wmf]y=

λex

. Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου επαφής Μ. 

c) Δείξτε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου, μεταξύ της Cf, της εφαπτομένης της στο Μ και του 
[image: image202.wmf]yy

¢

 είναι 
[image: image203.wmf]e-2

E(

λ)=

2

λ


d) Υπολογίστε το 
[image: image204.wmf]λ+

2

λE(λ)

lim

2+

ημλ

®¥

×

.  
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image205.wmf]f:[0,2]

®

¡

δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύουν: f(0) = 1, f(2) = 3, 
[image: image206.wmf]f(x)0

¢¢

<

 για κάθε x
[image: image207.wmf]Î

¡

 και η Cf έχει στο σημείο της Μ(1,f(1)) εφαπτομένη την y = 5. Επιπλέον δίνεται και η συνάρτηση 
[image: image208.wmf]g(x)f(x)f(x)

¢

=

.
	i) Να βρείτε τα f(1) και 
[image: image209.wmf]f(1)

¢


ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, ακρότατα

iii) Αν Ε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται  απ’ την Cg , τους δύο άξονες και την ευθεία x = 2, αποδείξτε ότι Ε = 20
ΆΣΚΗΣΗ 80  

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image210.wmf]f:

®

¡¡

για την οποία ισχύουν:

· f(0) = 0 και 
[image: image211.wmf]f(0)4

¢

=


· 
[image: image212.wmf]f(x)f(x)

¢

>

 

· 
[image: image213.wmf]f(x)4f(x)3f(x)0

¢¢¢

-+=

, για κάθε x
[image: image214.wmf]Î

¡


i) Να αποδείξετε ότι f(x) =
[image: image215.wmf]3xx

2e2e

-

, x
[image: image216.wmf]Î

¡


ii) Να υπολογίσετε τα 
[image: image217.wmf]x

limf(x)

®-¥

 και 
[image: image218.wmf]x

limf(x)

®+¥


iii) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 
[image: image219.wmf]2xx

1

ee1

2

-

=a+

 για τις διάφορες τιμές του α
[image: image220.wmf]Î

¡


iv) Αν Ε το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ των  Cf, 
[image: image221.wmf]xx

¢

, και των ευθειών  x = 0 και x = 
[image: image222.wmf]1

ln

2

, αποδείξτε ότι  Ε = 
[image: image223.wmf]5

12


ΆΣΚΗΣΗ 81    

Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις 
[image: image224.wmf]f,g:

®

¡¡

, οι οποίες για κάθε x
[image: image225.wmf]Î

¡

 ικανοποιούν τις σχέσεις:

· f(x)>0 και g(x)>0

· 
[image: image226.wmf]2t

x

2x

0

1f(x)

e

dt

g(xt)

e

-

-

=

+

ò


· 
[image: image227.wmf]2t

x

2x

0

1g(x)

e

dt

f(xt)

e

-

-

=

+

ò


i) Να αποδείξετε ότι οι f και g είναι παραγωγίσιμες στο 
[image: image228.wmf]¡

 και ότι f(x) = g(x) για κάθε x
[image: image229.wmf]Î

¡

.

ii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image230.wmf]x

f(x)e,x

=Î

¡

.

iii) Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image231.wmf]x0

lnf(x)

lim

1

f()

x

-

®


iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το γράφημα της 
[image: image232.wmf]x

2

1

F(x)f(t)dt

=

ò

 τους  άξονες 
[image: image233.wmf]xx

¢

 και 
[image: image234.wmf]yy

¢

 και την ευθεία με εξίσωση x = 1. 
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image235.wmf]f:

®

¡¡

, 3 φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύουν 

· 
[image: image236.wmf]x0

f(x)

lim1f(0)

x

®

=+


· 
[image: image237.wmf]f(0)f(1)f(0)

¢

<-


· 
[image: image238.wmf]f(x)0

¢¢

¹

για κάθε x
[image: image239.wmf]Î

¡

.

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο της με τετμημένη x0=0

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή στο 
[image: image240.wmf]¡

. 

iii) Αν g(x) = f(x)
[image: image241.wmf]-

x, x
[image: image242.wmf]Î

¡

, αποδείξτε ότι η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και να βρείτε το 
[image: image243.wmf]x0

x

lim

xg(x)

®

hm

.

iv) Να αποδείξετε ότι 
[image: image244.wmf]2

0

f(x)dx2

>

ò


v) Αν το εμβαδόν του χωρίου Ω μεταξύ της Cg, του άξονα x΄x και των ευθειών x = 0, x = 1 είναι Ε(Ω)=
[image: image245.wmf]5

e

2

-

, τότε να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image246.wmf]1

0

f(x)dx

ò

 και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image247.wmf](1,2)

Î

τέτοιο, ώστε 
[image: image248.wmf]0

f(t)dt2

x

=

ò
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image249.wmf]f(x)x1lnx

=--

, με x
[image: image250.wmf](0,)

Î+¥


i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image251.wmf]f(x)0

³

 για κάθε x > 0.

ii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ των  Cf, του άξονα 
[image: image252.wmf]xx

¢

και των ευθειών x=λ, x=λ+1 όπου λ>0.
iii) Να βρείτε τα 
[image: image253.wmf]0

lim()

+

l®

El

 και 
[image: image254.wmf]lim()

l®+¥

El


iv) Να βρείτε για ποιο λ το Ε(λ) γίνεται ελάχιστο.

ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ
ΆΣΚΗΣΗ 84  
Έστω 
[image: image255.wmf]f:(0,)

+¥®

¡

 συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει: 
[image: image256.wmf]x

2

1

tf(t)

1

f(x)dt

x

x

=+

ò

 για κάθε x > 0.

i) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image257.wmf](0,)

+¥


ii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image258.wmf]1lnx

f(x)

x

+

=

, x > 0

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f
iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image259.wmf]1

x

2

exe

=

  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο 
[image: image260.wmf](0,)

+¥

.

v) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται απ’ τη Cf, τον 
[image: image261.wmf]xx

¢

 και τις ευθείες x = 1, x = e.
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Δίνονται οι συναρτήσεις 
[image: image262.wmf]f,g:

®

¡¡

 για τις οποίες ισχύει: 

· 
[image: image263.wmf](

)

2

0

f(x)xf(x)dx6

¢¢¢¢¢

+=-

ò

 

· 
[image: image264.wmf]f(x)0

¢¢

¹

 για κάθε x
[image: image265.wmf]Î

¡

 

· 
[image: image266.wmf]x2

x

g(x)f(t)dt2f(x)

+

=-

ò


i) Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι γνησίως φθίνουσα. 
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Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image267.wmf]f:

®

¡¡

, για την οποία ισχύει:
[image: image268.wmf](

)

111

000

f(x)f(t)dtdx2f(x)dx1

=-

òòò


i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image269.wmf]1

0

f(x)dx1

=

ò


ii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image270.wmf](

)

1

2

0

f(x)f(1x)dx1

+-=

ò


iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image271.wmf]x

0

f(t)dtx(2f(x))

=-

ò

 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1)
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Έστω 
[image: image272.wmf]g:

®

¡¡

 παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει 


[image: image273.wmf]·

g(0) =
[image: image274.wmf]1

2

 και  

[image: image275.wmf]·


[image: image276.wmf]x

x

e6xg(x)

g(x)g(x)

e

¢

+-

¢

+=

 για κάθε x
[image: image277.wmf]Î

¡

. 

Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση 
[image: image278.wmf]x

x

f(x)g(t)dt

-

=

ò

, x
[image: image279.wmf]Î

¡

.
i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image280.wmf]x

x2

e3x

g(x)
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ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη και ισχύει          f(x) = x3+x
iii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image281.wmf]55
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g(x)dxg(x)dx130

-
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òò


iv) Να αποδείξετε ότι 
[image: image282.wmf]1
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ò


	ΆΣΚΗΣΗ 88  
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image283.wmf]f:

®

¡¡

 με συνεχή δεύτερη παράγωγο, για την οποία ισχύει 

· 
[image: image284.wmf]f(x)0

¢¢

¹

 για κάθε x
[image: image285.wmf]Î

¡

 και 
· 
[image: image286.wmf]22

2
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2xf(x)dx16xf(x)dx
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¢¢¢
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òò

. 
Επίσης θεωρούμε και τη συνάρτηση 
[image: image287.wmf]x

6x

g(x)f(t)dt

-

=

ò

 με x
[image: image288.wmf]Î

¡

.

i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image289.wmf]f(2)f(2)4

¢¢

=--


ii) Να αποδείξετε ότι η  f είναι κοίλη.

iii) Να μελετήσετε την g ως προς την κυρτότητα, σημεία καμπής.

iv) Να αποδείξετε ότι 
[image: image290.wmf]45

21

2f(t)dtf(t)dt

>

òò


ΆΣΚΗΣΗ 89  
Δίνονται οι συναρτήσεις 
[image: image291.wmf]f,g:(0,)

+¥®

¡

, δύο φορές παραγωγίσιμες,  για τις οποίες ισχύει:

· f(1) = 0 και 
[image: image292.wmf]g(1)2

-=

, 
· 
[image: image293.wmf]xx
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f(t)f(t)
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· 
[image: image294.wmf]2
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i) Να αποδείξετε ότι f(x) = xg(x), για κάθε x > 0.

ii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image295.wmf]g(x)0

¢¢

=

, για κάθε x > 0.

iii) Να αποδείξετε ότι f(x) =
[image: image296.wmf]-

x2+x
iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image297.wmf]2
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ΆΣΚΗΣΗ 90 
Δίνεται η συνάρτηση f, για την οποία ισχύουν:

· 
[image: image298.wmf]f(x)0

¹

 για κάθε x
[image: image299.wmf]Î

¡


· f(0) = 1

· 
[image: image300.wmf]f(x)2xf(x)

¢

=


i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image301.wmf]2

x

f(x)e

=


ii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image302.wmf]11

0y

If(x)dxdy

=

òò

=
[image: image303.wmf]e1
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iii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image304.wmf]4

2

x

f(x)x1

2

³++

, για κάθε x
[image: image305.wmf]Î

¡


iv) Να αποδείξετε ότι 
[image: image306.wmf]1
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ΆΣΚΗΣΗ 91  ΘΕΜΑ 22 (ΕΜΕ) 

Δίνονται οι συναρτήσεις f,g: 
[image: image307.wmf]®

¡¡

, με: 

· f(x)=xex+α

· 
[image: image308.wmf]2xx

1

g(x)e2e

2

=-++b

,  α,β
[image: image309.wmf]Î

¡

.

Αν οι γραφικές παραστάσεις Cf, Cg των συναρτήσεων f,g αντίστοιχα δέχονται, σε κοινό τους σημείο, κοινή εφαπτομένη (ε), που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image310.wmf]0

a=

, 
[image: image311.wmf]3

2

b=-

και η κοινή εφαπτομένη (ε) είναι η ευθεία με εξίσωση y=x.

ii. Να βρείτε το εμβαδόν Ε1 του χωρίου, που περικλείεται από τη γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f, την ευθεία (ε) και την ευθεία με εξίσωση x=t, t>0.

iii. Να βρείτε το εμβαδόν Ε2 του χωρίου, που περικλείεται από τη γραφική παράσταση Cg της συνάρτησης g, την ευθεία (ε) και την ευθεία με εξίσωση x=t, t>0.

iv. Να αποδείξετε ότι Ε1(t)<E2(t)+tet για κάθε t>0.


ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ ΣΕ ΟΛΗ ΤΗΝ ΥΛΗ
	ΘΕΜΑ 1     (5) 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς w και z , για τους οποίους ισχύει ότι:

· 25|w|2=180+|5w
[image: image312.wmf]-

6
[image: image313.wmf]-

12i|2
· Οι εικόνες Κ(z) των μιγαδικών αριθμών z στο μιγαδικό επίπεδο είναι τα κέντρα των κύκλων εκείνων που εφάπτονται εσωτερικά του κύκλου C1: (Ε,4), όπου Ε(1,0) και διέρχονται από το σημείο 
[image: image314.wmf]E

¢

(
[image: image315.wmf]-

1,0).

Να βρείτε:

i. Το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών w στο μιγαδικό επίπεδο.                                     (γ.τ. = ευθεία)
ii. Το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z στο μιγαδικό επίπεδο.                                               (γ.τ. = έλλειψη)
iii. Την ελάχιστη τιμή του μέτρου |z
[image: image316.wmf]-

w|.             (|z-w|min=
[image: image317.wmf]25

5

)
iv. Τους μιγαδικούς z1,z2,z3,z4 από τους μιγαδικούς αριθμούς z, που οι εικόνες τους είναι κορυφές τετραγώνου με πλευρές παράλληλες προς τους άξονες 
[image: image318.wmf]xx

¢

 και 
[image: image319.wmf]yy

¢

.

ΘΕΜΑ 2        (6) 

Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g:
[image: image320.wmf]®

¡¡

, οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 
[image: image321.wmf]22

(f(x)g(x))

¢

+

=
[image: image322.wmf]2f(x)2g(x)

¢¢

+

, για κάθε x
[image: image323.wmf]Î

¡

 (1), και οι μιγαδικοί αριθμοί zx = f(x)+g(x)i.

i.  Αν f(1)=4 και g(1)=
[image: image324.wmf]-

3, τότε:

α. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών zx κινούνται   

    σε κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.

β. Να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή του  

    αθροίσματος f2(x)+g2(x).                                     
[image: image325.wmf](29102)

±


ii. Αν υπάρχει α
[image: image326.wmf]Î

¡

 ώστε zα=1+i, τότε: 

α.Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
[image: image327.wmf]2012

2012

Azz

a

a

=-


β. Να βρείτε τις συναρτήσεις f,g.         (Απ. Α=0, και f(x)=g(x)=1)
ΘΕΜΑ 3     (7) 

Έστω 
[image: image328.wmf]4

f(z)z

z

=+

, όπου z μιγαδικός αριθμός με z
[image: image329.wmf]¹

0.

i. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς z1 και z2 για τους οποίους ισχύει f(z) = 2 και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών z1, z2 και 
[image: image330.wmf]44

1212

3

zzzz

z

32

+

=

 στο μιγαδικό επίπεδο είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ=2.

ii. Αν f(z)
[image: image331.wmf]Î

¡

 και z
[image: image332.wmf]Î-

£¡

, τότε: 

α. Να βρείτε το όριο 
[image: image333.wmf](

)

h

h

limln(|z|1)h

®+¥

+-

              
[image: image334.wmf](L)

=-¥


β.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image335.wmf]22012

(t2)(f(z)4)t(4f(z))

0

tt2

-+-

+=

-

έχει ακριβώς μία ρίζα ως προς t στο διάστημα (0,2).

iii. Αν |f(z)| = |z|, z
[image: image336.wmf]*

Î

£

, τότε:

α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών   

    αριθμών z στο μιγαδικό επίπεδο.         (Απ. Ισοσκελής υπερβολή)
β. Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του |z4
[image: image337.wmf]-

z5|, όπου z4, z5 δύο από  

    τους μιγαδικούς z του (iii.α) ερωτήματος με Im(z4)
[image: image338.wmf]×

Im(z5) < 0.

ΘΕΜΑ 4          (9) 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
[image: image339.wmf]®

¡¡

 με
[image: image340.wmf]f()

=

¡¡

, η οποία ικανοποιεί τη σχέση: συν2f(x)+4f(x)=x για κάθε x
[image: image341.wmf]Î

¡

.

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.

ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία.

iii. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image342.wmf]x1

f(x)

lim

x1

®

-

                                
[image: image343.wmf]1

(L)

4

=


iv. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image344.wmf]1

f(x)

-

= ημx έχει μοναδική λύση στο διάστημα (
[image: image345.wmf]-

π/4, 0) 
	ΘΕΜΑ 5          (11) 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image346.wmf]®

¡¡

, η οποία για κάθε x
[image: image347.wmf]Î

¡

 ικανοποιεί τη σχέση f(α)<f΄(x)<f(β) (1), όπου α,β
[image: image348.wmf]Î

¡

 με   α = β
[image: image349.wmf]-

1>0 (2). Να αποδείξετε ότι:

i. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα.

ii. Η συνάρτηση g(x) = f(x)
[image: image350.wmf]-

f(α)x είναι γνησίως αύξουσα και ότι 
[image: image351.wmf]f()

f()

2

b

a<


iii. Η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία ακριβώς λύση στο (
[image: image352.wmf]-

β,α).

iv. Υπάρχουν x1, x2, x3∈R τέτοια ώστε να ισχύει 
[image: image353.wmf]321

f()f()f()

241

f'(x)f'(x)f'(x)

ba-b

+-=b-


ΘΕΜΑ 6            (13) 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image354.wmf]®

¡¡

, που έχει σημείο καμπής το Ο(0,0) και της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
[image: image355.wmf]1

g(x)

f(x)

=


ii. Με δεδομένο ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης g έχει ασύμπτωτες , να τις βρείτε.

iii. Να μελετήσετε τη συνάρτησης g ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση.

iv.  Αν η συνάρτηση f είναι πολυωνυμική 3ου βαθμού, τότε:

α. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς κ,λ και τον τύπο  

    της συνάρτησης f.

[image: image1.wmf]¢

xx

      β. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη  

          γραφική παράσταση της f και τον άξονα 
[image: image356.wmf]xx

¢

.

ΘΕΜΑ 7           (14) 

Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image357.wmf]|1lnx|

f(x)

x

-

=

, x > 0.

i. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

ii. Αν η τετμημένη του σημείο Μ(x,f(x))μεταβάλλεται με ρυθμό 1μ/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε(t) του τριγώνου ΑΟΒ, όπου A(x,0), O(0,0) B(0,f(x)), τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία είναι x(t0) = 4.

iii. Αν τη χρονική στιγμή t = 0 το σημείο Μ βρίσκεται στη θέση (1,1), τότε να αποδείξετε ότι:

α. x(t) = t+1

      β. Η συνάρτηση E(t) είναι κοίλη στο διάστημα [e
[image: image358.wmf]-

1,+∞).

ΘΕΜΑ 8            (19) 

Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image359.wmf]®

¡¡

, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

·  
[image: image360.wmf]f(x)f(x)

¢¢

-

= (4x+2)ex, για κάθε x
[image: image361.wmf]Î

¡

(1).

· 
[image: image362.wmf]f

¢

(0) = f(0) = 0  (2).

i. Να αποδείξετε ότι f(x) = x2ex, x
[image: image363.wmf]Î

¡

.

ii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f.

iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

iv. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2
[image: image364.wmf]Î

(
[image: image365.wmf]-

1,1) τέτοια ώστε 
[image: image366.wmf]12

f()f()

¢¢¢¢

x×x

= 3.
v. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image367.wmf]x

x

x1

limf(t)dt

®-¥

-

ò

.                      
[image: image368.wmf](L0)

=




ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ ΣΕ ΟΛΗ ΤΗΝ ΥΛΗ
	ΘΕΜΑ 9             (15) 

Δίνονται οι συναρτήσεις f,g: (0,+∞)
[image: image369.wmf]®

¡

, με 
[image: image370.wmf]x1

xlnx   ,  x(0,1]

f(x)

e1,  x(1,+)

-

Î

ì

ï

=

í

-Î¥

ï

î

και 
[image: image371.wmf]1

2

x

g(x)f(t)dt

=

ò


i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο    x0 = 1 με 
[image: image372.wmf]f

¢

(1) = 1.

ii. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης g.

iii. Να υπολογίσετε τα όρια:

α. 
[image: image373.wmf]x0

limg(x)

+

®

       β. 
[image: image374.wmf]x

limg(x)

®+¥

                    (
[image: image375.wmf]1

L0

=

, 
[image: image376.wmf]2

L

=+¥

) 
iv. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης g.

v. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει δύο ακριβώς ρίζες στο διάστημα (0,+∞).

vi. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι κοίλη στο 
[image: image377.wmf]1

0,

e

æù

ç

ú

èû

και κυρτή στο 
[image: image378.wmf]1
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.

ΘΕΜΑ 10             (16) 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image379.wmf]R

R

®

 με συνεχή παράγωγο, που ικανοποιεί τις σχέσεις:

· 
[image: image380.wmf](

)

2

2

1

f'(x)2f'(x)0

x1

-+=

+

, για κάθε x
[image: image381.wmf]R

Î

  (1).

· 
[image: image382.wmf]f'(1)1f'(1)

-<<

  (2)   και f(0) = 1  (3)

a) Να αποδείξετε ότι 
[image: image383.wmf]1

1

)

(

2

+

+

=

¢

x

x

x

f

, 
[image: image384.wmf]R

x

Î


b) Να αποδείξετε ότι 
[image: image385.wmf]2

f(x)xx1

=++

,  και ότι f(x) > 0 για κάθε x
[image: image386.wmf]R

Î

.

c) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και την κυρτότητα.

d) Αν h(x) = lnf(x),  x
[image: image387.wmf]R

Î

, τότε: 

 i) Αποδείξτε ότι 
[image: image388.wmf]1

1

)

(

2

+

=

¢

x

x

h


   ii) Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου  μεταξύ  της Cf ,  
[image: image389.wmf]xx

¢

 ,   

      
[image: image390.wmf]y

y

¢

  και  x = 1.

    iii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image391.wmf]f(x)x1

h(x)

x

--

>

, για κάθεx
[image: image392.wmf]Î

(0,+∞).

ΘΕΜΑ 11           (17) 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f: [0,+∞)
[image: image393.wmf]®

¡

, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και ικανοποιεί τις σχέσεις: 

· 4
[image: image394.wmf]f

¢¢

(x)(f(x))3 =
[image: image395.wmf]-

1, για κάθε x
[image: image396.wmf]Î

(0,+∞)  (1)
· 
[image: image397.wmf]f

¢

(x)
[image: image398.wmf]¹

0, για κάθε x
[image: image399.wmf]Î

 (0,+∞)                (2)

· 2
[image: image400.wmf]f

¢

(1) = f(1) = 1                                     (3)
i. Να αποδείξετε ότι f(x)
[image: image401.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image402.wmf]Î

(0,+∞).

ii. Να αποδείξετε ότι (2f(x)
[image: image403.wmf]f

¢

(x))2 = 1 για κάθε x
[image: image404.wmf]Î

(0,+∞).

iii. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

iv.  Αν 
[image: image405.wmf]f(x)x

=

, x ≥ 0, τότε: 

α. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής   

     παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της Μ(α,f(α)),  

     με α>0.

β. Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου Ω που περικλείεται από  

    τη γραφική παράσταση της f , την εφαπτομένη (ε) και τον 
     άξονα 
[image: image406.wmf]xx

¢

 .

γ. Αν ένα σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της f   

    έτσι, ώστε να απομακρύνεται από τον άξονα 
[image: image407.wmf]yy

¢

 με ρυθμό  

    2 μονάδες το δευτερόλεπτο, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής  

    του εμβαδού Ε του χωρίου Ω τη χρονική στιγμή κατά την  

    οποία η τετμημένη του είναι ίση με 4 μονάδες.

      δ. Να βρείτε λ
[image: image408.wmf]Î

(
[image: image409.wmf]-

α,α) τέτοιο ώστε η ευθεία με εξίσωση x=λ  

          να χωρίζει το χωρίο Ω σε δύο ισεμβαδικά χωρία.
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Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g: (0,+∞)(R, οι οποίες ικανοποιούν τις σχέσεις: 

· 
[image: image410.wmf]f(x)f'(x)

'

g(x)g'(x)

æö

=

ç÷

èø

, για κάθε x∈(0,+∞)  (1).

· 
[image: image411.wmf]2

g(x)g'(x)0

=>

, για κάθε x∈(0,+∞)  (2).

· f(1)=2
· g(1)=
[image: image412.wmf]-

1
i. Να αποδείξετε ότι f(x) =
[image: image413.wmf]1

1

x

+

, x>0  και g(x) = 
[image: image414.wmf]1

x

-

, x>0 .

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις Cf, Cg και τις ευθείες με x=1 και x=2.                     (E=1+2ln2)
iii. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image415.wmf](

)

1

g(x)

x

limf(x)

-

®+¥

                       (L=e)
iv. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image416.wmf]x1

2e2lnx3

0

f'(x)1g'(x)1

-

+

+=

-+

 έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (1,e).
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Έστω η συνεχής συνάρτηση f: (0,+∞)
[image: image417.wmf]®

¡

, η οποία ικανοποιεί τη σχέση:
[image: image418.wmf]xxu

111

xf(t)

f(t)dtxlnx12ln2dtdu

4t1

æö

æö

+-++=

ç÷

ç÷

ç÷

+

èø

èø

òòò

, x>0.

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη με 
[image: image419.wmf]f(x)11

x1x1x

¢

æö

=-

ç÷

++

èø

,  x > 0 και στη συνέχεια να βρείτε τον τύπο της f.
ii. Αν 
[image: image420.wmf]x1

f(x)(x1)ln

x

+

=+

, x>0, τότε:

α. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, να βρείτε τις  

     ασύμπτωτες της Cf και να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image421.wmf]2012

x1

x1xe

+

+=

, x>0 έχει μία  

    ακριβώς θετική ρίζα.

      γ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image422.wmf]20122012

xx

tf(t)dtxf(t)dt

>

òò

, x
[image: image423.wmf]Î

(0,2012).
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Έστω η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image424.wmf]®

¡¡

, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις: 

· 
[image: image425.wmf]xxu

000

2xtf(t)dtf(t)dtduxx2

æö

sun+=-hm+

ç÷

ç÷

èø

òòò

, x
[image: image426.wmf]Î

¡

 (1)
· f(0) = 0  (2)  και 
[image: image427.wmf]f

¢

(0) = α  (3).

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image428.wmf]¡

 και να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α.

ii. Να αποδείξετε ότι f(x) = 1
[image: image429.wmf]-

συνx, x
[image: image430.wmf]Î

¡

.

iii. Να βρείτε:

α. Την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής     

    παράστασης Cf της συνάρτησης f στο σημείο της με  

    τετμημένη 
[image: image431.wmf]2

3

p

.                                     (
[image: image432.wmf]3923

yx

26

-p

=+

)
       β. Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  

           παράσταση Cf της συνάρτησης f, από την εφαπτομένη (ε) 
           της Cf και τις ευθείες με εξισώσεις 
[image: image433.wmf]2

x

3

p

=

 και 
[image: image434.wmf]4

x

3

p

=

.

                                                                        
[image: image435.wmf]2

3393

(E)

9

p+p-

=
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Έστω η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image436.wmf]®

¡¡

, η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
[image: image437.wmf]f(x)

tf(x)2

1

1

elntdte[xln(x1)]

t

æö

+=++

ç÷

èø

ò

, για κάθε x
[image: image438.wmf]Î

¡

.

i. Να αποδείξετε ότι f(x) > 0, για κάθε x
[image: image439.wmf]Î

¡

.

ii. Να αποδείξετε ότι f(x) = ex(x2+1), x
[image: image440.wmf]Î

¡

.

iii. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0
[image: image441.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε f(x0) = 3.

iv. Αν για τη συνεχή συνάρτηση h:
[image: image442.wmf]®

¡¡

 ισχύει:              h(f(x)+x
[image: image443.wmf]-

3) = f(h(x))+h(x)
[image: image444.wmf]-

3, για κάθε x
[image: image445.wmf]Î

¡

, τότε να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης h έχει με την ευθεία y = x ένα τουλάχιστον κοινό σημείο.

v. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image446.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε 
[image: image447.wmf]f

¢

(ξ) = 2e
[image: image448.wmf]-

1.
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Δίνεται η συνάρτηση f: 
[image: image449.wmf]®

¡¡

, με 
[image: image450.wmf]2

x

tt

t

x

ee

f(x)dt

e1

-

+

=

+

ò

.

i. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R με 
[image: image451.wmf]2

x

f'(x)1e

=+

, x
[image: image452.wmf]Î

¡


ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f, ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iii.  Αν 
[image: image453.wmf]3

x

1

h(x)f(t)dt

=

ò

, x
[image: image454.wmf]Î

¡

, να αποδείξετε ότι:

α. 
[image: image455.wmf]11

3

00

h(x)dxxf(x)dx0

+=

òò


      β. Υπάρχει μοναδικό x0
[image: image456.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε 
[image: image457.wmf]0

0

3

0

h(x)

f(x)

x

=-
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Δίνεται η συνάρτηση f:
[image: image458.wmf]®

¡¡

, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

· 
[image: image459.wmf]f(xy)f(x)f(y)1

-=--

, για κάθε x,y
[image: image460.wmf]Î

¡

               (1)

· 
[image: image461.wmf]x0

f(x)1

lim2

x

®

+

=

                                                          (2)
· 
[image: image462.wmf]|zi|(f(x)1)2x

-+£hm

, για κάθε x
[image: image463.wmf]Î

¡

 και z
[image: image464.wmf]Î

£

  (3)
i. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z.                                            (κύκλος με Κ(0,1) και ρ = 1)
ii. Αν z1, z2 είναι δύο μιγαδικοί του προηγούμενου γεωμετρικού τόπου με |z1
[image: image465.wmf]-

z2| = 2, τότε να αποδείξετε ότι |z1+z2| = 2.

iii.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και κατόπιν αποδείξτε ότι  f(x) = 2x
[image: image466.wmf]-

1, x
[image: image467.wmf]Î

¡

.

iv. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι=
[image: image468.wmf]x

t

0

f(t)

e

ò

, x
[image: image469.wmf]Î

¡

.                
v. Να υπολογίσετε τα όρια:
[image: image470.wmf]x

t

x

0

f(t)

limdt

e

®+¥

ò

  και  
[image: image471.wmf]x

t

x

0

f(t)

limdt

e

®-¥

ò

.
vi. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image472.wmf]x

t

0

f(t)

dt0

e

=

ò

έχει δύο ακριβώς ρίζες ρ1, ρ2  με  ρ1 + 2ρ2 > 1.    
[image: image473.wmf]x

x

12

,  L1,  L

e2x1

(I)

e

==+¥

--

=
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Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f: (0,+∞)
[image: image474.wmf]®

¡

, η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
[image: image475.wmf]2

h0

f'(xh)f'(xh)1lnx

lim4

2h

x

®

+---

=×+k

, x>0  (1), όπου κ είναι η ελάχιστη τιμή του μέτρου των μιγαδικών αριθμών z για τους οποίους ισχύει: |z
[image: image476.wmf]-

3|2 + |z+3|2 = 2(8 + |z2
[image: image477.wmf]-

9|)  (2).
	i. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z.                                                          (γ.τ. C=υπερβολή)
ii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή.

iii. Να αποδείξετε ότι f(4
[image: image478.wmf]-

x) + f(x) ≥ 2f(2), για κάθε x>0 και ότι 
[image: image479.wmf]3

1

f(x)dx2f(2)

>

ò


iv. Αν επιπλέον είναι 
[image: image480.wmf]f

¢

(1) = 0 και f(1)=
[image: image481.wmf]-

1, τότε να αποδείξετε ότι f(x) = 2ln2x+x2
[image: image482.wmf]-

2x, x > 0.
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Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  με z
[image: image483.wmf]1

¹-

 και η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: (0,+∞)
[image: image484.wmf]®

¡

, που ικανοποιεί τις σχέσεις: 

· 
[image: image485.wmf]xx2

xef'(e)2x|(z1)x|

=++×

, για κάθε x
[image: image486.wmf]*

Î

¡

  (1)
· f(1)=
[image: image487.wmf]-

1                                                               (2)
i. Να αποδείξετε ότι 
[image: image488.wmf]2

2

lnx|z1|lnx1,  0<x<1

f(x)

lnx|z1|lnx1,  x1

ì

-+×-

ï

=

í

++×-³

ï

î

.

ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο ακριβώς ξ1, ξ2
[image: image489.wmf]Î

(0,+∞) τέτοια ώστε να ισχύει: ξ1
[image: image490.wmf]×

ξ2 = 1  ή  
[image: image491.wmf]|z1|

1

2

e

+

x

=

x

.

iv. Έστω Ε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g , όπου          g(x) = ln2x
[image: image492.wmf]-

1, x>0 και τις ευθείες με εξισώσεις x=e και x=e2. Αν Ε=e2 να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών z ανήκουν σε κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.                                                                  (Κ(
[image: image493.wmf]-

1,0), ρ=1)
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Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z για τους οποίους ισχύει: 
[image: image494.wmf]31

zi3zi

22

+>+

 (1).

i. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z.                                (γ.τ. C=εσωτερικά του Ο(0,0) , ρ=1/2)
ii. Να υπολογίσετε το όριο: 
[image: image495.wmf]x1x

x

lim(|z|2012)

-

®+¥

+

            
[image: image496.wmf](L0)

=


iii. Αν f είναι μια παραγωγίσιμη συνάρτηση, που είναι γνησίως αύξουσα και κυρτή στο 
[image: image497.wmf]¡

 και z1, z2 είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί, που ικανοποιούν την (1), τότε να αποδείξετε ότι, για οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό α, με α ≥ 0, ισχύει: 
[image: image498.wmf]12

|3z7z|

2f2f(1)f(1)f(1)

5

+

æö

<<-a++a

ç÷

èø

.
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Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: (0,+∞)
[image: image499.wmf]®

¡

, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

· 
[image: image500.wmf]f(x)lnf(x)

xf(x)0

2x

¢

+=

, για κάθε x
[image: image501.wmf]Î

(0,+∞)  (1)
· f(x)>0, για κάθε x
[image: image502.wmf]Î

(0,+∞)                                   (2)
· f(1) = e                                                                  (3)
i. Να αποδείξετε ότι 
[image: image503.wmf]1

x

f(x)e

=

, x∈(0,+∞).

ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία, την κυρτότητα και να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο x0=1. 

iii. Nα αποδείξετε ότι 
[image: image504.wmf]1

1

x

2e3x

-

³-

.
iv. Να αποδείξετε ότι 
[image: image505.wmf]75

ee2e

+>

.

v. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ορίσετε τη συνάρτηση 
[image: image506.wmf]1

f

-

.              (
[image: image507.wmf]1

2

1

f(x),x(1,)

lnx

-

=Î+¥

)
vi. Να υπολογίσετε το 
[image: image508.wmf]2

1

e

e

2

If(x)dx

lnx

-

æö

=-

ç÷

èø

ò

.        
[image: image509.wmf]2
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Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image510.wmf]®

¡¡

, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

· 
[image: image511.wmf]f

¢

(
[image: image512.wmf]-

x)f(x)=
[image: image513.wmf]-

x, για κάθε x
[image: image514.wmf]Î

¡

 (1)
· f(0) = 1                                          (2)
Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση 
[image: image515.wmf]f(x)

g(x)

f(x)

-

=

, x
[image: image516.wmf]Î

¡


i. να αποδείξετε ότι 
[image: image517.wmf]f

¢

(0) = 0.

ii. Να αποδείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο 
[image: image518.wmf]¡

, το οποίο και να προσδιορίσετε.

iii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή.

iv. Να αποδείξετε ότι 
[image: image519.wmf]2

f(x)x1

=+

, x
[image: image520.wmf]Î

¡

.

v. Να μελετήσετε ως προς το πρόσημο τη συνάρτηση 
[image: image521.wmf]x

1

h(x)f(t)dt

=

ò

 και κατόπιν να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Ch τις ευθείες με εξισώσεις   x = 0, x = 1 και τον άξονα x΄x.                            
[image: image522.wmf]221

E

3

()

-

=
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image523.wmf]t

lnx

t

0

e

G(x)dt

ex

=

+

ò

, x>0.

i. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης G.

ii. Αν 
[image: image524.wmf]2x

G(x)ln

1x

=

+

, x>0 τότε: 

    α. Να μελετήσετε τη συνάρτηση G ως προς τη μονοτονία.

    β. Να βρείτε το πρόσημο της G , για τις διάφορες τιμές του x.

    γ. Να βρείτε το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου μεταξύ της CG , του  

       
[image: image525.wmf]xx

¢

 και της ευθείας x = λ, 0 < λ < 1.  (
[image: image526.wmf]21

E()lnln

12

ll+

l=l-

l+

)
    δ.  Να αποδείξετε ότι 
[image: image527.wmf]0

lim()ln2

+

l®

El=


    ε. Να αποδείξετε ότι 
[image: image528.wmf]x

e

1xe

dt

G(t)G(x)

-

>

ò

, για κάθε x>e.
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Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:[0,+∞)
[image: image529.wmf]®

¡

, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις: : 

· f(x) > 0 για κάθε x
[image: image530.wmf]Î

[0,+∞)     (1)
· f(0) = 1                                     (2)
Αν το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση Cg της συνάρτησης 
[image: image531.wmf]x

0

g(x)f(t)dt

=

ò

, τους άξονες 
[image: image532.wmf]xx

¢

, 
[image: image533.wmf]yy

¢

  και την ευθεία με εξίσωση x = u, με u > 0 είναι 
[image: image534.wmf]u

0

E(u)uf(t)dt

=

ò

+
[image: image535.wmf]1

f(u)

2

 (3), τότε:

i. Να αποδείξετε ότι 
[image: image536.wmf]2

x

f(x)e

-

=

, x ≥ 0.

ii. Να βρείτε τα όρια: 

α. 
[image: image537.wmf]x

0

v

x0

g(t)dt

lim

x

+

®

ò

για τις διάφορες τιμές του ν
[image: image538.wmf]Î

Ν με ν≥1

β. 
[image: image539.wmf]x1

x

x

limf(t)dt

+

®+¥

ò


iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iv. Να αποδείξετε ότι 
[image: image540.wmf]1

2

4

0

1

f(x)dx

2e

>

ò

.
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image541.wmf]2

x

xt

x

f(x)edt

-

=

ò

, x
[image: image542.wmf]Î

¡

.

i. Να αποδείξετε ότι
[image: image543.wmf]2

xx

f(x)1e

-+

=-

, x
[image: image544.wmf]Î

¡

.

ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f.

iv. Να αποδείξετε ότι: 

α. f(x)>0 για κάθε x
[image: image545.wmf](,0)(1,)

Î-¥È+¥


β. f(x)≤0 για κάθε x
[image: image546.wmf]Î

[0,1].

v. Να υπολογίσετε τα όρια: 

α. 
[image: image547.wmf]x

f(x)

lim(2014x)

x

®+¥

æö

hm

ç÷

èø

                                     (L=0)
β. 
[image: image548.wmf]x

x

lim2014f(x)

x

®-¥

hm
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vi) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = (2x
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Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
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i. Να αποδείξετε ότι 
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ii. Να αποδείξετε ότι f(x) = ln(συνx), x
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iii. Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη στο διάστημα 
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iv. Να βρείτε το όριο 
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ΘΕΜΑ              
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
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R

®

 με συνεχή παράγωγο, που ικανοποιεί τις σχέσεις:
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· f(0) = 1  (3)

e) Να αποδείξετε ότι 
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f) Να αποδείξετε ότι 
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,  και ότι f(x) > 0 για κάθε x
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g) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και την κυρτότητα.

h) Αν h(x) = lnf(x),  x
[image: image574.wmf]R
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, τότε: 

       i) Αποδείξτε ότι 
[image: image575.wmf]1

1

)

(

2

+

=

¢

x

x

h


       ii) Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου  μεταξύ  της Ch ,  
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            iii) Να αποδείξετε ότι 
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