(§3.4)  ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ – ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ  
	ΟΡΙΣΜΕΝΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ  ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝ/ΣΗΣ  
Για να ορίσουμε το ορισμένο  ολοκλήρωμα  πρέπει :

1) Να  έχουμε  μια  συνεχή  συνάρτηση  f  σε  κλειστό  διάστημα  [α,β].

2) Να  κάνουμε  μια  διαμέριση  του  [α,β]  σε  ν  μικρότερα  ισομήκη  υποδιαστήματα  πλάτους   Δx =
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3) Να  επιλέξουμε  για  κάθε  υποδιάστημα  [xk-1 , xk]  ένα τυχαίο  ξκ
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και  ταυτόχρονα  να  σχηματίσουμε το άθροισμα  
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4)  Να  βρούμε το όριο
[image: image8.wmf]n

lim

®+¥
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 του παραπάνω   

     αθροίσματος  το οποίο είναι πάντα   πραγματικός αριθμός.

     Το  παραπάνω όριο  ονομάζεται  ορισμένο  ολοκλήρωμα  

    της  f  από α  έως  β  και  συμβολίζεται   
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Παρατηρήσεις
1) Το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης είναι αριθμός. Επομένως  
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2) Το ορισμένο ολοκλήρωμα 
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b

a

ò

 είναι αριθμός που εξαρτάται από τα  α και β και απ’ τις τιμές της f στο  [α,β] και όχι από το γράμμα της ανεξάρτητης μεταβλητής της f. Έτσι π.χ.  
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Γεωμετρική  ερμηνεία του ορισμένου ολοκληρώματος

Αν  
[image: image18.wmf]f(x)0

³

, και  f  συνεχής στο [α, β]  (α < β)  τότε: 
το  ολοκλήρωμα  
[image: image19.wmf]ò
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  ισούται  με  το εμβαδό του χωρίου  Ω  που  ορίζεται  από  την   Cf,  τον άξονα  x΄x  και  τις  ευθείες  x = α  και x = β.
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	ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ  ΤΟΥ  ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ
Έστω οι συναρτήσεις f, g συνεχείς σε διάστημα [α, β].

1)   Αν  f(x) 
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 0   τότε  
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2)   Αν  f(x) 
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 0  στο  [α, β]  και  η  f   δεν  μηδενίζεται    

      παντού στο  [α, β]  τότε 
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3)   Αν 
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4)  
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Σχόλιο για την ιδιότητα 9 
Τα  α , β ,γ μπορεί να έχουν οποιαδήποτε σχέση διάταξης μεταξύ τους, Ειδικότερα, 
αν 
[image: image44.wmf]f(x)0
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 και α < γ < β η παραπάνω ιδιότητα δηλώνει ότι  Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2)   (πιο απλά  Ω = Ω1 + Ω2)

αφού                                             

Ε(Ω) =
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ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ
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· Το πρόσημο του Ορισμένου Ολοκληρώματος εξαρτάται απ’ τα πρόσημα των τιμών f(ξκ) και του  Δx).


(§3.4)  ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ – ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ  
	ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ (ΘΘΟΛ)
Έστω 
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Σημαντικές Παρατηρήσεις

1) Το ορισμένο ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο από την επιλογή της παράγουσας. Π.χ. 
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2) Από το ΘΘΟΛ προκύπτει ότι


[image: image57.wmf]f(x)dx[f(x)]f()f()

b

b

a

a

¢

==b-a

ò



[image: image58.wmf]f(x)dx[f(x)]f()f()

b

b

a

a

¢¢¢¢¢

==b-a

ò



[image: image59.wmf]x

x

f(t)dt[f(t)]f(x)f()

a

a

¢

==-a

ò



[image: image60.wmf]x

x

f(t)dt[f(t)]f(x)f()

a

a

¢¢¢¢¢

==-a

ò


Παραδείγματα
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ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ

Α. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ
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Όπου 
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 συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β].
Περιπτώσεις παραγοντικής Ολοκλήρωσης

1
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Γράφουμε την εκθετική συνάρτηση σαν παράγωγο

και εφαρμόζουμε παραγοντική ολοκλήρωση
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Γράφουμε την τριγωνομετρική συνάρτηση σαν παράγωγο και εφαρμόζουμε παραγοντική ολοκλήρωση
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 P(x) πολυώνυμο του x, α
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P(x) πολυώνυμο του x, α
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Προσοχή!!!  

Γράφουμε την πολυωνυμική  συνάρτηση σαν παράγωγο  και εφαρμόζουμε παραγοντική ολοκλήρωση 
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Γράφουμε όποια συνάρτηση θέλουμε σαν παράγωγο (κατά προτίμηση την εκθετική) και εφαρμόζουμε παραγοντική ολοκλήρωση δύο φορές. 

Συνήθως εμφανίζεται ξανά το αρχικό ολοκλήρωμα Ι , το οποίο υπολογίζουμε από την λύση μιας εξίσωσης Ι = φ(Ι)
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	ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΡΗΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ:   βαθμός αριθμητή <  βαθμό  παρονομαστή
Αναλύουμε το κλάσμα σε άθροισμα απλών  κλασμάτων                  και μετά ολοκληρώνουμε

2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ:   βαθμός αριθμητή >  βαθμό  παρονομαστή
Εκτελούμε την διαίρεση Ρ(x) : Q(x)  και παίρνουμε άθροισμα 
ενός πολυωνύμου και ενός κλάσματος της  1ης περίπτωσης 

Μετά ολοκληρώνουμε
Β. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ
      Ζητάμε να υπολογίσουμε το 
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ΟΜΑΔΟΠΟΙΗΣΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

►ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΜΕ ΕΥΡΕΣΗ    

     ΑΡΧΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
     (ΑΜΕΣΑ Η ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΚΑΝΟΝΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ)
Μεθοδολογία
i) Βρίσκουμε (αν είναι εύκολο) μια παράγουσα F της f και εφαρμόζοντας το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού έχουμε: 
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ii) Αν η f είναι κλασματικής μορφής μετατρέπουμε την f σε άθροισμα συναρτήσεων, ο υπολογισμός των παραγουσών των οποίων είναι ευκολότερος και υπολογίζουμε το άθροισμα των επιμέρους ολοκληρωμάτων.

iii) Πολλές φορές είναι χρήσιμο να εφαρμόζουμε την 
[image: image91.wmf]f(x)dx

b

a

ò

=
[image: image92.wmf](x)f(x)dx

b

a

¢

ò

και να εφαρμόζουμε την μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες.

ΑΣΚΗΣΗ 6
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:
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ΑΣΚΗΣΗ 7  Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:
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ΑΣΚΗΣΗ 8
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:
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(Απάντηση:  Ι1=
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ΑΣΚΗΣΗ 9
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:
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[image: image136.wmf]e

3

1

xlnxdx

ò

       (
[image: image137.wmf]4

3e1

16

+

)
4) 
[image: image138.wmf]e

2

1

lnxdx

ò

        (
[image: image139.wmf]e2

-

)

5) 
[image: image140.wmf]e

22

1

xlnxdx

ò

   (
[image: image141.wmf]3

4e2

9

+

)
6) 
[image: image142.wmf]2

2

1

lnx

dx

x

ò

        (
[image: image143.wmf]1ln2

2

-

)

7) 
[image: image144.wmf]2

2

1

lnx

dx

x

ò

          (
[image: image145.wmf]1

3

)

8) 
[image: image146.wmf]e

1

lnx

dx

x

ò

      (
[image: image147.wmf]42e

-

)

	►ΜΟΡΦΗ 
[image: image148.wmf]ò

β

αx+β

α

e

ημ(γx+δ)dx

 και 
[image: image149.wmf]ò

β

αx+β

α

e

συν(γx+δ)dx
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Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:

1) 
[image: image150.wmf]2

x

1

e

ημxdx

p

ò


2) 
[image: image151.wmf]x

0

e

συν2xdx

p

ò


3) 
[image: image152.wmf]2x

0

e

συν4xdx

p

ò


(Απάντηση: 
[image: image153.wmf]2

e1

2

p

+

, 
[image: image154.wmf]1e

3

p

-

,
[image: image155.wmf]2

e1

10

p

-

)
►ΑΛΛΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ
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Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:
1) 
[image: image156.wmf]2

2

4

x

dx

x

p

p

hm

ò

    (
[image: image157.wmf]2

ln

42

p

-

)
2) 
[image: image158.wmf]4

2

0

x

dx

x

p

sun

ò

 (
[image: image159.wmf]2

ln

42

p

+

)
3) 
[image: image160.wmf]2

2

4

1+

συνx

dx

x

p

p

hm

ò

      
[image: image161.wmf](2)


4) 
[image: image162.wmf]4

2

0

ημx

dx

x

p

sun

ò

      
[image: image163.wmf](2)

1

-


5) 
[image: image164.wmf]2

2

4

συνx

dx

x

p

p

hm

ò

         
[image: image165.wmf](2)

1

-


ΑΣΚΗΣΗ 12
1) Έστω 
[image: image166.wmf]f:

®

¡¡

 συνεχής συνάρτηση με συνεχή παράγωγο και τέτοια ώστε 
[image: image167.wmf]1

0

f(x)f(x)dx0

¢

=

ò

 και 
[image: image168.wmf]1

2

0

f(x)f(x)dx18

¢

=

ò

. Να αποδείξετε ότι 
[image: image169.wmf]5

1

4

0

23

f(x)f(x)dx

5

×

¢

=

ò


2) Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο 
[image: image170.wmf]¡

. Επιπλέον ισχύουν f(0) = 1, f(π) = 3 και 
[image: image171.wmf]0

f(x)xdx

p

¢¢

hm=p

ò

. Να αποδείξετε ότι 
[image: image172.wmf]0

f(x)xdx4

p

hm=-p

ò


►ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ

Μεθοδολογία
Στην ολοκλήρωση με αντικατάσταση: Επιλέγουμε μια 1−1 συνάρτηση u = u(x). Εκφράζουμε το x με όρους του u και το dx με όρους του u και του du, χρησιμοποιώντας τον τύπο du=
[image: image173.wmf]u

¢

(x)dx. Βρίσκουμε τα νέα άκρα ολοκλήρωσης u(α) και u(β). Υπολογίζουμε το απλούστερο ολοκλήρωμα.
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Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:

1)
[image: image174.wmf]1

0

xx1dx

+

ò


2)
[image: image175.wmf]1

0

x1

dx

2x1

+

+

ò


3)
[image: image176.wmf]1

74

0

xx1dx

+

ò


4)
[image: image177.wmf]2

1

0

3

x

dx

x2

+

ò


5)
[image: image178.wmf]x

1

x

0

e

dx

e1

+

ò


6)
[image: image179.wmf]e

1

1

dx

xlnx

ò


7)
[image: image180.wmf]2

2

xlnx

1

edx

+

ò


8)
[image: image181.wmf]1

2

0

xln(x1)dx

+

ò


9)
[image: image182.wmf]x

2

0

xedx

p

hm

sun×

ò


10)
[image: image183.wmf]1

x

0

edx

ò

 
11)
[image: image184.wmf]e

1

lnx

dx

x

ò


12) 
[image: image185.wmf]e

1

(lnx)dx

hm

ò



	Απαντήσεις:1)
[image: image186.wmf]4(21)

15

+

   2)
[image: image187.wmf]332

3

-

  3)
[image: image188.wmf]21

15

+

  4)
[image: image189.wmf]2

(32)

3

-

  5)
[image: image190.wmf]e1

ln

2

+

,    

                 6)
[image: image191.wmf]2e2

-

    7)
[image: image192.wmf]4

ee

2

-

   8)
[image: image193.wmf]ln271

+

  9)
[image: image194.wmf]2

e1

p

-

, 10)2  11)
[image: image195.wmf]2

3

,      
                12)
[image: image196.wmf]e1e11

2

hm-sun+
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1) Αν f παραγωγίσιμη με f(4) = 10 και 
[image: image197.wmf]2

f(x)x9

¢

=+

, να αποδείξετε ότι  
[image: image198.wmf]4

0

f(x)dx

ò

= 
[image: image199.wmf]22

3


2) Μια συνάρτηση είναι συνεχής και τέτοια ώστε f(6
[image: image200.wmf]-

x) = f(x) για κάθε x
[image: image201.wmf]Î

¡

 και 
[image: image202.wmf]8

2

f(x)dx10

-

=

ò

. Να αποδείξετε ότι 
[image: image203.wmf]8

2

Ixf(x)dx30

-

==

ò


3) Μια συνάρτηση f είναι συνεχής και τέτοια ώστε 
[image: image204.wmf]f(x)f(x)

a+b-=g

 για κάθε x
[image: image205.wmf]Î

¡

 και 
[image: image206.wmf]0

a+b¹

. Να αποδείξετε ότι 
[image: image207.wmf]2

f(x)dx

l

-l

lg

=

a+b

ò


4) Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image208.wmf]¡

. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image209.wmf](

)

12

00

f(x)f(x1)dxf(x)dx

++=

òò


5) Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image210.wmf]¡

. Να αποδείξετε ότι:
i) Αν είναι άρτια τότε 
[image: image211.wmf]αα

α0

f(x)dx2f(x)dx

-

=

òò


ii) Αν είναι περιττή τότε 
[image: image212.wmf]f(x)dx0

a

-a

=

ò


►ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΡΗΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
[image: image213.wmf]P(x)

Q(x)


Μεθοδολογία
Ο Βαθμός αριθμητή 
[image: image214.wmf]³

 βαθμού παρονομαστή 

1. Εκτελούμε τη διαίρεση και προκύπτει: 
[image: image215.wmf]P(x)

Q(x)

=Π(x)+
[image: image216.wmf]Y(x)

Q(x)

 

2. Αν Υ(x)=
[image: image217.wmf]Q

¢

(x), τότε 
[image: image218.wmf]Q(x)

Q(x)

¢

= 
[image: image219.wmf](

)

ln|Q(x)|

¢

. 

3. Αν Y(x)
[image: image220.wmf]¹



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image221.wmf]Q

¢

(x) και το Q(x) γράφεται:                Q(x)=α(x
[image: image222.wmf]-

ρ1) (x
[image: image223.wmf]-

ρ2)… (x
[image: image224.wmf]-

ρμ) τότε 
i) Μπορούμε να υπολογίσουμε πραγματικές σταθερές  Α1, Α2,…, Αμ, έτσι ώστε να ισχύει: 
[image: image225.wmf]Y(x)

Q(x)

=
[image: image226.wmf]1

1

Α

(x

ρ)

-

+
[image: image227.wmf]2

2

Α

(x

ρ)

-

+…+
[image: image228.wmf]μ

μ

Α

(x

ρ)

-

για κάθε x
[image: image229.wmf]Î

¡

-{ρ1,ρ2,..,ρμ}. Οι σταθερές αυτές υπολογίζονται από την ισότητα των πολυωνύμων που προκύπτει, αφού πρώτα κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών.
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Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:

1) 
[image: image230.wmf]0

2

1

2x3

dx

x3x2

-

-

-+

ò


2) 
[image: image231.wmf]2

1

2

0

x2x

dx

x3x2

-

++

ò


3) 
[image: image232.wmf]2

2

e

2

dx

x1

-

-

-

ò


  4)  
[image: image233.wmf]1

x

0

1

dx

e1

+

ò


	


(§3.4)  ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ – ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 
	►ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΔΙΠΛΟΥ ΤΥΠΟΥ

Μεθοδολογία
Αποδεικνύουμε την συνέχεια της συνάρτησης f στο σημείο x0 αλλαγής του τύπου και στο [α,β] και στη συνέχεια έχουμε: 
[image: image234.wmf]β

α

f(x)dx

ò

=
[image: image235.wmf]x

0

α

f(x)dx

ò

+
[image: image236.wmf]β

x

0

f(x)dx

ò

. Αν ο τύπος της συνάρτησης f έχει απόλυτες τιμές, μετασχηματίζουμε την συνάρτηση σε πολλαπλού τύπου και εργαζόμαστε με ανάλογο τρόπο.
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Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:

1) 
[image: image237.wmf]2

2

If(x)dx

-

=

ò

 όπου      


[image: image238.wmf]x,            x0

f(x)

ln(x1),  x0

<

ì

=

í

+³

î


(Απ: Ι=3ln3-4)

2) 
[image: image239.wmf]2

2

0

(|x1|x)dx

-+

ò


3) 
[image: image240.wmf]2

e

1

|lnx1|dx

-

ò


►ΑΝΑΓΩΓΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ 

Μεθοδολογία
Σε περιπτώσεις όπως η παραπάνω, όπου το ολοκλήρωμα περιέχει ένα φυσικό αριθμό ν εργαζόμαστε ως εξής: 

i) Ονομάζουμε το ολοκλήρωμα με όρο μιας ακολουθίας, για παράδειγμα Iν. 

ii) Εκφράζουμε το Iν, χρησιμοποιώντας συνήθως την παραγοντική ολοκλήρωση, με τη βοήθεια ενός ολοκληρώματος ίδιας μορφής, αλλά με τον αριθμό ν μικρότερο. Η σχέση αυτή λέγεται αναδρομικός τύπος. 

iii)Εφαρμόζουμε διαδοχικά τον αναδρομικό τύπο και   

    υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα για συγκεκριμένη τιμή του ν.

ΆΣΚΗΣΗ 17    

1) Δίνεται το ολοκλήρωμα    Ιν = 
[image: image241.wmf]1

x

0

xedx

n-

ò

 ,  ν
[image: image242.wmf]*

Î

¥

, ν
[image: image243.wmf]³

2

i) Να βρείτε αναγωγικό τύπο

ii) Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι3

2)   Δίνεται το ολοκλήρωμα Iν =
[image: image244.wmf]π

v

0

x

ημxdx

ò

, ν
[image: image245.wmf]Î

¥

(1).

i) Να αποδείξετε ότι Ιν+ν(ν-1)Ιν-2=πν, ν≥2.

ii) Να υπολογίσετε το Ι4.

3)   Δίνεται το ολοκλήρωμα Ιν = 
[image: image246.wmf]e

1

(lnx)dx

n

ò

, ν
[image: image247.wmf]*

Î

¥


i) Να αποδείξετε ότι Ιν = 
[image: image248.wmf]1

eI

n-

-n

, ν
[image: image249.wmf]³

2

ii) Να υπολογίσετε το Ι3.

4) Δίνεται το ολοκλήρωμα Ιν = 
[image: image250.wmf]x

1

x

0

e

dx

1e

n

+

ò

, ν
[image: image251.wmf]*

Î

¥


i) Να αποδείξετε ότι Ιν = 
[image: image252.wmf]1

1

e1

1

n-

n-

-

-I

n-

,  ν
[image: image253.wmf]³

2

ii) Να υπολογίσετε το Ι3.

►ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ
Μεθοδολογία
· Στηριζόμαστε στις ιδιότητες: 

i) Αν f(x)≥0 για κάθε x
[image: image254.wmf]Î

[α,β], τότε 
[image: image255.wmf]β

α

f(x)dx

ò

≥ 0. 
ii) Αν  f(x)
[image: image256.wmf]³

0 για κάθε x
[image: image257.wmf]Î

[α, β] και η f  δεν  μηδενίζεται παντού στο  [α, β]  τότε 
[image: image258.wmf]ò

0

β

α

f(x)dx

>

 
iii) Αν  f(x)≥g(x) για κάθε x
[image: image259.wmf]Î

[α,β], τότε f(x)
[image: image260.wmf]-

g(x) ≥ 0, οπότε 
[image: image261.wmf]β

α

(f(x)g(x))dx

-

ò

≥ 0 
[image: image262.wmf]Û


[image: image263.wmf]β

α

f(x)dx

ò


[image: image264.wmf]-


[image: image265.wmf]β

α

g(x)dx

ò

≥ 0 
                                                  
[image: image266.wmf]Û

 
[image: image267.wmf]β

α

f(x)dx

ò

≥
[image: image268.wmf]β

α

g(x)dx

ò

.
· Μελετούμε και τη μονοτονία της f (αν χρειαστεί) στο διάστημα [α,β]  

· Βρίσκουμε αν χρειαστεί και το σύνολο τιμών της f  
· ή απλά χρησιμοποιούμε γνωστές ιδιότητες ανισοτήτων και ολοκληρώνουμε τα μέλη τους. 
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1)  Να αποδείξετε ότι 
[image: image269.wmf]π

3

4

0

ημxdx

ò

≤
[image: image270.wmf]π

2

4

0

ημxdx

ò


2) Να αποδείξετε ότι 
[image: image271.wmf]2x2x

444

000

1

edxxdxexdx

2

ppp

æö

+ej³ej

ç÷

èø

òòò


3)  Αν η f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο με 
[image: image272.wmf]f(x)0

¢¢

>

στο 
[image: image273.wmf]¡

   να αποδείξετε ότι 
[image: image274.wmf]2

0

f(x)xdx0

p

sun>

ò


4)  Να αποδείξετε ότι 2 ≤
[image: image275.wmf]1

2

0

x+4dx

ò

≤
[image: image276.wmf]5


5)  Να αποδείξετε ότι 5 ≤
[image: image277.wmf]2

2

2

4

xx4

x3

dx

-

++

+

ò

≤ 9
6)  Να αποδείξετε ότι 
[image: image278.wmf]π

ημx

2

0

πeπe

dx

83

ημx6

££

+

ò
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Έστω συνάρτηση f συνεχής στο 
[image: image279.wmf]¡

. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image280.wmf]Î

[0,1], τέτοιο ώστε 
[image: image281.wmf]1

2

0

1

xf(x)dxf()

3

=x

ò


►ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΜΕΣΑ ΣΕ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

►ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΥΠΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

· Επειδή το ορισμένο ολοκλήρωμα είναι πραγματικός αριθμός μπορούμε να θέσουμε 
[image: image282.wmf]β

α

f(x)dx

ò

=λ
[image: image283.wmf]Î

¡

. 
· Αν η μεταβλητή μίας συνάρτησης είναι διαφορετική απ’ τη μεταβλητή ολοκλήρωσης η συνάρτηση θεωρείται σταθερός αριθμός στον υπολογισμό του ολοκληρώματος.

· Επιπλέον θυμόμαστε ότι  
[image: image284.wmf]β

α

f(x)dx

ò

= 
[image: image285.wmf]β

α

f(t)dt

ò

=….
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1) Δίνονται οι συναρτήσεις 
[image: image286.wmf]f,g:

®

¡¡

για τις οποίες ισχύει 
[image: image287.wmf]·


[image: image288.wmf](

)

22

2

11

tf(x)dxdt14

=

òò

 και  
[image: image289.wmf]·



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image290.wmf]3

0

g(x)dx2

=

ò

. Αποδείξτε ότι:
i) 
[image: image291.wmf]2

1

f(x)dx

ò

= 6
ii) 
[image: image292.wmf](

)

32

01

f(t)g(x)dtdx

òò

= 12
2) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image293.wmf]f:

®

¡¡

. Να βρείτε τον τύπο της f στις παρακάτω περιπτώσεις:

i) 
[image: image294.wmf]1

0

2xf(t)dt

ò

= 12x2
[image: image295.wmf]-

f(x), για κάθε x
[image: image296.wmf]Î

¡


ii) 
[image: image297.wmf]1

1xx

0

ef(x)dxf(x)e

-

=+

ò

, για κάθε x
[image: image298.wmf]Î

¡


ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Μεθοδολογία
Έστω f με συνεχή πρώτη παράγωγο και 1-1 σε κάποιο διάστημα Δ και θέλουμε να υπολογίσουμε το 
[image: image299.wmf]1

f(x)dx

b

-

a

ò

.

1) Θέτουμε 
[image: image300.wmf]1

uf(x)

-

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image301.wmf]Û

f(u) = x οπότε 
[image: image302.wmf]dxf(u)du

¢

=


2) Βρίσκουμε τα νέα όρια ολοκλήρωσης:

· Για x = α:  f(u) = α = f(γ) 
[image: image303.wmf]Û

u = γ

· Για x = β:  f(u) = β = f(δ) 
[image: image304.wmf]Û

u = δ

3) Το ζητούμενο ολοκλήρωμα γίνεται:

    
[image: image305.wmf]1

f(x)dxuf(u)du
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ΑΣΚΗΣΗ 21
1) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex+x3, x
[image: image309.wmf]Î

¡

.

i) Να δείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 
[image: image310.wmf]1

f
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ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image311.wmf]1
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	2) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3+x+5, x
[image: image312.wmf]Î

¡

.

i) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 
[image: image313.wmf]1
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ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image314.wmf]1
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ
ΆΣΚΗΣΗ 22   

Έστω μια συνάρτηση f: [0,2]
[image: image315.wmf]®
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 με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0,2] και 
[image: image316.wmf]2
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= 0 (1), τότε να αποδείξετε ότι: 

i) 
[image: image317.wmf]2f(2)f(2)f(0)
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ii) υπάρχει ξ
[image: image318.wmf]Î

(0,2) τέτοιο ώστε 
[image: image319.wmf]f()f(2)
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Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image320.wmf]¡

 και ισχύει 
[image: image321.wmf]f(x)f(6x)c
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 για κάθε x
[image: image322.wmf]Î
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, όπου c σταθερός αριθμός.
i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image323.wmf]5
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=2(f(1)+f(5))

ii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image324.wmf]5
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= 4f(3)
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1) Δίνεται συνάρτηση 
[image: image325.wmf]f(x)lnx
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, με α
[image: image326.wmf]Î
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, για την οποία ισχύει 
[image: image327.wmf]f(x)0
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 για κάθε x
[image: image328.wmf](0,)

Î+¥

.

i) Να αποδείξετε ότι α = 1

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image329.wmf]xex1
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 έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες.

iii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image330.wmf]1
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2) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x4+αx
[image: image331.wmf]-

α
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3, με α
[image: image333.wmf]Î
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, για την οποία ισχύει 
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 για κάθε x
[image: image335.wmf]Î
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i) Να αποδείξετε ότι α =
[image: image336.wmf]-
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ii) Να αποδείξετε ότι f(x)
[image: image337.wmf]³

2x(x
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2) για κάθε x
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iii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image340.wmf]4
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iv) Να αποδείξετε ότι 
[image: image341.wmf]2
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image342.wmf]f:(0,)
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, παραγωγίσιμη, για την οποία ισχύει 
    
[image: image343.wmf]·

 f(1) = e και 
    
[image: image344.wmf]·

 
[image: image345.wmf]x
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, για κάθε x > 0.
i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image346.wmf]x
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, με x
[image: image347.wmf](0,)
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ii)Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και ακρότατα και  

    να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή.

iii)Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ln4x – x = 0 έχει ακριβώς δύο 
     θετικές ρίζες. 

iv)Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf στο Μ(2,f(2)) έχει 
     εξίσωση 
[image: image348.wmf]2
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v)Να αποδείξετε ότι 
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Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image350.wmf]f:
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 με f(0) = 0 και η 
[image: image351.wmf]f
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 είναι γνησίως αύξουσα στο 
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a) Να αποδείξετε ότι 
[image: image353.wmf]x

f(x)

h(x)e

x

=+

 είναι 1-1 στο 
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b) Αν h(x) = ex+x5+x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image355.wmf]1
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image356.wmf]f:
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με συνεχή δεύτερη παράγωγο, για την οποία ισχύει 
· 
[image: image357.wmf]f(x)0
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 για κάθε x
[image: image358.wmf]Î
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, 
· η Cf διέρχεται απ’ τα σημεία Α(0,
[image: image359.wmf]-

1) και Β(2,5) και 
· 
[image: image360.wmf]2
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a) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf στο Β έχει εξίσωση     y = 3x
[image: image361.wmf]-
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b) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image362.wmf]Î

(0,2), ώστε 
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c) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να αποδείξετε ότι 
[image: image364.wmf]1
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image365.wmf]f:[0,1]
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 με συνεχή πρώτη παράγωγο για την οποία ισχύουν:

· Η Cf διέρχεται απ’ τα σημεία Α(0,2) και Β(1,2e) και  
· 
[image: image366.wmf](
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a) Να αποδείξετε ότι 
[image: image367.wmf]1
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b) Να αποδείξετε ότι f(x) = 2ex.
c) Να αποδείξετε ότι 
[image: image368.wmf]1
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ΆΣΚΗΣΗ 29  

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image369.wmf]f:
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 για την οποία ισχύει 
[image: image370.wmf](

)

211

23

000

f(x)ydydz(3tx6tx1)dt

=+-

òòò

 για κάθε x
[image: image371.wmf]Î
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.
a) Να αποδείξετε ότι f(x) = x3+3x
[image: image372.wmf]-

1

b) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και κατόπιν ότι 
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c) Να αποδείξετε ότι 
[image: image374.wmf]2
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