(§3.1)  ΑΡΧΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ Ή ΠΑΡΑΓΟΥΣΑ
	Ορισμός
Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της f στο Δ  ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιμη στο Δ και 

ισχύει 
[image: image1.wmf]F(x)f(x)
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, για κάθε x
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Θεώρημα
Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ. 
Aν F είναι μία παράγουσα της f στο Δ, τότε:

· Όλες οι συναρτήσεις της μορφής G(x) = F(x)+C, C
[image: image3.wmf]Î
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 είναι παράγουσες της f στο Δ,  

· Κάθε  άλλη παράγουσα  G της f στο Δ , παίρνει τη μορφή G(x) = F(x)+C, C
[image: image4.wmf]Î
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Ιδιότητες Παραγουσών

Αν οι συναρτήσεις F και G είναι παράγουσες (αρχικές) των f και g αντιστοίχως και κ, λ
[image: image5.wmf]*
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, τότε:

i) Η συνάρτηση F+G είναι μία αρχική της συνάρτησης f+g.

ii) Η συνάρτηση λF είναι μία αρχική της συνάρτησης λf.

iii) Η συνάρτηση λF+κG είναι μία αρχική της συνάρτησης λf+κg.


	Σημαντικές Παρατηρήσεις

1) Αν F1, F2 είναι δύο παράγουσες της f, σε ένα διάστημα Δ, τότε αυτές θα διαφέρουν κατά έναν σταθερό πραγματικό αριθμό. Δηλαδή F1(x) = F2(x) + c, c
[image: image6.wmf]Î
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.

2) Κάθε συνάρτηση ορισμένη σε διάστημα Δ, δεν έχει αναγκαία παράγουσα. Κάθε συνεχής όμως συνάρτηση σε διάστημα Δ έχει παράγουσα στο διάστημα αυτό και άρα έχει άπειρες αρχικές στο Δ.

3) Η παράγουσα μιας συνάρτησης αναφέρεται σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων. Άρα είναι λάθος να πούμε ότι οι παράγουσες της  f (x) =
[image: image7.wmf]1
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 ορισμένη στο
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, είναι F(x)= ln|x| + c, c
[image: image9.wmf]Î

¡

 για κάθε x
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Α. Το σωστό είναι 

· Στο 
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 οι παράγουσες της f είναι  ln|x| +c1, c1
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· Στο 
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 οι παράγουσες της f είναι ln|x| +c2, c2
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¡


· Αν η F(
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1) = F(e) = 0  τότε c1 = 0 και c2 =
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Οι παρακάτω πίνακες ισχύουν σε κάθε διάστημα στο οποίο έχουν νόημα οι παραστάσεις του x
ΠΙΝΑΚΑΣ  III
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	ΆΜΕΣΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
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	ΟΜΑΔΟΠΟΙΗΣΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

►ΕΥΡΕΣΗ ΑΡΧΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Μεθοδολογία
1) Για να βρούμε μία συγκεκριμένη παράγουσα μιας συνάρτησης f αναζητούμε αρχικά μια συνάρτηση F, τέτοια ώστε να ισχύει 
[image: image110.wmf]F

¢

(x)= f(x). Κάθε άλλη αρχική G της f παίρνει τη μορφή G(x)=F(x)+c c
[image: image111.wmf]Î
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. Αξιοποιούμε τα δεδομένα για να υπολογίσουμε τη σταθερά c και να βρούμε τον τύπο της ζητούμενης παράγουσας.

2) Για να βρούμε την αρχική συνάρτηση F μιας συνάρτησης f με Df =Δ1
[image: image112.wmf]È

Δ2 βρίσκουμε τις παράγουσες της σε καθένα από τα διαστήματα Δ1, Δ2. Η εύρεση της F επιτυγχάνεται με τον προσδιορισμό των σταθερών χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες.
3) Για να βρούμε τις παράγουσες F μιας συνεχούς συν/σης f πολλαπλού τύπου βρίσκουμε τις παράγουσές της σε κάθε διάστημα του Df και προσδιορίζουμε τις παράγουσες με τη βοήθεια της συνέχειας της f στις θέσεις αλλαγής του τύπου της.
4) Όταν γνωρίζουμε την 
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 και ζητάμε τη συνάρτηση f, βρίσκουμε διαδοχικά τις αρχικές της 
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 και της 
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. Η εύρεση της f επιτυγχάνεται με τον προσδιορισμό των σταθερών χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες.

ΆΣΚΗΣΗ 1   
Να υπολογισθούν οι αρχικές των παρακάτω συναρτήσεων:
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	ΆΣΚΗΣΗ 2
Να βρεθούν οι συναρτήσεις f στις παρακάτω περιπτώσεις, όπου F μία αρχική της f. 
1)  
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) , και η Cf  έχει  στο Α(1,f(1) εφαπτομένη με συντελεστή διεύθυνσης λ=3/5
2) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image135.wmf]¡

, η κλίση της στο x0 = 0 είναι 2

3) f(x) =2x
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, και  f(1) = 2 

4) 
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, και F(0) = 0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image145.wmf]¡

, και η Cf  έχει  στο Α(0,f(0) εφαπτομένη με εξίσωση y =
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 και f(e) =
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► ΙΣΟΤΗΤΕΣ ΜΕ:  f   και  αρχική  F
[image: image171.wmf]·

ΆΣΚΗΣΗ 3  
Έστω η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image151.wmf]®
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και F μια αρχική της.

Aν f(1) = 1 και ισχύει f(x)F(2
[image: image152.wmf]-

x) = 1 για κάθε x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image154.wmf]¡

τότε:

a) Να δείξετε ότι  f(2
[image: image155.wmf]-

x)F(x) = 1 για κάθε x
[image: image156.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image157.wmf]¡


b) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = F(2
[image: image158.wmf]-

x)F(x) είναι σταθερή  στο 
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, και να βρείτε τον τύπο της.
c) Να αποδείξετε ότι 
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ΆΣΚΗΣΗ 4  (4 Β Ομ σελ.309 σχολικού)

Έστω f, g δύο συναρτήσεις με f(0) = g(0), f(1) = g(1)+1 και 
[image: image162.wmf]f(x)g(x)
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 για κάθε x
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. Να αποδείξετε ότι:

i) f(x) = g(x)+x, για κάθε x
[image: image164.wmf]Î
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.

ii) Αν η συνάρτηση g έχει δύο ρίζες α, β με α<0<β, τότε η συνάρτηση f έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).

ΆΣΚΗΣΗ 5  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image165.wmf]f:
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και έστω F μια αρχική της f, για την οποία ισχύει:
F(1
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2x)+F(x2+2) = x4+5x2+2x για κάθε x
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i) Να αποδείξετε ότι η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα x0
[image: image168.wmf]Î

(1,3) 

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2
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(1,3) με ξ1 < ξ2 ώστε 
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►  Ισότητα με συνάρτηση f  και  αρχική F


Συνήθως :


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Γίνεται χρήση της ιδιότητας � EMBED Equation.DSMT4  ���= f


� EMBED Equation.DSMT4  ���  Παραγωγίζουμε  ή ολοκληρώνουμε  





►  Ισότητα με συνάρτηση f  και  αρχική F


Συνήθως :


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Γίνεται χρήση της ιδιότητας � EMBED Equation.DSMT4  ���= f


� EMBED Equation.DSMT4  ���  Παραγωγίζουμε  ή ολοκληρώνουμε  
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