(§2.8) ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ – ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
	Ορισμοί  Κυρτής - Κοίλης συνάρτησης
Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σε διάστημα Δ  και 
παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ

1) Η  f  λέγεται κυρτή στο Δ , ( ή στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο Δ), αν  η 
[image: image1.wmf]¢

f

 είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του Δ

2) Η  f  λέγεται κοίλη στο Δ , ( ή στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο Δ), αν η 
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 είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ
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Γεωμετρική  ερμηνεία
1)  Σε μια κυρτή συνάρτηση f  η εφαπτομένη σε κάθε σημείο του Δ, βρίσκεται «κάτω» από την γραφική παράσταση Cf, με εξαίρεση το σημείο επαφής.
2)  Σε μια κοίλη συνάρτηση f  η εφαπτομένη σε κάθε σημείο του Δ, βρίσκεται «πάνω» από την γραφική παράσταση Cf, με εξαίρεση το σημείο επαφής.
Παρατήρηση (Κυρτότητα και ΘΜΤ)

Αν δίνεται ότι η f είναι κυρτή (ή κοίλη) σε διάστημα Δ,  από ορισμό είναι συνεχής στο Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του. Επομένως  εφαρμόζεται το ΘΜΤ σε κατάλληλα κλειστά υποδιαστήματα του Δ.   (Ασκηση 164)
ΘΕΩΡΗΜΑ (Κριτήριο 2ης  παραγώγου για κυρτότητα)

Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ  και δύο φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ
· Αν   
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(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ , τότε  η  f  είναι κυρτή στο Δ  (γιατί όταν 
[image: image6.wmf]f

¢¢

 > 0 
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· Αν   
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(x) < 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ , τότε  η  f  είναι κοίλη στο Δ  (γιατί όταν 
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Παρατηρήσεις
1) Το αντίστροφο του θεωρήματος , γενικά, δεν ισχύει.        π.χ. η f(x) = x4  είναι  κυρτή και στο 0 ισχύει 
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2) Ισχύει όμως η παρακάτω πρόταση:

   α) Αν η f είναι κυρτή στο Δ , τότε 
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(x) 
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0 , για κάθε x
[image: image21.wmf]Î

Δ

   β) Αν η f είναι κοίλη στο Δ , τότε 
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	ΓΙΑ ΤΗΝ ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ ΚΥΡΤΟΤΗΤΑΣ ΠΙΟ ΓΕΝΙΚΗ ΕΙΝΑΙ Η ΠΡΟΤΑΣΗ:

Έστω f παραγωγίσιμη δύο φορές στο (α ,β), και x0
[image: image25.wmf]Î
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· Αν  
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(x) > 0  για κάθε  x
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(x0 , β), τότε             
     η  f  είναι κυρτή στο (α,β)      (γιατί 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image30.wmf]Z

 σ’ όλο το  (α,β))                                                                 

· Αν  
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(x) < 0  για κάθε  x
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(α , x0)
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(x0 , β), τότε             
     η  f  είναι κοίλη  στο (α,β)    (γιατί 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image35.wmf]]

 σ’ όλο το  (α,β) )                                                                                      

ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ

Ορισμός Σημείου Καμπής

Έστω μία συνάρτηση f , παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β) με εξαίρεση ίσως ένα σημείο x0  
Αν   
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τότε 
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ΙΚΑΝΗ ΣΥΝΘΗΚΗ ΣΗΜΕΙΟΥ ΚΑΜΠΗΣ

Θεώρημα σελ. 276 σχολικού

Έστω συνάρτηση f ορισμένη στο (α,β) και 
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Επισημάνσεις!!!

· Στο 
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 μπορεί να μην υπάρχει  η 
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 ούτε η 
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 αλλά να υπάρχει σημείο καμπής αρκεί να ορίζεται εφαπτομένη (κατακόρυφη) της Cf  στο 
[image: image46.wmf]00
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. 
· Περιοριζόμαστε όμως σε συνεχείς  συναρτήσεις που είναι τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμες σε κάθε εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού τους  (Οδηγία του ΥΠΕΠΘ)
 ΑΝΑΓΚΑΙΑ ΣΥΝΘΗΚΗ ΣΗΜΕΙΟΥ ΚΑΜΠΗΣ

(Θεώρημα σελ. 275 σχολικού)
Αν 
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  Τότε  
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Το 
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  είναι εσωτερικό σημείο στο οποίο υπάρχει η 
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(§2.8) ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ – ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ

	Παρατηρήσεις
· Το αντίστροφο δεν ισχύει  π.χ. για την  f(x) = 
[image: image51.wmf]4

x

 ισχύει 
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 αλλά το σημείο (0,f(0) δεν είναι σημείο καμπής.

· Με απαγωγή σε άτοπο όμως αποδεικνύεται ότι τα εσωτερικά σημεία x0 όπου 
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 δεν είναι θέσεις σημείων καμπής.

Πιθανές θέσεις σημείων καμπής

Οι πιθανές θέσεις των σημείων καμπής μιας συνάρτησης f σε ένα διάστημα  Δ είναι: 


[image: image54.wmf]·

Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία  μηδενίζεται η  
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Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η  
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    (εκτός ύλης με βάση οδηγία του ΥΠΕΠΘ)
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ΟΜΑΔΟΠΟΙΗΣΗ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

►ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΩΣ ΠΡΟΣ ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ –   

     ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ

Μεθοδολογία
1) Για να μελετήσουμε μια συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής εργαζόμαστε ως εξής: 

i) Προσδιορίζουμε την 
[image: image59.wmf]f
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 στο πεδίο ορισμού της Αf και λύνουμε την εξίσωση 
[image: image60.wmf]f
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(x)=0. 

ii) Βρίσκουμε το πρόσημο της
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 στα διαστήματα, που δημιουργούν οι ρίζες της 
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(x)=0 και τα εσωτερικά σημεία του Αf, στα οποία δεν υπάρχει η 
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iii) Στα διαστήματα που είναι: 
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(x)>0  η f  είναι κυρτή, και στα διαστήματα που είναι 
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(x)<0  η f  είναι κοίλη. 

iv) Στα σημεία του Af που εκατέρωθεν αλλάζει το πρόσημο της 
[image: image66.wmf]f

¢¢

(x), και ορίζεται εφαπτομένη εκεί, θα είναι τετμημένες των σημείων καμπής.

2) Για την ύπαρξη σημείου καμπής μιας συνεχούς συν/σης διπλού τύπου στο σημείο που αλλάζει τύπο, θα πρέπει η f να παραγωγίζεται στο σημείο αυτό και εκατέρωθεν αυτού η 
[image: image67.wmf]f
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 να αλλάζει πρόσημο.

ΑΣΚΗΣΗ 115
Να προσδιορισθούν τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω  συναρτήσεις  είναι κυρτές  ή κοίλες και να βρεθούν τα σημεία καμπής (αν υπάρχουν) της γραφικής της παράστασης. 
1) f(x)=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image69.wmf]-
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2) f(x)=(x
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3) f(x) = 
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4) f(x)=x2(2lnx
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6) f(x) = x|x|
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	►ΜΗ ΥΠΑΡΞΗ ΣΗΜΕΙΟΥ ΚΑΜΠΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Μεθοδολογία

Για να αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
[image: image76.wmf]¡

, δεν έχει σημείο καμπής 
1) Αποδεικνύουμε ότι η δεύτερη παράγωγός της διατηρεί σταθερό πρόσημο στο
[image: image77.wmf]¡

 (έστω και αν μηδενίζεται σε μεμονωμένα σημεία του). 
2) Με απαγωγή σε άτοπο υποθέτοντας ότι υπάρχει x0 ώστε 
[image: image78.wmf]f

¢¢

( x0)=0 και καταλήγοντας σε άτοπο.

ΑΣΚΗΣΗ 116 
1) Έστω η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο
[image: image79.wmf]¡

, τέτοια ώστε να ισχύει: (f(x)+x)2 = f(x)(5+x) για κάθε x
[image: image80.wmf]Î

¡

.  Να αποδείξετε ότι η Cf δεν παρουσιάζει σημεία καμπής.

2) Έστω η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο
[image: image81.wmf]¡

, τέτοια ώστε να ισχύει: 
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 για κάθε x
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. Να αποδείξετε ότι η Cf δεν παρουσιάζει σημεία καμπής.

►ΕΥΡΕΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

Μεθοδολογία

1) Για να είναι η f κυρτή (ή κοίλη αντίστοιχα) σε ένα διάστημα τότε απαιτούμε 
[image: image84.wmf]f
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2) Για να παρουσιάζει η γραφική παράσταση σημείο καμπής σε δεδομένο x0, απαιτούμε να ικανοποιείται η αναγκαία συνθήκη 
[image: image88.wmf]f
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(xo)=0. Επειδή όμως η συνθήκη αυτή δεν αρκεί (πρέπει επιπλέον η 
[image: image89.wmf]f
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 (x) να αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0), χρειάζεται να επαληθεύουμε ότι οι τιμές που θα προκύψουν από τη συνθήκη 
[image: image90.wmf]f
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(x0)=0 είναι πράγματι δεκτές.

ΑΣΚΗΣΗ 117 

1) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=α2x4
[image: image91.wmf]-

4(α+2)x3+54αx2+κx+λ, με x
[image: image92.wmf]Î
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 και α,κ,λ
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. Βρείτε τις τιμές για το α ώστε ένα από τα σημεία καμπής της Cf  να έχει τετμημένη x0=3.
2) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2αxlnx
[image: image94.wmf]-

x2
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2αx
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α2lnα2 , α
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i) Να προσδιορίσετε το α ώστε η γραφική παράσταση της f να έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής.

ii) Ποια είναι η καμπύλη στην οποία κινείται το σημείο καμπής καθώς το α μεταβάλλεται στο 
[image: image98.wmf]*
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; 
►ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ

Μεθοδολογία
1) Αν έχουμε ως δεδομένο ότι μια συνάρτηση είναι κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) και ζητείται να αποδείξουμε ανίσωση A<B ή A>B, αρκεί να αντιστοιχίσουμε τα A, B σε τιμές 
[image: image99.wmf]f

¢

(x1), 
[image: image100.wmf]f
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(x2)  και να χρησιμοποιήσουμε τη μονοτονία της 
[image: image101.wmf]f
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 που έχουμε από τον ορισμό της κυρτής (αντίστοιχα κοίλης) συνάρτησης. Μια συνηθισμένη τακτική είναι να εφαρμόσουμε ΘΜΤ σε δύο υποδιαστήματα του πεδίου ορισμού ξένα μεταξύ τους.

2) Για την απόδειξη ανισοτήτων  της μορφής f(x)≥αx+β  ή f(x)≤αx+β, όπου f(x) είναι μία κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) συνάρτηση στο πεδίο ορισμού της εργαζόμαστε ως εξής: 

i) Επιλέγουμε κατάλληλο σημείο x0, του πεδίου ορισμού της  f, στο οποίο βρίσκουμε την εφαπτομένη της Cf, η οποία είναι :                  y = f(x0) + 
[image: image102.wmf]f
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(x0)(x
[image: image103.wmf]-

x0)
[image: image104.wmf]Û

y=αx+β.

ii) Αξιοποιούμε την γεωμετρική ερμηνεία της κυρτότητας μιας συνάρτησης, δηλαδή: 
[image: image105.wmf]·

Αν η f είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ τότε η Cf  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της, άρα f(x)≥αx+β  με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. 
[image: image106.wmf]·

Αν η f είναι κοίλη σε ένα διάστημα Δ τότε η Cf βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της, άρα f(x)≤αx+β με εξαίρεση το σημείο επαφής τους.
[image: image107.emf]Ο Cf 
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(§2.8) ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ – ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ

	ΑΣΚΗΣΗ 118 (ψηφ)
1) Έστω η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [x1,x2] και x3 
[image: image109.wmf]Î

( x1,x2) με f(x3)=0. Επιπλέον η f είναι κυρτή στο [x1,x2]. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image110.wmf]12

3132

f(x)f(x)

xxxx

>

--

.

3) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x
[image: image111.wmf]-

ln(ex+1)

i) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα.

ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο x0 = 0.

iii) Να αποδείξετε ότι ισχύει 
[image: image112.wmf]x

e1

2lnx

2

+

³

, για κάθε x
[image: image113.wmf]Î

¡


2) Αν f(x) = ln
[image: image114.wmf]1

x

 και g(x) = xln
[image: image115.wmf]1

x

 να αποδείξετε ότι:

i) Η γραφική παράσταση της f στρέφει τα κοίλα άνω ενώ η γραφική παράσταση της g στρέφει τα κοίλα κάτω.

ii) Οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν μοναδικό κοινό σημείο στο οποίο έχουν κοινή εφαπτομένη.

iii) xln
[image: image116.wmf]1

x


[image: image117.wmf]£

1
[image: image118.wmf]-

x
[image: image119.wmf]£

ln
[image: image120.wmf]1

x

 για κάθε x > 0.
4) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image121.wmf]xlnx

.

i) Να τη μελετήσετε ως προ κυρτότητα και σημεία καμπής 
ii) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο καμπής. 

iii) Να δειχθεί ότι 
[image: image122.wmf]x1

x

xe

-

£

, για κάθε x
[image: image123.wmf]Î

[1,+
[image: image124.wmf]¥
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ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΕΣ - ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ
ΆΣΚΗΣΗ 119  

1) Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση                         f : (0,
[image: image125.wmf]+¥

)
[image: image126.wmf]®

¡

 με f 3(x)+3f(x) = e3x  και |
[image: image127.wmf]f

¢

(x)| < 3,           για κάθε x > 0. Nα δειχθεί:  

i) f(x) > 0,  για κάθε x > 0.    

ii) η f είναι γνησίως αύξουσα.

iii) Η γραφική παράσταση δεν έχει σημεία καμπής    
ΆΣΚΗΣΗ 120 

Δίνεται η συνάρτηση f :
[image: image128.wmf]®

¡¡

, δύο φορές παραγωγίσιμη , η οποία σε σημείο  x0
[image: image129.wmf]Î

¡

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το  μηδέν  και ικανοποιεί τη σχέση:  
[image: image130.wmf]f

¢¢

 (x) > 4(
[image: image131.wmf]f

¢

(x)
[image: image132.wmf]-

f(x)) , για κάθε x
[image: image133.wmf]Î

¡

.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)e–2x είναι κυρτή 

ii) Να αποδείξετε ότι είναι f(x)
[image: image134.wmf]³

0 , για κάθε x
[image: image135.wmf]Î

¡

.   

ΆΣΚΗΣΗ 121  

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image136.wmf]1

x

f(x)xe

=

, x
[image: image137.wmf]*

Î

¡

.

i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, ακρότατα, κυρτότητα.

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f
iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
[image: image138.wmf]1
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 για τις διάφορες τιμές του α
[image: image139.wmf]Î
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iv) Να βρείτε το 
[image: image140.wmf]2
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	ΆΣΚΗΣΗ 122  (2011) 

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image141.wmf]f:

®

¡¡

, δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image142.wmf]¡

, με 
[image: image143.wmf]f(0)f(0)0,

¢

==

η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
[image: image144.wmf]x

e(f(x)f(x)1)f(x)xf(x)

¢¢¢¢¢¢
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 (1) για κάθε x
[image: image145.wmf]Î

¡

. 

α) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image146.wmf]x

f(x)ln(ex),x

=-Î

¡

.

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία – ακρότατα.

γ) Να αποδείξετε ότι η Cf έχει ακριβώς δύο σημεία καμπής.

δ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image147.wmf]x

ln(ex)x

-=sun

έχει ακριβώς   

     μία λύση στο 
[image: image148.wmf]0,
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ΆΣΚΗΣΗ 123  (2011ε) 

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image149.wmf]f:

®

¡¡

, 3 φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύουν 

 
[image: image150.wmf]·


[image: image151.wmf]x0
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[image: image152.wmf]·


[image: image153.wmf]f(0)f(1)f(0)

¢

<-


· 
[image: image154.wmf]f(x)0
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¹

για κάθε x
[image: image155.wmf]Î

¡

.

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f στο σημείο της με τετμημένη x0=0
ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή στο 
[image: image156.wmf]¡

. 

iii) Αν g(x) = f(x)
[image: image157.wmf]-

x, x
[image: image158.wmf]Î

¡

, αποδείξτε ότι η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και να βρείτε το 
[image: image159.wmf]x0
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