(§2.7) ΤΟΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ – ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 
	Θεώρημα Fermat
Έστω μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σ’ ένα διάστημα  Δ και:

· To x0 είναι ένα εσωτερικό σημείο του Δ

· Παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 

· Είναι παραγωγίσιμη στο x0  (υπάρχει η
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         τότε      
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ΠΙΘΑΝΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ΤΟΠΙΚΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ

Οι πιθανές θέσεις των τοπικών ακροτάτων μιας συνάρτησης f σε ένα διάστημα  Δ είναι: 

· Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία  μηδενίζεται η παράγωγος 
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f

                                                                                                                 
· Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η παράγωγος

· Τα  άκρα του Δ

Οι δύο πρώτες κατηγορίες σημείων λέγονται  κρίσιμα σημεία  της f  στο  Δ

ΘΕΩΡΗΜΑ (Κριτήριο 1ης παραγώγου για ακρότατα)  

Έστω συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο (α, β) με εξαίρεση ίσως ένα σημείο x0 στο οποίο όμως είναι ΣΥΝΕΧΗΣ!

1) Αν   
[image: image6.wmf]¢

f

(x) > 0  στο (α, x0)    και   
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f

(x) < 0   στο (x0, β) τότε  το f(x0)  είναι τοπικό μέγιστο της f.                  [image: image8.emf]α
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2) Αν   
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(x) < 0  στο (α, x0)   και   
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(x) > 0  στο (x0,  β) τότε  το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f.             [image: image12.emf]α β x0 f ΄ < > 0 f ΄ f ΄ f΄f ΄ f ΄ f ΄ 0 α β x0 f ΄ < > 0 f ΄ 0 α
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3) Αν   η 
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 διατηρεί πρόσημο στο (α , x0)
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 (x0 , β)   τότε    το f(x0)  δεν είναι τοπικό ακρότατο και η f  είναι γνησίως μονότονη στο  (α , β).     Δηλαδή                                                                              
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  στο  (α, x0)   και 

· f 
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   στο  (x0, β)  και 

· f  είναι συνεχής στο x0 

τότε

f 
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  σε όλο το (α, β)
[image: image20.emf]αβx0f΄<>0f΄f΄f΄f΄f΄f΄0αβx0f΄<> 0f΄0α

β

x

0

f΄

<

>

0

f΄0

α

β

x

0

f΄

<

>

0

f΄

0

α β x0 f ΄ <

>0 f ΄ 0 α

β

x

0

f ΄<

> 0

f ΄

0


· f  
[image: image21.wmf]]

  στο  (α, x0)   και 

· f 
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   στο  (x0, β)  και 

· f  είναι συνεχής στο x0 

τότε

f 
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   σε όλο το  (α, β)

	ΚΡΙΣΙΜΑ ΣΗΜΕΙΑ-ΑΚΡΟΤΑΤΑ-ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ

Για να βρούμε το μέγιστο και ελάχιστο μιας συνεχούς και μη σταθερής  συνάρτησης σε κλειστό διάστημα [α,β], 

i) Υπολογίζουμε τις τιμές στα κρίσιμα σημεία και στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού. 

ii) Η μεγαλύτερη τιμή είναι το Μ=μέγιστο και η μικρότερη το  m=ελάχιστο οπότε το σύνολο τιμών της είναι το f(A)=[m,M]
ΕΦΑΡΜΟΓΗ FERMAT
Μεθοδολογία
1) Αν η f παρουσιάζει ακρότατα στα εσωτερικά σημεία x1 και x2 και  η f είναι παραγωγίσιμη στα σημεία αυτά, εφαρμόζουμε το θεώρημα Fermat και απαιτούμε:         
[image: image24.wmf]f

¢

(x1) = 0 και 
[image: image25.wmf]f

¢

(x2) = 0. Σημείωση: Αν γνωρίζουμε μόνο ένα σημείο Α(x0,y0) το οποίο είναι ακρότατο της f τότε απαιτούμε 
[image: image26.wmf]f

¢

(x0) = 0 και f(x0) = y0. 

2) Αν μας δίνεται ως δεδομένη μια ανισωτική σχέση f(x)
[image: image27.wmf]³

g(x) και θέλουμε να προσδιορίσουμε κάποια ζητούμενη τιμή, εργαζόμαστε ως εξής: 

a. Δημιουργούμε την ισοδύναμη ανίσωση f(x)
[image: image28.wmf]-

g(x)
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b. Θέτουμε νέα συνάρτηση h(x) = f(x)
[image: image30.wmf]-

g(x)

c. Βρίσκουμε κατάλληλο x0 τέτοιο ώστε h(x0) = 0.Τότε έχουμε h(x)
[image: image31.wmf]³

h(x0) και προφανώς η συνάρτηση h παρουσιάζει στο x0 ελάχιστο (ή μέγιστο).

d. Τότε λόγω θεωρήματος Fermat  h(x0) = 0. Από αυτή την εξίσωση προσδιορίζουμε την ζητούμενη τιμή.
3) Για να βρούμε εφαπτομένη σε γνωστό σημείο επαφής A(x0,f(x0)) αρκεί να υπολογίσουμε την 
[image: image32.wmf]¢
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. Γι’ αυτό  εξασφαλίζουμε τις τρεις προϋποθέσεις του Θ.Fermat σε κατάλληλη συνάρτηση g(x) επομένως ισχύει 
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. Από την τελευταία ισότητα υπολογίζουμε την 
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 και στη συνέχεια βρίσκουμε την εξίσωση της ζητούμενης εφαπτομένης 
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1) Αν η συνάρτηση f(x)=αx(lnx+β) με α
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0, β
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έχει ακρότατο στο σημείο 
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να βρείτε τα α και β.

2) Αν αx 
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xα , για κάθε x > 0 με 
[image: image39.wmf]01

<a¹

, να αποδειχθεί ότι  
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3) Αν 
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 με α
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, να αποδειχθεί ότι    α = 1.

4) Αν 
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 για κάθε x>0, να αποδείξετε ότι α = 1. 
5) Αν 
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 για κάθε x>0, να αποδείξετε ότι α =
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6) Αν 
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, x
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, f(1)=0 και 
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 τότε α = 1 

7) Αν για τους αριθμούς  α1, α2, α3, …, αν
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image51.wmf]*
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  ισχύει  α1x + α2x + α3x +  …  + ανx
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ν , να δειχθεί  ότι:  α1
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 . . . 
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8) Αν αx+βx+γx
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3 για κάθε x > 0 με α, β, γ > 0 να αποδείξετε ότι   α = β = γ = 1

9) Αν η f συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β)                 με f(α) =
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1, f(β) = 4 και 
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για κάθε x
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(α,β)              να αποδείξετε ότι f([α,β]) =[
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	ΆΣΚΗΣΗ 100

1)  Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image62.wmf]¡

και ισχύει 
[image: image63.wmf]2
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 (1), για κάθε x
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και f(0) = 0, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο Α(0,f(0)).  (Απ.y=x)
2)  Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image65.wmf]¡

και ισχύει 
[image: image66.wmf]2

f(x)3x2x1
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(1), για κάθε x
[image: image67.wmf]Î
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και f(0) = 1, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0,f(0)).                                                              (Απ:y=2x+1)
3)  Έστω μια συνάρτηση f:
[image: image68.wmf]®

¡¡

η οποία είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x
[image: image69.wmf]Î
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ικανοποιεί τη σχέση e2
[image: image70.wmf]-

x f(x)≥1+2συν(πx). Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο της Α(2,3).                                                                        (Απ:y=3x-3)
Η f  ΔΕΝ ΕΧΕΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ (σε ανοιχτό διάστημα)

Μεθοδολογία
Συνήθως εργαζόμαστε με τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Υποθέτουμε ότι η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0, οπότε  θα είναι υποχρεωτικά εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της. Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις εφαρμογής του Θεωρήματος Fermat και επομένως θα είναι 
[image: image71.wmf]f

¢

(x0) = 0. Στη συνέχεια παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη της δοθείσας σχέσης, αντικαθιστούμε το x με το x0 και καταλήγουμε σε ΑΤΟΠΟ.
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Να αποδείξετε ότι οι παραγωγίσιμες στο 
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 συναρτήσεις f δεν παρουσιάζουν τοπικά ακρότατα αν  για κάθε x
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ισχύει:

1)  f2(x)+f(x)=e2x+x2011+5x+2010 

2)  f(x)+ln(1+f2(x))=ef(x)+2x3+x
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3)  f2(x)+ef(x)f(x) = 
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Έστω συνάρτηση 
[image: image76.wmf]f:
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δύο φορές παραγωγίσιμη η οποία ικανοποιεί τη σχέση 
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. Να αποδείξετε ότι:

i) f(0) = f(1)

ii) Υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 τέτοιο ώστε 
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iii) 
[image: image80.wmf]f(0)f(1)

¢¢

=


iv) Η εξίσωση 
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 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (0,1)

v) Η εξίσωση 
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¢¢¢
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 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1)

ΕΥΡΕΣΗ ΤΟΠΙΚΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ

ΆΣΚΗΣΗ 103   

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα τις παρακάτω συναρτήσεις. Κατόπιν να βρείτε το πλήθος των λύσεων των εξισώσεων  f(x)=0 και f(x) = α για κάθε α
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1) f(x) = x4+4x3
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2) f(x) = x2lnx
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3) f(x) =
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6) f(x) =
[image: image89.wmf]2

1x

x, x1

e,  x1

-

ì

ï

í

ï

î

£

>


7) f(x) = (x
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8) f(x) =
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9) f(x) = (x
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	ΠΡΟΣΗΜΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – ΑΔΥΝΑΤΗ ΕΞΙΣΩΣΗ

Μεθοδολογία
1) Για το πρόσημο μιας συνάρτησης, πρώτα μελετάμε τη μονοτονία και τα ακρότατά της. H μέθοδος αυτή μας χρησιμεύει όταν το ακρότατο ισούται με μηδέν.
2) Για να δείξουμε ότι μία εξίσωση f(x)=0 είναι αδύνατη, αρκεί να δείξουμε ότι η συνάρτηση f έχει ελάχιστο τον θετικό αριθμό μ  ή μέγιστο τον αρνητικό αριθμό Μ δηλαδή ότι ισχύει f(x)
[image: image97.wmf]³

μ>0, για κάθε x
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Df  ή f(x)
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M<0, για κάθε x
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Df.
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1) Να μελετήσετε το πρόσημο των παρακάτω συναρτήσεων

     α) f(x) = ex
[image: image101.wmf]-

x2
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1          γ) f(x) = (x
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     β) f(x) = ημx
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     δ) f(x) = 
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2) Να μελετήσετε το πρόσημο των παρακάτω συναρτήσεων και να αποδείξετε ότι οι αντίστοιχες εξισώσεις είναι αδύνατες
i) f(x) = xlnx+2    

ii) f(x)=2lnx
[image: image111.wmf]-
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iii) f(x)=
[image: image112.wmf]3
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i) 
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ii) lnx=2x2
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iii) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image117.wmf]-

6lnx=x για x>1

ΥΠΑΡΞΗ Ή ΜΗ ΑΚΡΟΤΑΤΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Μεθοδολογία
1) Όταν δίνεται συναρτησιακή σχέση (ισότητα) για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο 
[image: image118.wmf]¡

, τότε παραγωγίζοντας και τα δύο μέλη της ισότητας και λύνοντας ως προς 
[image: image119.wmf]f
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(x) βρίσκουμε τα σημεία στα οποία μηδενίζεται η 
[image: image120.wmf]f

¢

 και εκατέρωθεν των οποίων αλλάζει το πρόσημο της, τα οποία είναι και οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων.
2) Για να δείξουμε ότι η παραγωγίσιμη συνάρτηση f έχει ακριβώς μία θέση ακροτάτου στο (α,β) βρίσκουμε τη μονοτονία της 
[image: image121.wmf]f

¢

 και αποδεικνύουμε ότι η 
[image: image122.wmf]f

¢

 αλλάζει πρόσημο  εκατέρωθεν της  ρίζας της. Αν η 
[image: image123.wmf]f

¢

 δεν έχει προφανή ρίζα,  με τη βοήθεια Θ.Bolzano για την 
[image: image124.wmf]f

¢

 (ή Θ. Rolle για την f), αποδεικνύουμε ότι η 
[image: image125.wmf]f

¢

(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β) και ότι αυτή η ρίζα είναι μοναδική. 
3) ► Κρίσιμα σημεία                                                                      Αν η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ανοικτό διάστημα, τα κρίσιμα σημεία τα αναζητάμε στις ρίζες της 1ης παραγώγου. Αν δεν μηδενίζεται η 
[image: image126.wmf]f(x)

¢

 στο ανοιχτό διάστημα δεν υπάρχουν κρίσιμα σημεία και επομένως δεν υπάρχουν ακρότατα
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1) Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image127.wmf]®
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.  Αν  ισχύει 2x4+
[image: image128.wmf]8

3

x3
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f 3(x) =5f(x)+
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για κάθε x
[image: image131.wmf]Î

¡

να δείξετε ότι η f παρουσιάζει ακρότατα και να βρείτε τις θέσεις των τοπικών ακρότατων. 

2) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = ημx+x
[image: image132.wmf]-


[image: image133.wmf]2

x

2

έχει ακριβώς μία θέση μέγιστου στο διάστημα 
[image: image134.wmf]π

0,

2

æö

ç÷

èø

.
3) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = συνx
[image: image135.wmf]-

x+
[image: image136.wmf]2

x

2

έχει ακριβώς μία θέση ολικού ελάχιστου στο διάστημα (0,π).
4) Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image137.wmf]®

¡¡

 για την οποία ισχύουν f(1) = f(3) = 0 και 
[image: image138.wmf]f(x)0

¢¢

>

 για κάθε x
[image: image139.wmf]Î

¡

. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ακριβώς μία θέση ολικού ελάχιστου.


(§2.7) ΤΟΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ – ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 
	ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ

Μεθοδολογία
1) Για να αποδείξουμε μια ανισοϊσότητα της μορφής f(x)
[image: image140.wmf]³

g(x) ή f(x)
[image: image141.wmf]£

g(x), συνήθως θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)
[image: image142.wmf]-

g(x) και αποδεικνύουμε ότι αυτή έχει ακρότατο. Στη συνέχεια, με τον ορισμό του ακροτάτου κατασκευάζουμε την ανισοϊσότητα.
2) Σε συνάρτηση f διπλού τύπου,  στο σημείο x0 που αλλάζει τύπο η f, δεν μας ενδιαφέρει η παραγωγισιμότητα αλλά μόνο η συνέχεια στο x0 και η μονοτονία της f πριν και μετά το x0.

3) Αν η f είναι ορισμένη και συνεχής στο [α,β], τότε η μεγαλύτερη από τις τιμές της f στα κρίσιμα σημεία και στα άκρα α,β είναι το μέγιστο της f και η μικρότερη από αυτές το ελάχιστο  της f.

4) Αν η f παρουσιάζει μέγιστο στο [α,β] για x = x0, τότε f(x)
[image: image143.wmf]£

f(x0) για κάθε x
[image: image144.wmf]Î

Δ όπου Δ
[image: image145.wmf]Í

[α,β].
ΑΣΚΗΣΗ 106
1) Να αποδείξετε ότι 2x2lnx≥3x2
[image: image146.wmf]-

e2 για κάθε x>0.

2) Να αποδείξετε ότι 
[image: image147.wmf]2x

ln(x1)

x2

+³

+

, για κάθε x
[image: image148.wmf]³

0

3) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image149.wmf]2

2

x+4,                1x2

ln(x4x+5)+x2, 2x5

ì

ï

í

ï

î

--££

--<£

.

i) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f.

ii) Να βρείτε την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f και να αποδείξετε ότι ln(x2
[image: image150.wmf]-

4x+5)+x
[image: image151.wmf]-

5
[image: image152.wmf]-

ln10≤0 για 2<x≤5.

4) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image153.wmf]x

3

f(x)ex

l

=--

l

, λ>0.

i) Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή της f
ii) Να βρεθεί η μικρότερη τιμή του λ>0 ώστε 
[image: image154.wmf]x

3

ex

l

³-

l

.

ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΕΣ - ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ

ΆΣΚΗΣΗ 107  

Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = 
[image: image155.wmf]xx

ln1

-+

aa

, με α > 0
α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α και την παράγωγο της f.

β)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα.

γ)  Να βρείτε το πρόσημο της f.

δ)  Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image156.wmf]xx

ln1

=-

aa

.

ε)  Αν 
[image: image157.wmf]x

x

ln

b

£-b

aa

, για κάθε x > 0 , να βρείτε την τιμή του β.   

ΆΣΚΗΣΗ 108   

Δίνεται η συνάρτηση  f(x)
[image: image158.wmf]2

2

(x1)

lnx

x

=

-

-


      α) Να μελετηθεί η f  ως προς τα τοπικά ακρότατα

      β) Να δειχθεί  ότι  (x
[image: image159.wmf]-

1)2 
[image: image160.wmf]³

 xln2x , για κάθε x > 0

      γ) Να λυθεί η εξίσωση f(x) = 0.  

ΑΣΚΗΣΗ 109  (ψηφ σελ 268)
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image161.wmf]f:(0,)

+¥®

¡

για την οποία ισχύουν: f(1) = 0 και x
[image: image162.wmf]f

¢

(x)+2f(x) =
[image: image163.wmf]2

1

x

για κάθε x > 0.

i) Να δείξετε ότι f(x)=
[image: image164.wmf]2

lnx

x

.

ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

iii) Να δείξετε ότι x2e≤
[image: image165.wmf]2

x

e

, για κάθε x>0.


	ΑΣΚΗΣΗ 110  (ψηφ επαν ασκ13)

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image166.wmf]f:(0,)(0,)

+¥®+¥

για την οποία ισχύουν: f(1) = e και 
[image: image167.wmf]1

f(x)2xf(x)

x

æö

¢

=-

ç÷

èø

 για κάθε x > 0.

i) Να δείξετε ότι 
[image: image168.wmf]2

x

e

f(x)

x

=


ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα

iii) Να δείξετε ότι 
[image: image169.wmf]2

1ln2

xlnx

2

+

³+

, για κάθε x > 0

iv) Να δείξετε ότι η ευθεία (ε): y = 
[image: image170.wmf]2ex

×

εφάπτεται στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image171.wmf]2

x

g(x)e

=

, x > 0
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Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image172.wmf]f:(0,)

+¥®

¡

 για την οποία ισχύει 
[image: image173.wmf]2

f(x)xf(x)2

x

¢¢¢

+=+

, για κάθε x > 0, και η εφαπτομένη της  Cf στο σημείο της Μ(e,f(e)) έχει εξίσωση y = 2x
[image: image174.wmf]-

3.

i) Να βρείτε τις τιμές 
[image: image175.wmf]f(e)

¢

και f(e)

ii) Να αποδείξετε ότι f(x) = ln2x
[image: image176.wmf]-

2lnx+2x
[image: image177.wmf]-

2, x > 0 

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f
iv) Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image178.wmf]x

2

x2x2

f0

2e

æö

++

=

ç÷

èø


ΑΣΚΗΣΗ 112  

Δίνεται συνάρτηση
[image: image179.wmf]f:

®

¡¡

, με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύει 

· 
[image: image180.wmf]f(x)0

¢

¹

 για κάθε x
[image: image181.wmf]Î

¡

 και 

· 
[image: image182.wmf]2

22

x0

xf(x)x

lim2

xx

®

-hm

=-

+hm


i) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο σημείο της Μ(0,f(0))

ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία

iii) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image183.wmf]f(f(|x|1)2)f(2)

-+<


iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένα ξ
[image: image184.wmf]Î

(1,3), ώστε 
[image: image185.wmf]f()f(5)

x=-x

.
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Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image186.wmf]f:

®

¡¡

 για την οποία ισχύει 

· f(2) = 4 και 

· 
[image: image187.wmf]2

f(x)8x

³

, για κάθε  x
[image: image188.wmf]Î

¡

.

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο της Μ(2,f(2))

ii) Να βρείτε το 
[image: image189.wmf]2

x2

xf(x)2x

lim

x2

®

-

-


iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image190.wmf]|x1|2

x

2f(x2x)

2

+

p

æö

=sun+

ç÷

èø

 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image191.wmf][4,2]

-
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Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image192.wmf]f:

®

¡¡

 για την οποία ισχύει 

· 
[image: image193.wmf]2

(x1)f(x)xf(x)f(x)

¢¢¢

++=

 για κάθε  x
[image: image194.wmf]Î

¡


· Έχει ακρότατο το f(0) = 1

i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image195.wmf]2

xf(x)

f(x)

x1

¢

=

+

, για κάθε  x
[image: image196.wmf]Î

¡


ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image197.wmf]2

2

f(x)

g(x)

x1

=

+

 με x
[image: image198.wmf]Î

¡

,  είναι σταθερή

iii) Να αποδείξετε ότι 
[image: image199.wmf]2

f(x)x1

=+


iv) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 
[image: image200.wmf]f

¢
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