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	ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Έστω μία συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα διάστημα Δ  Αν
         
[image: image1.wmf]·

 η f  είναι συνεχής στο Δ    και

         
[image: image2.wmf]·

 
[image: image3.wmf]f

¢

(x) = 0 , για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ,

τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ
δηλαδή υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε, f(x) = c,  
για κάθε x
[image: image4.wmf]Î

 Δ
ΠΟΡΙΣΜΑ ΙΣΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
Έστω δύο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν
          
[image: image5.wmf]·

 οι f , g είναι συνεχείς στο Δ   και

          
[image: image6.wmf]·

 
[image: image7.wmf]f

¢

(x) =
[image: image8.wmf]g

¢

(x) , για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ,

τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε  για κάθε x
[image: image9.wmf]Î

 Δ να ισχύει 

f(x) = g(x) + c,
Δηλαδή  οι  f  και g  διαφέρουν κατά μία σταθερά στο Δ

Γενικές παρατηρήσεις για ασκήσεις
Όταν δίνεται σχέση που περιέχει μία ή δύο συναρτήσεις μαζί με τις παραγώγους τους

· Συγκεντρώνουμε και ομαδοποιούμε τους όρους τους ώστε να πάρουμε σχέση της μορφής 
[image: image10.wmf]¢¢

G(x)=H(x)

 ή   
[image: image11.wmf]¢

G(x)=G(x)

 ή 
[image: image12.wmf]¢

G(x)=kG(x)


· Συχνά προσπαθούμε να δημιουργήσουμε παράγωγο γινομένου, πηλίκου ή σύνθετης συνάρτησης και κυρίως μία από τις μορφές 
[image: image13.wmf]¢

κ

f(x)f(x)

 ή 
[image: image14.wmf]¢

f(x)

f(x)

 ή 
[image: image15.wmf]¢

f(x)

ef(x)

.             Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να επαναληφθεί και περισσότερες από μία φορές και μάλιστα στην κάθε περίπτωση να οδηγούμαστε σε άλλη μορφή.
· Μπορεί να χρειαστεί να πολλαπλασιάσουμε τη σχέση με κατάλληλη συνάρτηση ή να προσθέσουμε και στα δύο μέλη μια νέα συνάρτηση ώστε να δημιουργηθεί παράγωγος γινομένου ή παράγωγος σύνθετης συνάρτησης.
 ΟΜΑΔΟΠΟΙΗΣΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

►Σταθερή συνάρτηση

Μεθοδολογία
· Αν  
[image: image16.wmf]f

¢

(x) = 0  τότε f(x) = c για κάθε x
[image: image17.wmf]Î

 Δ

· Αν γνωρίζουμε κάποια τιμή της f  σε σημείο α
[image: image18.wmf]Î

Δ,    τότε  c = f(α)
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1) Έστω f : 
[image: image19.wmf]®

¡¡

παραγωγίσιμη με 
[image: image20.wmf]f

¢

(x) = 2f(x), για κάθε x
[image: image21.wmf]Î

¡

για την οποία f(0) = 1 και f(x) > 0, για κάθε x
[image: image22.wmf]Î

¡

.    Nα δειχθεί ότι:

i) Η συνάρτηση  g(x) = lnf(x)
[image: image23.wmf]-

2x  είναι σταθερή στο 
[image: image24.wmf]¡

.   

ii) f(x) = e2x  , για κάθε x 
[image: image25.wmf]Î

¡

.

2) Έστω f : 
[image: image26.wmf]®

¡¡

παραγωγίσιμη με 
[image: image27.wmf]f

¢

(x)
[image: image28.wmf]f(x)

f(x)x

=

-

, (
[image: image29.wmf]f(x)x

¹

) και f(0) = 3. Να αποδείξετε ότι:

i) Η συνάρτηση 
[image: image30.wmf]2

g(x)(f(x))2xf(x)

=-

, είναι σταθερή

ii) Ισχύει 
[image: image31.wmf]2

f(x)xx9

=++

, x
[image: image32.wmf]Î

¡

 

►Εύρεση της f αξιοποιώντας το: 


[image: image33.wmf]¢

f(x)

 =
[image: image34.wmf]¢

g(x)

  τότε  f(x) = g(x)+c
Μεθοδολογία
· Δημιουργούμε την μορφή 
[image: image35.wmf]f

¢

(x) =
[image: image36.wmf]g

¢

(x), για κάθε x
[image: image37.wmf]Î

Δ,  επομένως   f(x) = g(x)+c, x
[image: image38.wmf]Î

Δ, c σταθερά
· Από κάποια συνθήκη που ικανοποιεί η f,  μπορούμε να υπολογίσουμε τη σταθερά c και έτσι θα έχουμε υπολογίσει        τη συνάρτηση f. 
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Να βρείτε τον τύπο της f:Δ
[image: image39.wmf]®

¡

στις παρακάτω περιπτώσεις:

1) 
[image: image40.wmf]f

¢

(x) = ex(ημ2x+ 2συν2x) για κάθε x
[image: image41.wmf]Î

¡

με f(0) = 0

2) 
[image: image42.wmf]f

¢

(x
[image: image43.wmf]-

2) = 2x+3 , x
[image: image44.wmf]Î

¡

 με f(1) = 2

3) 
[image: image45.wmf]2

f(x)f(x)xxxx

¢¢

-sun=hm-sun

 , x
[image: image46.wmf]Î

(
[image: image47.wmf]-

π,π) με f
[image: image48.wmf]π

2

æö

ç÷

èø

=
[image: image49.wmf]π
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4) 
[image: image50.wmf]f

¢

(x) =
[image: image51.wmf]2

x

2xx

e
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, x
[image: image52.wmf]Î


[image: image53.wmf]¡

, με f(0) =
[image: image54.wmf]-

3
5) 
[image: image55.wmf]f

¢

(x) =
[image: image56.wmf]22

2x

(x+1)

-

,  x
[image: image57.wmf]Î


[image: image58.wmf]¡

, με f(0) = 1

6) 
[image: image59.wmf]f

¢

(x) =
[image: image60.wmf]2

1x1

+

x

2x

-

, x
[image: image61.wmf]Î

 (0,+∞) με f(1) = 3 

7) 
[image: image62.wmf]f

¢

(x)
[image: image63.wmf]-

 f(x)σφx = ημx, 
[image: image64.wmf]x

Î

 (0,
[image: image65.wmf]2

p

) με 
[image: image66.wmf]2014

f()

6212

pp

=+


8) 
[image: image67.wmf]f

¢¢

(x) = ex
[image: image68.wmf]-

συνx, x
[image: image69.wmf]Î


[image: image70.wmf]¡

, με 
[image: image71.wmf]f

¢

(0)=1 και f(0) = 3

9) 
[image: image72.wmf]f

¢¢

(x)=
[image: image73.wmf]2

1

συνx

,  x
[image: image74.wmf]π

0,

2

æö

Î

ç÷

èø

 με f
[image: image75.wmf]π

3

æö

ç÷

èø

=ln2, 
[image: image76.wmf]f

¢


[image: image77.wmf]π

4

æö

ç÷

èø

=1  

10) 
[image: image78.wmf]3

2x

f(x)

x

-

¢¢¢

=

,  x > 0 με 
[image: image79.wmf]f(1)f(1)0

¢¢

==

και 
[image: image80.wmf]f(1)2

¢

=


11) 
[image: image81.wmf]x

1

f(x)

e

¢¢¢

=

, 
[image: image82.wmf]x

Î

¡

, με 
[image: image83.wmf]f(0)f(0)f(0)1

¢¢¢

===


12)  x
[image: image84.wmf]f

¢

(x)+f(x) = 2 , x > 0  και f(1) = 0

13) 
[image: image85.wmf](f(x)x)(f(x)1)x

¢

++=

,  x
[image: image86.wmf]Î

¡

, f(0) = 1
14) 
[image: image87.wmf]f

¢

(x) = 2xf(x)+2x,   x
[image: image88.wmf]Î

¡

  και  f(0) = 1 

15)  
[image: image89.wmf]f(x)ln(f(x))x1

¢

+=+

,  x
[image: image90.wmf]Î

¡

  με f(0) = 1

16) 
[image: image91.wmf]2

f(lnx)x12lnx

¢¢

=+

, x>1 με 
[image: image92.wmf]f(1)f(1)e4

¢

==+


17) 
[image: image93.wmf]2f(x)

f(x)e1

¢¢

=-

,  x
[image: image94.wmf]0

³

, 
[image: image95.wmf]f(x)0

¢

¹

, με f(0) = 0 και 
[image: image96.wmf]f(0)1

¢

=


►Εύρεση της f αξιοποιώντας το: 


[image: image97.wmf]¢

f(x)=f(x)

 τότε f(x) = c
[image: image98.wmf]×

ex
Μεθοδολογία
Αν για μία συνάρτηση f  ισχύει  
[image: image99.wmf]f(x)f(x)

¢

=

, για κάθε x
[image: image100.wmf]Î

¡

 τότε    f(x) = cex  ,  όπου c σταθερά                    (ΑΠΟΔΕΙΞΗ)
Ειδική περίπτωση

Όταν έχουμε μια σχέση της μορφής 
[image: image101.wmf]¢

f(x)+g(x)f(x)=0

τότε 

· Βρίσκουμε μία αρχική συνάρτηση G(x) της g(x)
· Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της σχέσης με το eG(x) και έτσι έχουμε: 
[image: image102.wmf]f

¢

(x)eG(x)+ 
[image: image103.wmf]G

¢

(x)eG(x)f(x) = 0          
[image: image104.wmf](x)

G

f(x)e0

¢

éù

Û=

ëû



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image105.wmf](x)

G

f(x)ec

Û=

, c πραγματική σταθερά.  Συνεπώς, ο τύπος της συνάρτησης θα είναι: f(x)=
[image: image106.wmf]G(x)

ce

-

,x
[image: image107.wmf]Î

¡

.
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Να βρείτε τον τύπο της f:Δ
[image: image108.wmf]®

¡

στις παρακάτω περιπτώσεις:

1) f παραγωγίσιμη, 
[image: image109.wmf]lnxxlnxx

f(x)f(x)

¢

æö

--

=

ç÷

èø

, x > 0  με f(1) = 
[image: image110.wmf]1

e

-


2) 
[image: image111.wmf]2

f(x)f(x)6x3x

¢¢¢

-=-

για κάθε x
[image: image112.wmf]Î

¡

 με f(0) =
[image: image113.wmf]f(0)1

¢

=


3) 
[image: image114.wmf]f(x)2f(x)f(x)0

¢¢¢

-+=

για κάθε x
[image: image115.wmf]Î

¡

 με f(0) = 0,
[image: image116.wmf]f(0)1

¢

=


4) 
[image: image117.wmf]f(x)f(x)

¢¢

=

για κάθε x
[image: image118.wmf]Î

¡

 με f(0) = 1 και 
[image: image119.wmf]f(0)3

¢

=


5) 
[image: image120.wmf]22

xf(x)2xf(x)xf(x)

¢

+=

, για κάθε x>0 και f(1)=e.

6) 
[image: image121.wmf]x1

f(x)f(x)

x

+

¢

=

, x
[image: image122.wmf]³

0, f συνεχής στο 0, και f(1) =e (sel 81)
7) 
[image: image123.wmf](

)

f(x)f(x)(2x)f(x)x0

¢

-+sun+hm=

, x
[image: image124.wmf]Î

¡

 με f(0)=2 
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Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f , g : 
[image: image125.wmf]*

®

¡¡

 με

· 
[image: image126.wmf]f

¢

(x)g(x) 
[image: image127.wmf]-

 f(x)
[image: image128.wmf]g

¢

(x) = f(x)g(x) , για κάθε x
[image: image129.wmf]Î

¡

 και          

· f(0) = g(0) > 0. Nα  αποδειχθεί ότι:  

i) f(x) = exg(x) , για κάθε x
[image: image130.wmf]Î

¡

   ii) g(x) > 0 , για κάθε x
[image: image131.wmf]Î

¡

 
► Εύρεση της f  σε ένωση διαστημάτων
Αν οι συναρτήσεις f,g ορίζονται στο διάστημα (α,β) και ισχύει 


[image: image132.wmf]f

¢

(x) =
[image: image133.wmf]g

¢

(x) για κάθε x
[image: image134.wmf]Î

(α,x0)
[image: image135.wmf]È

(x0,β) τότε  υπάρχουν c1, c2 

ώστε   f(x) =
[image: image136.wmf]10

20

g(x)+c,

ανx(,x)

g(x)+c,

ανx(x,)

Îa

ì

ï

í

Îb

ï

î


Επιπλέον: Αν δεν δίνονται κάποιες τιμές της f τότε επειδή οι f,g είναι παραγωγίσιμες στο x0 άρα και συνεχείς στο x0 τότε: 
[image: image137.wmf]xx

0

lim

-

®

f(x)=
[image: image138.wmf]xx

0

lim

+

®

f(x) = f(x0)
[image: image139.wmf]Û

 g(x0)+c1 = g(x0)+c2 = f(x0)

 
[image: image140.wmf]Û

c1 = c2 = f(x0).   Άρα f(x)=g(x)+f(x0) για κάθε x
[image: image141.wmf]Î

(α,β).
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1) Να βρείτε συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο 
[image: image142.wmf]*

¡

για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

· 
[image: image143.wmf]f(1)2

-=

 και f(1) = e
· 
[image: image144.wmf]2

xf(x)f(x)

¢

=

 για κάθε x
[image: image145.wmf]*

Î

¡


2) Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
[image: image146.wmf]®

¡¡

, για την οποία ισχύει f(0)=3 και 
[image: image147.wmf]2

(x2)f(x)x5x6

¢

-=-+

, για κάθε x
[image: image148.wmf]Î

¡

. Να βρείτε τον τύπο της f.

3) Έστω συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο 
[image: image149.wmf]¡

για την οποία ισχύει ότι: 
[image: image150.wmf]f(x)

¢

= ex(2+x)
[image: image151.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image152.wmf]f(x)

συνx

x

-

για κάθε x
[image: image153.wmf]¹

0. Να βρείτε τη συνάρτηση f.
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Δίνονται οι συναρτήσεις  f , g : (0,+
[image: image154.wmf]¥

)
[image: image155.wmf]®

¡

 με  

· f(1) = g(1) = 0, 

· 
[image: image156.wmf]f(x)

¢

=
[image: image157.wmf]-

eg(x)    και 

· 
[image: image158.wmf]g(x)

¢

=-

ef(x)    για κάθε x > 0.

· h(x) = e
[image: image159.wmf]-

f(x) 
[image: image160.wmf]-

x  

Να αποδειχθεί ότι 

i) f = g,    

ii) η  h(x) είναι σταθερή στο  
[image: image161.wmf](0,)

+¥


iii) f(x) = 
[image: image162.wmf]-

lnx , x > 0.
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Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις 
[image: image163.wmf]f,g:

®

¡¡

 για τις οποίες ισχύουν:

· f(0) = 2

· f(x)g(x)=
[image: image164.wmf]2x

e


· 
[image: image165.wmf]f(x)g(x)

¢¢

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image166.wmf]2x

e


i) Να αποδείξετε ότι 
[image: image167.wmf]g(x)g(x)

¢

=


ii) Να βρείτε τους τύπους των f, g.
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Έστω f : 
[image: image168.wmf]®

¡¡

 δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύουν: 

· f(x)
[image: image169.wmf]-

2
[image: image170.wmf]f

¢

(x) + 
[image: image171.wmf]f

¢¢

(x) = ex , για κάθε x 
[image: image172.wmf]Î

¡

.                              

· g(x) = 
[image: image173.wmf]f

¢

(x) 
[image: image174.wmf]-

 f(x) 
	· f(0) = 1  και  g(0) = 1
· h(x) = 
[image: image175.wmf]x

g(x)

-x

e

 

i) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση  h(x) είναι σταθερή στο
[image: image176.wmf]¡

 

ii) Nα προσδιοριστoύν οι συναρτήσεις f, g.
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Δίνονται οι δύο φορές παραγωγίσιμες συναρτήσεις 
[image: image177.wmf]f,g:

®

¡¡

 για τις οποίες ισχύουν:

· f(0) = g(0) =1
· 
[image: image178.wmf]f(0)g(0)

¢¢

=


· 
[image: image179.wmf]f(x)g(x)f(x)g(x)

¢¢¢¢

=


· 
[image: image180.wmf]g(x)2xf(x)

¢

=


i) Να αποδείξετε ότι f = g 
ii) Nα βρείτε την f.
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Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού 
[image: image181.wmf]f

D(0,1)(1,)

=È+¥

 για την οποία ισχύουν:

· 
[image: image182.wmf]f(x)0

¹

 για κάθε x
[image: image183.wmf]f

D

Î


· 
[image: image184.wmf]f(x)

11

f(x)xxlnx

¢

=-

 για κάθε x
[image: image185.wmf]f

D

Î


· Η Cf διέρχεται απ’ τα σημεία 
[image: image186.wmf]11

A,

ee
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èø

, 
[image: image187.wmf]2

B(e,e)


Να βρείτε 
i) Τον τύπο της f
ii) Το 
[image: image188.wmf]x1

limf(x)

®


iii) Την εφαπτομένη της στο Γ(e,f(e))

iv) Το 
[image: image189.wmf]x0
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