(§2.5) ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE 
	Θεώρημα ROLLE (Το αντίστροφο όχι)

Αν για μια συνάρτηση f ισχύουν: 

· Είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [α, β]  

· Είναι παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α, β)

· 
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τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα  σημείο  
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Γεωμετρική ερμηνεία
Αν ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος Rolle τότε μεταξύ των άκρων σημείων  Α και Β  της γραφικής παράστασης θα υπάρχει σημείο Μ(ξ,f(ξ)) στο οποίο η εφαπτομένη της Cf  είναι παράλληλη στον άξονα  x΄x.
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Φυσική ερμηνεία
Αν ένα κινητό (κινούμενο πάνω σε έναν άξονα) διέρχεται από το σημείο Α τη χρονική στιγμή t1 και επιστρέφει στο A τη χρονική στιγμή t2,  τότε υπάρχει χρονική στιγμή t0 μεταξύ των t1, t2 που η ταχύτητά του είναι μηδέν.
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Βασικές Εφαρμογές Θ. ROLLE (Απόδειξη)

1) Αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image7.wmf]¡

 και έχει δύο ρίζες τότε η 
[image: image8.wmf]f
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 έχει τουλάχιστον μία ρίζα.
2) Αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image9.wmf]¡

 τότε ανάμεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες της 
[image: image10.wmf]f
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 υπάρχει το πολύ μία ρίζα της f.
3) Αν 
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 για κάθε x
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 τότε η f έχει το πολύ μία ρίζα.

4) Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
[image: image13.wmf]¡

 και έχει  3 ρίζες τότε η 
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 έχει 2 τουλάχιστον ρίζες  και η 
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 τουλάχιστον μία.
5) Αν 
[image: image16.wmf]f(x)0
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 για κάθε x
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 τότε η f έχει δύο το πολύ ρίζες

ΟΜΑΔΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

► Ύπαρξη ενός τουλάχιστον x0  ώστε …..

· Βάζουμε όπου x0 
[image: image18.wmf]®

x και τα φέρνουμε όλα στο 1ο μέλος.

· Θεωρούμε κατάλληλη συνάρτηση g(x) και  βρίσκουμε   την  παράγουσά της G(x) (αν δεν εφαρμόζεται Θ. Bolzano)

· Εφαρμόζουμε στην παράγουσα συνάρτηση G(x) το Θ. Rolle      (ν φορές, σε ν κατάλληλα διαστήματα αν είναι απαραίτητο). 

· Αν έχουμε εξίσωση 
[image: image19.wmf]g(x)0
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εφαρμόζουμε δύο φορές το Θ.Rolle διαδοχικά  για τις g, 
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ΆΣΚΗΣΗ 49  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [0,π/2] έτσι ώστε f(π/2) =1+f(0). Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0
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(0,π/2) έτσι ώστε 
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	1) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το 
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έτσι ώστε να ισχύει 
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. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
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(1,e) ώστε 
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2) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
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 (0<α<β) με f(x) > 0 για κάθε x
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. Αν 
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, να αποδείξετε ότι υπάρχευ ένα τουλάχιστον x0
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τέτοιο ώστε: 
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3) Δίνεται η συνάρτηση 
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δύο φορές παραγωγίσιμη    με f(0) = 0,  f(1) =
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3,  f(3) = 3 και η συνάρτηση                g(x) = f(x)
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2x2+5x+2. Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ 
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(0,3) τέτοιο ώστε 
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4) Αν  η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [
[image: image37.wmf]-

2,2] με f(1) = 0 και g(x) = f(x)(x2
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4), να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0
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2,2) τέτοιο ώστε 
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ΆΣΚΗΣΗ 50

Δίνεται συνάρτηση f  συνεχής στο [1,2] και παραγωγίσιμη στο (1,2), με f(2) = 2 και f(1) = 1. Να αποδείξετε ότι:

i) Υπάρχει ξ1
[image: image42.wmf](1,2)

Î

 τέτοιο ώστε 
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ii) Υπάρχει ξ2
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 τέτοιο ώστε 
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1) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [0,1] με f(1) = 1, τότε να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image46.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε 
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0

2

f(x)3f(x)

x

¢

=-

.

2) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το [1,e] έτσι ώστε να ισχύει ef(1)=f(e)+e. Nα δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image48.wmf]Î

(1,e) έτσι ώστε η εφαπτομένη της Cf στο Α(x0,f(x0)) να διέρχεται απ’ το Β(0,x0).

Εξίσωση μορφής 
[image: image49.wmf]¢

×

fx)+g(x)f(x)

=0

►Πολλαπλασιασμός με  
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1) Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση 
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με 
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i) Υπάρχει 
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ii) Υπάρχει 
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2) Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image58.wmf]¡
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i) Αν 
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αποδείξετε ότι υπάρχει x0
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ii) Αν 
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 αποδείξετε ότι η εξίσωση 
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έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,1)  
3) Έστω f παραγωγίσιμη στο [α,β], α > 0  με 
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i) Να δείξετε ότι η εξίσωση x
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(x) = f(x) έχει μία τουλάχιστον  ρίζα στο διάστημα  (α,β).

ii) Να δείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη της Cf​  η οποία διέρχεται   από την αρχή των αξόνων.
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Αν η συνάρτηση f:
[image: image66.wmf]Af(A)
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 είναι παραγωγίσιμη, να βρείτε μία συνάρτηση g ώστε καθεμιά από τις παρακάτω εξισώσεις να είναι ισοδύναμη με την 
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(Όπου διαιρούμε θεωρείται ότι επιτρέπεται από την εκφώνηση)
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Εξίσωση μορφής 
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►Βρίσκουμε μία αρχική G(x) της g(x)

►Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη  με 
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Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
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, να βρείτε μία συνάρτηση g ώστε καθεμιά από τις παρακάτω εξισώσεις να είναι ισοδύναμη με την 
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Εξίσωση μορφής 
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►Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη  με  
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