(§2.5) ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ (ΘΜΤ) 
	Θεώρημα Μέσης Τιμής (Αντίστροφο όχι)

Αν μια συνάρτηση f είναι 

· συνεχής στο κλειστό διάστημα [α, β]  και 

· παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α, β) 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  
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 τέτοιο ώστε 
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[image: image3.wmf]f(

β)f(α)

βα

-

-


Γεωμετρική ερμηνεία ΘΜΤ
Αν ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος  Μέσης Τιμής  τότε μεταξύ των άκρων σημείων Α(α, f(α)) και Β(β, f(β)) της γραφικής παράστασης θα υπάρχει σημείο Μ(ξ,f(ξ)) στο οποίο η εφαπτομένη της Cf  είναι παράλληλη στην ευθεία ΑΒ.
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ΟΜΑΔΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΥΠΑΡΞΗ ΤΙΜΗΣ ξ (ΤΙΜΩΝ ξ1,ξ2) ΩΣΤΕ ΝΑ ΙΣΧΥΕΙ ΔΟΣΜΕΝΗ ΣΥΝΘΗΚΗ

Μεθοδολογία
1) Αν θέλουμε να υπολογίσουμε την τιμή 
[image: image5.wmf]¢¢
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f(

ξ)+f(ξ)

τότε συνήθως εφαρμόζουμε ΘΜΤ στα διαστήματα [α,μ] και [μ,β], όπου μ το μέσο του διαστήματος [α,β].
2) Όταν ζητείται η ύπαρξη αριθμού ξ που ικανοποιεί σχέση στην οποία συμμετέχει η παράγωγος μιας συνάρτησης προσπαθούμε να μετασχηματίσουμε την ζητούμενη σε μορφή 
[image: image6.wmf]¢
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 και εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. για την G σε κατάλληλο διάστημα.

3) Για την ύπαρξη δύο αριθμών ξ1, ξ2, σε διάστημα ώστε να ικανοποιείται σχέση με παράγωγο, συνήθως εφαρμόζουμε το ΘΜΤ σε δύο υποδιαστήματα του αρχικού, χωρίς κοινά στοιχεία. Αν τα δεδομένα της άσκησης υποδεικνύουν τον σχηματισμό των υποδιαστημάτων τότε εργαζόμαστε σε αυτά. Διαφορετικά, μια καλή επιλογή είναι το μέσο 
[image: image7.wmf]α+β
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4) Η συνθήκη κ
[image: image8.wmf]¢
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 (ξ2)+μ
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(ξ3) =0  συχνά αντιμετωπίζεται με διαμέριση του διαστήματος σε διαδοχικά διαστήματα πλάτους αναλόγου των συντελεστών κ,λ,μ και εφαρμογή σε αυτά κάποιου από τα βασικά θεωρήματα του διαφορικού λογισμού (εδώ ΘΜΤ).
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1) Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [1,5] με 
[image: image11.wmf]f(1)2
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, 
[image: image12.wmf]f(5)2
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. Να δείξετε ότι:

i) Υπάρχει εφαπτομένη (ε) της Cf τέτοια ώστε να είναι παράλληλη στην διχοτόμο του 1ου τεταρτημορίου.

ii) Υπάρχουν ξ1,ξ2
[image: image13.wmf]Î

(1,5) τέτοια ώστε 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image16.wmf]f
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2) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
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και ισχύει 2f(2)
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 = 3 να αποδείξετε ότι:

i) Υπάρχει  ξ
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τέτοιο ώστε 
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ii) Υπάρχει  ξ
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τέτοιο ώστε 3πσυν
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	3) Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο (α,β), συνεχής στο [α.β] και τα σημεία Α(α,f(α)), Β(β,f(β)), Γ(γ,f(γ)) ώστε γ
[image: image24.wmf]Î

(α,β) και το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο στο Γ. 

i) Αν f(α) = f(β) αποδείξτε ότι υπάρχουν εφαπτομένες      (ε1) και (ε2) της Cf οι οποίες σχηματίζουν με τον 
[image: image25.wmf]xx
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 ισοσκελές τρίγωνο. 

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ρ1,ρ2
[image: image26.wmf]Î

(α,β) με                     
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4) Θεωρούμε την παραγωγίσιμη στο 
[image: image31.wmf]¡

συνάρτηση f. 

i) Αν f(19) = f(1) να αποδείξετε ότι υπάρχουν αριθμοί ξ1, ξ2, ξ3 
[image: image32.wmf]Î

(1,19) τέτοιοι ώστε 2
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ii) Αν 4f(19)
[image: image36.wmf]-

2f(1) = f(13)+f(7) να αποδείξετε ότι υπάρχουν ρ1, ρ2, ρ3
[image: image37.wmf]Î

(1,19) τέτοιοι ώστε 2
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¢

(ρ1)+3
[image: image39.wmf]f

¢

(ρ2)+4
[image: image40.wmf]f

¢

(ρ3)=0.
ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ ΜΕ  Θ.Μ.Τ.

Μεθοδολογία
· Ανάλογα με την ανισότητα της άσκησης μπορούμε το ΘΜΤ να το εφαρμόσουμε, σε διάστημα με μεταβλητά άκρα τύπου [g(x), h(x)]

· Αν η ανίσωση περιέχει την παράγωγο 
[image: image41.wmf]¢
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 και το λόγο π.χ 
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 τότε εφαρμόζουμε ΘΜΤ για την f  στο     [κ, x] και κατόπιν φυσιολογικά χρησιμοποιούμε την μονοτονία της 
[image: image43.wmf]¢
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1) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image44.wmf]¡

και 
[image: image45.wmf]f
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, να δείξετε ότι:  

i) f(2x+3)
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f(2x+7)<f(2x+1)
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f(2x+5) για κάθε x
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ii) 2f(x+1) < f(x)+ f(x+2) για κάθε x
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2) Αν 
[image: image50.wmf]x

F(x)f(t)dt

a

=

ò

, α,x > 0, με 
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και 
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 αποδείξετε ότι F(x) + F(3x) > 2F(2x), για κάθε x > 0.
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1) Δίνεται η f είναι συνεχής στο 
[image: image53.wmf][2,)
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και παραγωγίσιμη στο 
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με f(2) = 0 και επιπλέον η 
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στο 
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[image: image57.wmf]f(x)

g(x)

x2

=

-

 να δείξετε ότι 
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2) Θεωρούμε τη συνάρτηση 
[image: image60.wmf]f(x)1
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, όπου    f(1) = 1. Επιπλέον οι f και 
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 είναι γνησίως αύξουσες στο 
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. Να αποδείξετε ότι: 
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3) Δίνεται η f δύο φορές παραγωγίσιμη με f(1) = f(2) = 0. Επιπλέον υπάρχει ξ
[image: image66.wmf](1,2)

Î

 με f(ξ) > 0. Να αποδείξετε ότι

i) Υπάρχουν x1, x2
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 τέτοια ώστε 
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ii) Υπάρχει x0
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τέτοιο ώστε 
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Έστω f: 
[image: image71.wmf]®
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 παραγωγίσιμη με f(0) = 0 και 
[image: image72.wmf]-f(x)
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, για κάθε x
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α) Να βρείτε την  
[image: image74.wmf]f

¢

 συναρτήσει της f.

β) Να δειχθεί ότι υπάρχει η 
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 και να βρεθεί η 
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γ) Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις f και 
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 είναι γνησίως αύξουσες

δ) Να δειχθεί ότι 
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(§2.5) ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ (ΘΜΤ) 
	ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΣ ΕΝΟΣ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΘΜΤ ΣΕ ΚΑΘΕΝΑ

Μεθοδολογία
Αναζητούμε ένα σημείο στο εσωτερικό του πεδίου ορισμού της συνάρτησης, δηλαδή κ
[image: image81.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε: 
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……[κ-f(κ)][1-2f(κ)]=0

Άρα αν μπορούμε να επιλέξουμε ένα κ στο (0,1) τέτοιο ώστε f(κ)=1/2, το πρόβλημα έχει λυθεί. Μια τέτοια επιλογή του κ μπορεί να γίνει σύμφωνα με το ΘΕΤ συνεχών συναρτήσεων.
ΆΣΚΗΣΗ 57
Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [0,1] με 

f(0) = 0 και f(1) = 1. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν αριθμοί x1, x2    στο διάστημα [0,1] τέτοιοι ώστε: 
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ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Θ. ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ - Θ. ROLLE - Θ. BOLZANO
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1) Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [10,12] με f(10), f(11), f(12) διαδοχικά ακέραια πολλαπλάσια του λ
[image: image84.wmf]Î
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. Να δείξετε ότι:

i) Υπάρχουν δύο τουλάχιστον ρίζες της εξίσωσης 
[image: image85.wmf]f(x)0
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ii) Υπάρχει σημείο Α(μ,f΄(μ)) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της 
[image: image86.wmf]f
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 στο Α να είναι παράλληλη στον 
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Αν η  f  είναι συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιμη στο (α,β) 

και f(α) = α , f(β) = β , α
[image: image88.wmf]¹

β να δείξετε ότι: 

α) Υπάρχει ξ
[image: image89.wmf]Î

 (α,β) τέτοιο ώστε f(ξ) = α+β
[image: image90.wmf]-

ξ.

β) Υπάρχουν  ξ1 , ξ2 
[image: image91.wmf]Î

(α,β)  με ξ1
[image: image92.wmf]¹

ξ2 τέτοια ώστε 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Μια συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το διάστημα Δ=[0,1] και ισχύει f(0)=0 και f(1)=1. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα Δ και παραγωγίσιμη σε κάθε εσωτερικό σημείο του Δ.

i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image96.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε f(x0)=1-x0.

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2
[image: image97.wmf]Î

(0,1) τέτοια ώστε    
[image: image98.wmf]f
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Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image101.wmf]¡

 με 
[image: image102.wmf]f(x)0
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 για κάθε x
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i) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1.

ii) Αν η Cf διέρχεται απ’ τα σημεία Α(1,2014) και Β(
[image: image104.wmf]-

2,1) να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image105.wmf]12
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iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο της Cf, στο οποίο η εφαπτομένη είναι κάθετη στην ευθεία: 
[image: image106.wmf]1
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Άσκηση 61
Δίνεται συνάρτηση g(x)=
[image: image107.wmf]f(x)
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 όπου f συνάρτηση για την οποία ισχύουν:

· συνεχής στο διάστημα [0,+∞), 

· παραγωγίσιμη στο  (0,+∞) 

· f(0) = 0

· Η 
[image: image108.wmf]f

¢

 είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞)


	i) Αποδείξτε ότι 
[image: image109.wmf]g
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(x) > 0 για κάθε x
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(0,+∞).

ii) Αποδείξτε ότι f(α2) > α
[image: image111.wmf]×

f(α) > α2
[image: image112.wmf]×

f(1) για α >1.
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Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α,β] και οι μιγαδικοί  
[image: image113.wmf]x
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, 
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. Αν οι εικόνες  των 
[image: image115.wmf]z
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, 
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 ανήκουν σε ευθεία παράλληλη στον άξονα x΄x, τότε να  αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο σημεία στη γραφική παράσταση της f  στα οποία οι εφαπτόμενες σχηματίζουν με τον 
[image: image117.wmf]xx

¢

 παραπληρωματικές γωνίες.
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Δίνεται συνάρτηση 
[image: image118.wmf]f:
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τρεις φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει: 
[image: image119.wmf]2
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. Επίσης  η εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(3,f(3)) έχει εξίσωση                  y =
[image: image120.wmf]-

2x+12. 

i) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο Β(0,f(0)).

ii) Να υπολογίσετε το 
[image: image121.wmf]2

x3

xf(x)18

lim

x9

®

-

-


iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image122.wmf](0,3)

Î

ώστε 
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iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image124.wmf]f(x)xf(x)40
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 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,3).

v) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
[image: image125.wmf]0
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ώστε f(x0) = 3

vi) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν x1, x2 
[image: image126.wmf](0,3)

Î

διαφορετικά μεταξύ τους ώστε 
[image: image127.wmf]12
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Α) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image128.wmf]f:[0,)
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 για την  

     οποία ισχύει f(0) =0 και 
[image: image129.wmf]|f(x)|1
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 για κάθε x
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i) Να δείξετε ότι 
[image: image131.wmf]|f(x)|x
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 για κάθε 
[image: image132.wmf]x0
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ii) Να βρείτε το 
[image: image133.wmf]x
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Β) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image134.wmf]f:
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 για την οποία  

     ισχύει f(1) = 3 και 
[image: image135.wmf]|f(x)|1
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 για κάθε x
[image: image136.wmf]Î
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i) Αποδείξτε ότι 
[image: image137.wmf]4xf(x)x2
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για κάθε x
[image: image138.wmf]1
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ii) Να βρείτε το 
[image: image139.wmf]x
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iii) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image140.wmf]Î

(2,3) τέτοιο ώστε f(ξ) = 3ξ
[image: image141.wmf]-

4.

Ασκήσεις σχολικού

5 Β ομάδας σελ.250

Έστω μία συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0,4] και ισχύει 
[image: image142.wmf]2f(x)5
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 για κάθε x
[image: image143.wmf](0,4)
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. Αν f(0)=1 να αποδείξετε ότι 
[image: image144.wmf]9f(4)21
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7 Β ομάδας σελ.250

Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image145.wmf]x
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 και 
[image: image146.wmf]2
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 έχουν ακριβώς δύο κοινά σημεία τα Α(0,1), Β(1,2)
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	57) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image147.wmf]f:
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 δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύουν: 3f(1) = 3f(2) – 7, 
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[image: image149.wmf]f(x)3
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 για κάθε x
[image: image150.wmf]Î

¡

. Να αποδείξετε ότι 

i) υπάρχει ξ
[image: image151.wmf](1,2)

Î

 ώστε 
[image: image152.wmf]7

f()
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,
ii) ισχύει 
[image: image153.wmf]f(1)4

¢

>

,

iii) υπάρχει 
[image: image154.wmf]0

x(1,2)

Î

, ώστε 
[image: image155.wmf]2

00

f(x)x

¢
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.

iv) Υπάρχει 
[image: image156.wmf]1

x(1,2)

Î

, ώστε
[image: image157.wmf]11

f(x)4x
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i) ΘΜΤ για την f  ή Rolle σε μία παράγουσα της f(x)-7/3.

ii) ΘΜΤ στο [-1,1].
iii) Rolle σε μία αρχική.

iv) Bolzano στο [1, ;] (χρήση του προηγούμενου ερωτήματος). 

58) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image158.wmf]f:
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 και μιγαδικός αριθμός 
[image: image159.wmf]z
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, ώστε 
[image: image160.wmf]1
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 και 
[image: image161.wmf]22
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i) Να αποδείξετε ότι η εικόνα του z ανήκει στον κύκλο με κέντρο το Ο(0,0) και ακτίνα 1.

ii) Να δείξετε ότι 
[image: image162.wmf]22

f(1)f(2)2

=+

.

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image163.wmf](1,2)

Î

ώστε 
[image: image164.wmf]2
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f(1)f(2)
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iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image165.wmf](1,2)

Î

ώστε 
[image: image166.wmf]00

f(x)f(x)1
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i) Με πράξεις και λόγω
[image: image167.wmf]zz

¹

 καταλήγω |z|=1.

ii) Υψώνω στο τετράγωνο

iii) ΘΜΤ στο [1,2]

iv) Rolle σε κατάλληλη παράγουσα.
59) Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα [α,β] και έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο (α,β). Αν f(α) = f(β) και υπάρχουν γ, δ
[image: image168.wmf]Î

(α,β) με f(γ)f(δ) < 0, να αποδείξετε ότι:

i) Υπάρχει τουλάχιστον ένα x0
[image: image169.wmf]Î

(α,β) ώστε f(x0) = 0.

ii) Υπάρχουν 
[image: image170.wmf]12
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xxÎab

ώστε 
[image: image171.wmf]1
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και 
[image: image172.wmf]2
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iii) Υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ
[image: image173.wmf]Î

 (α,β) ώστε 
[image: image174.wmf]f()0
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i) Bolzano στο [γ,δ]

ii) Υποψιαζόμαστε ΘΜΤ δύο φορές για την 
[image: image175.wmf]f

¢

 στο με την προϋπόθεση να βρούμε τα πρόσημα των δεύτερων μελών. Είναι α<γ<x0<δ<β, επομένως: 

· ΘΜΤ στα [α,γ] και [γ, x0] όπου προκύπτουν κ, λ αντίστοιχα με 
[image: image176.wmf]f()0
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k<

και 
[image: image177.wmf]f()0
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· ΘΜΤ στα [x0,δ] και [δ,β] όπου προκύπτουν μ, ν αντίστοιχα με 
[image: image178.wmf]f()0

¢

m>

και 
[image: image179.wmf]f()0
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· ΘΜΤ για την 
[image: image180.wmf]f
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 στα [κ,λ], [μ,ν] και προκύπτουν τα  ξ1, ξ2.
iii) Bolzano για την 
[image: image181.wmf]f

¢¢

 στο [ξ1,ξ2].
60) Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image182.wmf]¡

 με 
[image: image183.wmf]f(x)0
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 για κάθε x
[image: image184.wmf]Î
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. 

i) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1.

ii) Αν η Cf διέρχεται απ’ τα σημεία Α(1,2014) και Β(
[image: image185.wmf]-

2,1) να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image186.wmf]12

f(2013f(x8))2
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iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο της Cf, στο οποίο η εφαπτομένη είναι κάθετη στην ευθεία: 
[image: image187.wmf]1

yx2014
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i) Απαγωγή σε άτοπο με χρήση Rolle.

ii) Αν f(1) = 2005 τότε 
[image: image188.wmf]1

f(2005)1
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=

. Ομοίως……..

iii) ΘΜΤ για την f στο [-2,1].

	61) Δίνεται  παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image189.wmf]f:[0,1]
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για την οποία η 
[image: image190.wmf]f
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 είναι γνήσια φθίνουσα στο [0,1]. Επίσης ισχύει 
[image: image191.wmf]f(1)1

¢

=

 και η εφαπτομένη της Cf στο Α(0,f(0)) έχει εξίσωση     y = 2x+1. 
i) Να βρείτε τις τιμές f(0) και 
[image: image192.wmf]f(0)

¢

.

ii) Να αποδείξετε ότι 2 < f(1) < 3

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image193.wmf](0,1)

Î

 ώστε 
[image: image194.wmf](23)f()f(1)4

-xx=-x-x

.

i) Προκύπτουν απ’ την εξίσωση της εφαπτομένης
ii) ΘΜΤ

iii) Bolzano

62) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image195.wmf]f:
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με 
[image: image196.wmf]f(1)f(5)4f(3)

+=

, f(3) > 0 και 
[image: image197.wmf]f(x)1
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. Να αποδείξετε ότι: 

i) Υπάρχουν 
[image: image198.wmf]12

,(1,5)

xxÎ

με 
[image: image199.wmf]12

x<x

 ώστε 
[image: image200.wmf]21

f()f()f(3)
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x=x+


ii) Ισχύει f(3) < 4

iii) Η εξίσωση 
[image: image201.wmf]2

xf(x)+(3-x)f(3-x)=x+x

 έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,3).

i) Διαμέριση διαστήματος και ΘΜΤ στο καθένα υποδιάστημα.

ii) ΘΜΤ για την 
[image: image202.wmf]f
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στο [ξ1,ξ2]  για να πάρω 
[image: image203.wmf]f()

¢¢

x

σε συνάρτηση με την διαφορά 
[image: image204.wmf]21

f()f()
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 και λόγω (i) με την f(3). Επειδή 0<ξ2-ξ1<4 (γιατί;) και λόγω της υπόθεσης προκύπτει τελικά 
[image: image205.wmf]f(3)

f()1

4
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<x<Û

……
iii) Bolzano
63) Δίνεται συνάρτηση 
[image: image206.wmf]f:
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τρεις φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει: 
[image: image207.wmf]2
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xf(x)3x4x

lim2
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hm

. Επίσης  η εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(3,f(3)) έχει εξίσωση                  y = -2x+12. 

i) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο Β(0,f(0)).
ii) Να υπολογίσετε το 
[image: image208.wmf]2
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xf(x)18

lim

x9

®

-

-


iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image209.wmf](0,3)

Î

ώστε 
[image: image210.wmf]f()4

¢¢
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iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image211.wmf]f(x)xf(x)40

¢¢¢¢¢

++=

 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,3).
v) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
[image: image212.wmf]0

x(0,3)

Î

ώστε f(x0) = 3

vi) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν x1, x2 
[image: image213.wmf](0,3)

Î

διαφορετικά μεταξύ τους ώστε 
[image: image214.wmf]12
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f(x)f(x)
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i) Βρίσκουμε τις τιμές f(0), 
[image: image215.wmf]f(0)

¢

διαμέσου ορίων εκμεταλλευόμενοι τη συνέχεια και παραγωγισιμότητα.
ii) Θέτουμε g(x) = 
[image: image216.wmf]f(x)f(3)

x3

-
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 με 
[image: image217.wmf]limg(x)2

=-

. Τότε         f(x)=g(x)(x-3)+6 και αντικαθιστούμε την f στο ζητούμενο       όριο = 
[image: image218.wmf]36

(2)0
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iii) ΘΜΤ
iv) Rolle σε κατάλληλη παράγουσα  στο [0, ;]

v) ΘΕΤ 

vi) ΘΜΤ στα [0,;] και [; , 3].

64) Δίνεται συνάρτηση 
[image: image219.wmf]f:[,]
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 δύο φορές παραγωγίσιμη με f(α) = f(β) = 0. Αν υπάρχει γ
[image: image220.wmf]Î

(α,β) με f(γ) > 0 να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image221.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε 
[image: image222.wmf]f()0
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.
(ΘΜΤ για f  σε δύο διαστήματα, ΘΜΤ για f΄)
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