(§2.4) ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 
	Ορισμός Ρυθμού Μεταβολής

Έστω δύο μεταβλητά μεγέθη x και y που συνδέονται 
με τον τύπο y = f(x) , όπου η συνάρτηση f  ορίζεται σε ένα διάστημα Δ και παραγωγίζεται στο σημείο x0  του Δ. 

Ρυθμός μεταβολής του y ως προς  x  στο σημείο x0 , ονομάζεται η παράγωγος της συνάρτησης στο σημείο 
x0 του Δ  και παριστάνεται με 
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Ο  ρυθμός μεταβολής του  y ως προς x εκφράζει το 
πόσο γρήγορα αυξάνεται ή μειώνεται το  y όταν το x μεταβάλλεται.
ΆΣΚΗΣΗ 35  (1 A΄ Ομάδας σελ. 243 σχολ.)
Μια σφαιρική μπάλα αρχίζει να λιώνει. Η ακτίνα της που 

ελαττώνεται δίνεται σε cm από τον τύπο r = 4-t2 , όπου t o χρόνος σε sec. Nα βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας Ε και του όγκου V της  μπάλας όταν t=1sec.
► Πως λύνουμε προβλήματα ρυθμού  μεταβολής
· Αναγνωρίζουμε τις μεταβλητές του  προβλήματος

· Επισημαίνουμε τους ρυθμούς μεταβολής που δίνονται         και αυτούς που ζητούνται

· Βρίσκουμε τύπους που συνδέουν τις μεταβλητές του προβλήματος 

· Εφαρμόζουμε τον κανόνα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης ( ή τον κανόνα της αλυσίδας)
ΆΣΚΗΣΗ 36  (4 Β΄ Ομάδας σελ. 244 σχολ.)
Ένα αερόστατο Α αφήνει το έδαφος σε απόσταση 100 m από έναν παρατηρητή Π με ταχύτητα 50m/min. Mε ποιο ρυθμό αυξάνεται η γωνία θ που σχηματίζει η ΑΠ με το έδαφος τη χρονική στιγμή κατά την οποία το μπαλόνι βρίσκεται σε ύψος 100m;
ΆΣΚΗΣΗ 37  
Κατά μήκος των πλευρών Οx και Οy μιας ορθής γωνίας κινούνται τα σημεία  Α και Β αντίστοιχα έτσι ώστε (ΟΑ)+(ΟΒ)=12cm. Την χρονική στιγμή  t0 κατά την οποία το κινητό Α κινείται με ταχύτητα  8cm/sec και απέχει από το Ο απόσταση (ΟΑ)=3cm να βρείτε:

i)  Tην ταχύτητα με την οποία κινείται το Β.
ii) Tον ρυθμό μεταβολής της απόστασης (ΑΒ).

Συνήθως:

· Εκφράζουμε τις συναρτήσεις με μια κοινή μεταβλητή t:

                         x = x(t)  , y = y(t)

· Παραγωγίζουμε την σχέση ως προς t
Συνάρτηση θέσης Κινητού –Ταχύτητα -Επιτάχυνση
· Ας θεωρήσουμε ένα σώμα που κινείται κατά μήκος ενός άξονα και ας υποθέσουμε ότι 
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 είναι η τετμημένη του σώματος αυτού τη χρονική στιγμή t. H συνάρτηση S καθορίζει τη θέση του σώματος τη χρονική στιγμή  t και ονομάζεται συνάρτηση θέσης του κινητού.
· Ο ρυθμός μεταβολής της  S ως προς το χρόνο t  τη χρονική στιγμή 
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 και λέγεται (στιγμιαία) ταχύτητα υ(t0)  του κινητού.  Είναι δηλαδή            
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· Ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 
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, και λέγεται επιτάχυνση α(t0) του κινητού. Είναι δηλαδή          α(t0) = 
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	ΆΣΚΗΣΗ 38 (4 A΄ Ομάδας σελ. 243 σχολ.) 

Δύο πλοία Π1 και Π2  αναχωρούν συγχρόνως από ένα λιμάνι Λ. Το πλοίο Π1 κινείται ανατολικά με ταχύτητα 15km/h και το πλοίο Π2 βόρεια με ταχύτητα 20km/h.
i) Nα βρείτε τις συναρτήσεις θέσεως των πλοίων Π1 και Π2
ii) Nα αποδείξετε ότι η απόσταση d = (Π1Π2) των δύο πλοίων αυξάνεται με σταθερό ρυθμό τον οποίο και να προσδιορίσετε.

· Άσκηση 5 A΄ Ομάδας σελ. 243 σχολ.) 

ΆΣΚΗΣΗ 39  (7 Β΄ Ομάδας σελ. 245 σχολ.)
Μια σκάλα ΑΒ μήκους 3m είναι τοποθετημένη σ’ έναν τοίχο. To κάτω μέρος Β της σκάλας αρχίζει να γλιστράει στο δάπεδο με ρυθμό 0,1m/sec . Την χρονική στιγμή t0 , που η κορυφή της σκάλας απέχει από το δάπεδο 2,5m να βρείτε:

i)  Tον ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ  (σχήμα)

ii) Tην ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της σκάλας
· Άσκηση 6 Β΄ Ομάδας σελ. 245 σχολ.!!!
ΆΣΚΗΣΗ 40  (8 Β΄ Ομάδας σελ. 245 σχολ.)
Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση x2 + y2 = 1

Kαθώς περνάει από το σημείο Α
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 , η τεταγμένη y ελαττώνεται με ρυθμό 3 μονάδες ανά sec. Nα βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x  κατά την χρονική στιγμή που το κινητό διέρχεται από το σημείο Α

ΆΣΚΗΣΗ 41 (2011 ε)
Ένα κινητό Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 
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. Ένας παρατηρητής βρίσκεται στη θέση Π(0,1) ενός συστήματος συντεταγμένων Oxy και παρατηρεί το κινητό από την αρχή Ο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
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Δίνεται ότι ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του κινητού για κάθε χρονική στιγμή t, t
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i) Να αποδείξετε ότι η τετμημένη του κινητού, για κάθε χρονική στιγμή t, t
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 δίνεται απ’ τον τύπο: x(t) = 16t.
ii) Να αποδείξετε ότι το σημείο της καμπύλης μέχρι το οποίο ο παρατηρητής έχει οπτική επαφή με το κινητό είναι το Α(4,2) και, στη συνέχεια, να υπολογίσετε πόσο χρόνο διαρκεί η οπτική επαφή.   
ΆΣΚΗΣΗ 42
Το κόστος παραγωγής Κ(x) και η τιμή πώλησης Π(x), x μονάδων ενός βιομηχανικού προϊόντος δίνονται από τις συναρτήσεις   Κ(x) =
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20x2+600x+1000 και Π(x) = 420x αντιστοίχως. 

a) Nα αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους μηδενίζεται όταν ο ρυθμός μεταβολής του κόστους και ο ρυθμός μεταβολής της πώλησης είναι ίσοι.
b) Aν ορίσουμε  Κμ(x) =
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 το μέσο κόστος των x  μονάδων προϊόντος να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους μηδενίζεται όταν το μέσο κόστος είναι ίσο με το οριακό κόστος

c) Να βρείτε πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους,               Ρ(x) = Π(x) 
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K(x), είναι θετικός.
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