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	Στιγμιαία ταχύτητα
Θα προσεγγίσουμε την έννοια της στιγμιαίας ταχύτητας στην χρονική στιγμή t0 έχοντας σαν παράδειγμα κίνησης την ελεύθερη πτώση στο κενό  με εξίσωση κίνησης  S(t)=
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ΒΗΜΑ 1Ο
Ένα υλικό σημείο πέφτει από κάποιο ύψος στο έδαφος. 

H μέση ταχύτητά του από τη χρονική στιγμή t0 έως την t  είναι:

υμ = 
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ΒΗΜΑ 2Ο
Ελαττώνουμε τώρα την χρονική μεταβολή δίνοντας στο t τιμές  πολύ κοντά στο  t0 , δηλαδή  t
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 t0.              

Τότε ο λόγος  
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g(t+t0)  εκφράζει την μεταβολή της μέσης ταχύτητας για πολύ μικρά χρονικά διαστήματα  μετά την χρονική στιγμή t0  
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ΒΗΜΑ 3Ο
Το t «παίρνει» την οριακή του τιμή  t0.  

Τότε η μέση ταχύτητα έχει πάρει την οριακή της τιμή που είναι το  
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Η οριακή  τιμή  της μέσης ταχύτητας  ονομάζεται 

στιγμιαία ταχύτητα  ή απλώς ταχύτητα του κινητού στην χρονική στιγμή t0
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[Εισαγωγήκειμένουεδώ.]


Ώστε : Η ταχύτητα ενός κινητού που έχει εξίσωση κίνησης S(t), κατά την χρονική στιγμή t0 είναι 

υ(t0) = 
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	Εφαπτομένη καμπύλης

ΒΗΜΑ 1Ο
Θεωρούμε ένα σταθερό σημείο Α(x0 , f(x0)), και ένα άλλο μεταβλητό σημείο Μ(x , f(x)) της καμπύλης C. Η χορδή ΑM έχει συντελεστή διεύθυνσης:  

λΑΜ = 
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ΒΗΜΑ 2Ο
Το Μ αρχίζει και κινείται πάνω στην καμπύλη προς το σημείο Α. Τότε όμως  
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γωνία φ μεταβάλλεται οπότε και    ο λόγος  
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ΒΗΜΑ 3Ο
Το Μ «φθάνει» στην οριακή θέση του που είναι το σημείο Α , οπότε και η χορδή ΑΜ παίρνει μια οριακή θέση που είναι μία  ευθεία ε. 

Η οριακή αυτή ευθεία ε είναι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο σημείο Α(x0,f(x0))
Συνοψίζοντας τις παραπάνω μεταβολές έχουμε:


[image: image22.wmf]0

xx

®

, ή  φ
[image: image23.wmf]®

ω ,  ή    εφφ
[image: image24.wmf]®

εφω,  ή    λΑΜ
[image: image25.wmf]®

λε
Δηλαδή  λε = 
[image: image26.wmf]xx

0

®

lim



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image27.wmf]0

0

f(x)f(x)

xx

-

-

  [image: image28.emf]Α

Μ x

0

x

f(x

0

f(x) O

φ

)

Α

Μ

x

0

x

f(x

0

f(x)

O

)



άτιτλο-q0



φ

Α

Μ

x

0

x

f(x

0

f(x)

O

φ

)



άτιτλο-m1



ω

ε

C

f


Ώστε:  Η  εφαπτομένη στο σημείο Α(x0 , f(x0)) της γραφικής παράστασης Cf  ορίζεται ως η ευθεία  ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης         

λε=
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Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο 

Α(x0 , f(x0)) της  Cf είναι    y-f(x0) = λ(x-x0)



 (§2.1) Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ  

	►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ X0
Μια συνάρτηση  f  λέγεται παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο x0  του πεδίου ορισμού της
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 , αν υπάρχει το όριο 
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,  και είναι πραγματικός αριθμός.  
Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της f στο x0  και συμβολίζεται  με 
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Προσοχή! Αν  η συνάρτηση 
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►ΠΛΕΥΡΙΚΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

Αν x0 είναι εσωτερικό σημείο ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού της f  τότε,  

η f είναι παραγωγίσιμη στο x0   αν και μόνον αν  υπάρχουν στο 
[image: image43.wmf]¡

 τα παρακάτω πλευρικά όρια (πλευρικές παράγωγοι στο x0.) και ισχύει:
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►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ

ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, 
                       τότε είναι και συνεχής στο x0.  (Aπόδειξη)
Παρατηρήσεις
1)  To αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει.  (π.χ. f(x) = |x| )

2)  Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι:                         Αν η συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο x0, τότε δεν είναι και παραγωγίσιμη στο x0
ΟΜΑΔΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ – ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ

►ΎΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΕΥΡΕΣΗ 
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Συνάρτηση απλού τύπου: Για να υπολογίσουμε την 
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(x0) όταν η συνάρτηση  f  δίνεται από ένα τύπο, υπολογίζουμε το 
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Συνάρτηση πολλαπλού τύπου: Για να υπολογίσουμε την 
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(x0) όταν η συνάρτηση f δίνεται από διπλό τύπο και το x0 είναι το σημείο στο οποίο αλλάζει ο τύπος, υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια:

i) αν το 
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τότε η f είναι παραγωγίσιμη με 
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τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0, ή εξετάζουμε τη συνέχεια στο x0.
Συνάρτηση με απόλυτη τιμή: Αν το x0 είναι σημείο μηδενισμού απόλυτης τιμής, τότε η παραγωγισιμότητα της f στο x0 εξετάζεται με τον ορισμό :
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Για x < x0 και x > x0 υπολογίζουμε το λόγο μεταβολής 
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  απαλλαγμένο από την απόλυτη τιμή και στη συνέχεια εξετάζουμε αν τα αντίστοιχα πλευρικά όρια είναι ίσα με τον ίδιο πραγματικό αριθμό. Αν κάποιο απ’ τα πλευρικά δεν υπάρχει ή είναι 
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 τότε σταματάμε και η συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0. Εναλλακτικά μπορούμε να εξετάσουμε τη συνέχεια της f στο x0.

	ΑΣΚΗΣΗ 1
1) Να εξετάσετε αν υπάρχει η παράγωγος της: 
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στο x0 = 0.                   (Απ:
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2) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f(x) = x2
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|x
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2| είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.

3) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x|x|. Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο x0 = 0 και να βρείτε την 
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4) Δίνεται η συνάρτησηf(x) = x|x
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1|. Να εξετάσετε αν η f παραγωγίζεται στο x0 = 1.

5) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
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ημx. Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο x0 = 0 και να βρείτε την 
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►ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ
► Εύρεση παραμέτρων για να υπάρχει  η  
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 Mία παράμετρος α

i) Από την συνέχεια της f στο x0 βρίσκουμε μια τιμή α. 

ii) Αντικαθιστούμε το α στον τύπο.  

iii) Εξετάζουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0

[image: image76.wmf]·

 Δύο παράμετροι α , β

i) Από την συνέχεια της f στο x0 βρίσκουμε μια σχέση για τα  α , β
ii) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f 

iii) Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο x0  πρέπει  
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ΑΣΚΗΣΗ 2
1) Για ποια τιμή του α
[image: image79.wmf]Î
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 η συνάρτηση                                 f(x) =
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 είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0;
2) Να βρείτε τις τιμές των α, β
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ώστε η συνάρτηση              f(x) = 
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να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.

                                                                             (Απ: (α,β) = (1,3) ή (α,β) = (-1,3))
3) Να βρείτε τις τιμές των α,β
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, ώστε η συνάρτηση               f(x) = 
[image: image84.wmf]2

2

1

,    x1

x

αx+βx,  x1

ì

ï

í

ï

î

-£-

>-

να είναι παραγωγίσιμη στο x0 =
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                                                                                                      (Απ: (α,β)=(3,4) )
►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Όταν μας δίνεται ένα όριο συνάρτησης που περιέχει την f(x) και αναζητούμε την 
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i) Θέτουμε την συνάρτηση του αρχικού ορίου ως g(x) και λύνουμε ως προς f(x).

ii) Χρησιμοποιούμε την συνέχεια στο x0 της συνάρτησης f και βρίσκουμε το f(x0).

iii) Υπολογίζουμε το 
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ΑΣΚΗΣΗ 3
1) Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο 
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και συνεχής στο x0=3 με 
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2) Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο
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και συνεχής στο x0=2  με 
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3) Αν η συνάρτηση f : 
[image: image98.wmf]®

¡¡

είναι συνεχής στο x0=3  και 
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(§2.1) Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ  
	►ΟΡΙΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ - 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ

i) Αν μας δίνεται το 
[image: image101.wmf]f
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(x0)  και αναζητούμε κάποιο όριο, εμφανίζουμε στον τύπο της συνάρτησης του ορίου την παράσταση
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-

.
ii) Αν έχουμε διπλή ανισωτική σχέση και αναζητούμε το 
[image: image103.wmf]f

¢

(x0) δημιουργούμε την παράσταση 
[image: image104.wmf]0

0

f(x)f(x)

xx

-

-

 στο μεσαίο μέλος και με χρήση του κριτηρίου παρεμβολής υπολογίζουμε το
[image: image105.wmf]0

0

0

xx

f(x)f(x)

lim

xx

®

-

-

.

iii) Αν δεν γνωρίζουμε τον τύπο της f, αλλά μας δίνεται μια συναρτησιακή σχέση για την f, τότε η 
[image: image106.wmf]f

¢

(x0)  υπολογίζεται με τον ορισμό 
[image: image107.wmf]0

0

0

xx

f(x)f(x)

lim

xx

®

-

-

=
[image: image108.wmf]f

¢

(x0). 
iv) Αν η συνάρτηση f ικανοποιεί μια σχέση της μορφής f(x+y) =…….., τότε για να υπολογίσουμε την 
[image: image109.wmf]f

¢

(x0)  εργαζόμαστε ως εξής: Θέτουμε x =x0+h και χρησιμοποιούμε τον τύπο 
[image: image110.wmf]00

h0

f(x+h)f(x)

lim

h

®

-

 = 
[image: image111.wmf]f

¢

(h0).
ΑΣΚΗΣΗ 4
1) Έστω η συνάρτηση f με f(2) = 2 και 
[image: image112.wmf]f

¢

(2) = 
[image: image113.wmf]-

1. Να βρείτε το 
[image: image114.wmf]3

2

x2

f(x)8

lim

x4

®

-

-

.                                                     (Απ: 
[image: image115.wmf]3

=-

l

)
2) Αν |f(x)
[image: image116.wmf]-

ημ2x| ≤
[image: image117.wmf]2

x+1


[image: image118.wmf]-

1 για κάθε x
[image: image119.wmf]Î

¡

να βρείτε το 
[image: image120.wmf]f

¢

(0).                                                                                     (Απ: 
[image: image121.wmf]f(0)2

¢

=

)
3) Έστω συνάρτηση f  με f(0) = 0 η οποία ικανοποιεί τη σχέση             2xημx ≤ xf(x) ≤ ημ2x+x2  για κάθε x
[image: image122.wmf]Î

¡

.  Να αποδείξετε ότι η  f παραγωγίζεται στο x0 = 0 και να βρείτε την 
[image: image123.wmf]f

¢

(0). 
                                                                                                        (Απ: 
[image: image124.wmf]f(0)2

¢

=

)
4) Έστω f συνάρτηση συνεχής στο 1, για την οποία ισχύει x2f3(x)+2f(x) = x3
[image: image125.wmf]-

1, για κάθε x
[image: image126.wmf]Î

¡

. Nα δειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 1.                                                      (Απ: 
[image: image127.wmf]3

2

f(1)

¢

=

)
5) Έστω η συνάρτηση f η οποία ικανοποιεί τη σχέση                        f 3(x)+xf 2(x) = x3+ημ3x για κάθε x
[image: image128.wmf]Î

¡

. Αν η f παραγωγίζεται στο x0 = 0  να βρείτε την 
[image: image129.wmf]f(0)

¢

.                           (Απ: 
[image: image130.wmf]f(0)1

¢

=

)
6) Έστω συνάρτηση f  με 
[image: image131.wmf]f(0)

¢

= 1 η οποία ικανοποιεί τη σχέση                    f(x+y) = συνx
[image: image132.wmf]×

f(y)+συνy
[image: image133.wmf]×

f(x)  (1) για κάθε x,y 
[image: image134.wmf]Î

¡

. Να  αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο x0 = π και να βρείτε την 
[image: image135.wmf]f

¢

(π).                                                                                   (Απ: 
[image: image136.wmf]f()1

¢

p=-

)
7) Αν η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 και για κάθε x,y
[image: image137.wmf]Î

¡

   ισχύει f(x+y) = f(x)+f(y)+5xy να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x0
[image: image138.wmf]Î

¡


                                                                     (Απ: 
[image: image139.wmf]00

f(x)f(0)5x

¢¢

=+

)
8) Δίνεται συνάρτηση f:
[image: image140.wmf]®

¡¡

για την οποία ισχύει           f(x+y) =
[image: image141.wmf]1

2013

f(x)
[image: image142.wmf]×

f(y)  (1) και f(x) > 0 για κάθε x,y
[image: image143.wmf]Î

¡

    και f παραγωγίσιμη στο 0. Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image144.wmf]¡

.            (Απ: 
[image: image145.wmf]00

1

)

2013

f(x)f(0)f(x

¢¢

=

)
ΆΣΚΗΣΗ 5  

Αν f  παραγωγίσιμη στο x0  να δείξετε ότι:

i) 
[image: image146.wmf]00

0

h0

f(x+h)f(xh)

lim2f (x)

h

®

--

¢

=


ii) 
[image: image147.wmf]0

h0

00

f(x2h)f(x)

lim= 2f (x)

h

®

-

¢

+


iii) 
[image: image148.wmf]h0

f(15h)f(1h)6

lim=f(1)

h5

®

+--

¢


	ΆΣΚΗΣΗ 6  

Aν f(x) = 
[image: image149.wmf]1

g(x)

ημ,x0

x

0,x=0

¹

ì

ï

í

ï

î

     και g(0) =
[image: image150.wmf]g

¢

(0) =0 , 

να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0.            (Απ: 
[image: image151.wmf]f(0)0

¢

=

)

ΆΣΚΗΣΗ 7  

Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο x0 = 1 για τις οποίες ισχύει f(1) = g(1) και f(x)+x
[image: image152.wmf]£

g(x)+x2, με x
[image: image153.wmf]Î

¡

.

Να αποδείξετε ότι: 
[image: image154.wmf]f

¢

(1) = 
[image: image155.wmf]g

¢

(1)+1

(Υπόδειξη: Δείχνω ότι  
[image: image156.wmf]1f(1)g(1)

¢¢

£-

 και 
[image: image157.wmf]f(1)g(1)1

¢¢

-£

)
►ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ - ΣΥΝΘΕΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
Εργαζόμαστε:


[image: image158.wmf]·

 Με την συνέχεια στο σημείο x0 αλλαγής του τύπου

[image: image159.wmf]·

 Με πλευρικές παραγώγους   στο x0


[image: image160.wmf]·

Αλλαγή μεταβλητής για τον σχηματισμό του  
[image: image161.wmf]0

0

xx

0

f(x)f(x)

lim

xx

®

-

-


ΆΣΚΗΣΗ 8  

1) Έστω η συνάρτηση  f :
[image: image162.wmf]®

¡¡

  παραγωγίσιμη στο 2, και η συνάρτηση g(x) = 
[image: image163.wmf]f(3x1),x1

f(5x3),x1

-£

->

ì

í

î

  παραγωγίσιμη στο 1. Να βρείτε την 
[image: image164.wmf]f

¢

(2).                                                     (Απ: 
[image: image165.wmf]f(2)0

¢

=

)
2) Έστω η συνάρτηση  f :
[image: image166.wmf]®

¡¡

 παραγωγίσιμη στο 1, και      η  g(x) = 
[image: image167.wmf]32

2

f(x)2f(x),x<1

f(x)2,x1

+

+³

ì

ï

í

ï

î

  παραγωγίσιμη στο 1.        Να βρείτε την  f(1) και την 
[image: image168.wmf]f

¢

(1). (Απ: f(1) = 1 και 
[image: image169.wmf]f(1)0

¢

=

)
                                    ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΆΣΚΗΣΗ 9    

Δίνεται μιγαδικός z για τον οποίο ισχύει z+
[image: image170.wmf]1

z

=
[image: image171.wmf]-

1 και συνάρτηση f μη αρνητική και παραγωγίσιμη στο 1 για την οποία ισχύει f2(x)+2xf(x) = x2
[image: image172.wmf]-

1 για κάθε x
[image: image173.wmf]Î

¡

. Nα δείξετε ότι 
[image: image174.wmf]3

f(1)z

¢

=


ΆΣΚΗΣΗ 10    

Δίνεται συνάρτηση f:
[image: image175.wmf]®

¡¡

με 2(x
[image: image176.wmf]-

1) ≤ f(x) ≤ x2
[image: image177.wmf]-

1  για κάθε x
[image: image178.wmf]Î

¡

.  Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2ex
[image: image179.wmf]-


[image: image180.wmf]f(1)

¢

=
[image: image181.wmf]4

συνx

xf(1)

¢

 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0,1).

ΆΣΚΗΣΗ 11

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image182.wmf]®

¡¡

 για την οποία ισχύει 
[image: image183.wmf]2

x0

f(x)x

lim2013

x

®

-

=


i) Να αποδείξετε ότι f(0) = 0 και  
[image: image184.wmf]f(0)1

¢

=


ii) Να βρείτε το λ
[image: image185.wmf]Î

¡

 έτσι ώστε  
[image: image186.wmf]22

22

x0

x(f(x))

lim3

2x(f(x))

®

+l

=

+

 
ΆΣΚΗΣΗ 12

Έστω 
[image: image187.wmf]f:[,]

ab®

¡

 μια συνεχής συνάρτηση. Να δείξετε ότι:

i) Αν 
[image: image188.wmf]f()0f()

¢¢

a<<b

, παρουσιάζει ελάχιστο στο (α,β) 
ii) Αν 
[image: image189.wmf]f()0f()

¢¢

b<<a

, παρουσιάζει μέγιστο στο (α,β) 




(§2.2-2.3) ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ - ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ
	►ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Ορισμός 1  

Η f λέγεται παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της Α , όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x0 
[image: image190.wmf]Î

A.

Ορισμός 2 

Η f  λέγεται παραγωγίσιμη στο ανοικτό  διάστημα (α,β), όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x0 του (α,β)

Ορισμός 3  

Η f λέγεται παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα [α,β], όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο του (α,β)  και υπάρχουν στο 
[image: image191.wmf]¡

 τα όρια   
[image: image192.wmf]+

x

α

f(x)f(

α)

lim

x

α

®

-

-

  και   
[image: image193.wmf]x

β

f(x)f(

β)

lim

x

β

-

®

-

-


ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ

►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΥ ΓΝΩΣΤΩΝ ΣΥΝ/ΣΕΩΝ
Μεθοδολογία
Αν f(x)=c1f1(x)+ c2f2(x)+…+ cκfκ(x), όπου f1,f2,…fκ παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο Df, εφαρμόζουμε τον κανόνα παραγώγισης αθροίσματος, γινομένου σταθερού αριθμού επί συνάρτηση 
ΆΣΚΗΣΗ 13

Να βρείτε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων

1) f(x) = 4x3
[image: image194.wmf]-

2lnx+
[image: image195.wmf]x

+3συνx
[image: image196.wmf]-

ημ
[image: image197.wmf]3

p

     

2) g(θ) = ημθ
[image: image198.wmf]-

eθ +
[image: image199.wmf]2

θ


[image: image200.wmf]-


[image: image201.wmf]εφθ

8

  με  Dg =
[image: image202.wmf]π

0,

2

æö

ç÷

èø

.

3) h(x) =
[image: image203.wmf]-

3lnx+ln3+
[image: image204.wmf]2

συνx
[image: image205.wmf]-


[image: image206.wmf]x

3

2

æö

ç÷

èø

.

4) f(x) = 2x3+ln|x|  
►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ-ΠΗΛΙΚΟΥ 
Μεθοδολογία

i) 
[image: image207.wmf](fg)(x)

¢

×

=
[image: image208.wmf]f(x)g(x)f(x)g(x)

¢¢

+

 
ii) 
[image: image209.wmf](fgh)(x)

¢

××

=
[image: image210.wmf]f(x)g(x)h(x)f(x)g(x)h(x)f(x)g(x)h(x)

¢¢¢

++

 
iii) 
[image: image211.wmf][

]

ff(x)g(x)f(x)g(x)

(x)

2

g

g(x)

æö

ç÷

èø

¢

¢¢

-

=

 
ΆΣΚΗΣΗ 14

Να βρείτε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων

1) f(x)=x2ex
2) f(x)=lnxημx
3) f(x)=xσφx 

4) f(x)=(x3
[image: image212.wmf]-

x)ημx

5) f(x)=2x3lnx+
[image: image213.wmf]x

xe

4


6) g(x)=xlnxσυνx
7) f(x)=exσυνxlnx
8) f(x) = x3
[image: image214.wmf]x

ln
9) 
[image: image215.wmf]2

5

f(x)

x2x+1

=-

-

                            

10)  f(x) =
[image: image216.wmf]22

22

x1x1

x1x1

-+

-

+-


11)  g(x)=
[image: image217.wmf]lnx

σφx


12)  f(x)=
[image: image218.wmf]4

x

xx

e

-


13)  f(x)=
[image: image219.wmf]εφx

2

ημx

+


14)  f(x) =
[image: image220.wmf]11

x

συνx

+

hm


►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΘΕΣΗΣ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Μεθοδολογία

►Αν h(x)=f(g(x)) με τις f,g είναι παραγωγίσιμες τότε η h είναι παραγωγίσιμη σαν σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με, 
[image: image221.wmf]h(x)f(g(x))g(x)

¢¢¢

=×

για κάθε x
[image: image222.wmf]Î

Dh.
►Αν f(x) = [g(x)]v, v
[image: image223.wmf]Î

¥

-{0,1}, όπου g πολυωνυμική συνάρτηση, τότε 
[image: image224.wmf]f(x)

¢

= 
[image: image225.wmf]1

[g(x)]g(x)

n-

¢

n


►Παραγώγιση δύναμης 
[image: image226.wmf]g(x)

f(x)

 


[image: image227.wmf]·

1ος τρόπος Γράφουμε f = elnf οπότε f g = e g
[image: image228.wmf]×

lnf  κ.τ.λ.


[image: image229.wmf]·

2ος τρόπος:   i) Θέτουμε: y=f g  ii) Λογαριθμίζουμε:  lny=g lnf
                       iii) Παραγωγίζουμε:  
[image: image230.wmf]y

y

¢

= …iv)  Λύνουμε ως προς 
[image: image231.wmf]¢

y



	ΆΣΚΗΣΗ 15

Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

1) h(x) = ημ(lnx)
2) h(x) = ln(x2+1)
3) h(x) = συν(1-lnx)
4) h(x) = συν3(2x+1)
5) h(x) =
[image: image232.wmf]2

xx

e

-


6) h(x) = ημ(lnx)
7) h(x) = ημ(συν(ex
[image: image233.wmf]-

x))

8) h(x) = ln
[image: image234.wmf]x

e1

+


9) g(x) = f(ημx)       

10)  g(x) = ημ(f(x))2    

11)  g(x) = [f(συνx)]2

12)  f(x) = ημx
[image: image235.wmf]×

eσυνx
13)  h(x) = ημ2(x2
[image: image236.wmf]-

1)
14)  h(x) = συν3(2x+1)
15)  φ(x) =
[image: image237.wmf]425

(xx1)

++


16) f(x) = ημ
[image: image238.wmf]2

1

1x

+

æö

ç÷

èø


17)  h(x)=
[image: image239.wmf]2

x

e

2


18)  g(x)=
[image: image240.wmf]2

3x1

e

-

+συν(ημx)

19)  f(x) = xx  ,  x>0          

20)  f(x) = (ημx)συνx,x
[image: image241.wmf]0

2

(,)

p

Î

 

21) f(x)=(x2+x+1)
[image: image242.wmf]3

x4

-

 
22) f(x) = (lnx)x , x > 1 
23) f (x) = (lnx)lnx , x > 1       
►ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟ ΑΚΡΟ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ
► Παραγώγιση  ρίζας 
[image: image243.wmf]x

n

m


Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού (εξαρτάται αν το μ άρτιος ή περιττός)

Γράφουμε την ρίζα 
[image: image244.wmf]x

n

m

με μορφή δύναμης 
[image: image245.wmf]ν

μ

x

ή  
[image: image246.wmf]ν

μ

|x|

και παραγωγίζουμε.  Όμοια για την  παράγωγο της 
[image: image247.wmf]μ

ν

g(x)

. 

►Παραγώγιση  h = f+g   ή  h = f·g  ή  h = 
[image: image248.wmf]f

g

.
i) Αν οι f,g είναι παραγωγίσιμες και οι δύο στο Α1
[image: image249.wmf]Í

Dh  τότε η h θα είναι παραγωγίσιμη στο Α1. 

ii) Αν τουλάχιστον μία δεν είναι παραγωγίσιμη σε κάποια σημεία του Α1 τότε δεν μπορούμε εκ των προτέρων να γνωρίζουμε αν η h είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτά τα σημεία.

iii) Για να εξετάσουμε αν η h είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτά τα σημεία, εφαρμόζουμε τον ορισμό  για την h σε αυτά τα σημεία.

Συμπέρασμα

Για να βρούμε την παράγωγο μιας συνάρτησης  h(x) = f(x)g(x), η οποία είναι ορισμένη σε σύνολο της μορφής [x0,β)  ή (α, x0], εφαρμόζουμε τον κανόνα παραγώγισης για το διάστημα (x0,β)  ή (α,x0) αντίστοιχα  και η εξέταση της παραγωγισιμότητας στο x0 γίνεται με τη βοήθεια του ορισμού.

ΆΣΚΗΣΗ 16

Να βρείτε όπου ορίζεται την
[image: image250.wmf]f

¢

όταν:

1. f(x) =
[image: image251.wmf]4

7

x

   

2. f(x) =
[image: image252.wmf]3

x

     

3. f(x) =
[image: image253.wmf]3

2

x

     

4. f(x) =
[image: image254.wmf]7

4

(x1)

-

   

5. f(x) =
[image: image255.wmf]3

2x1

-

          

6. f(x) =
[image: image256.wmf]2

3

(x4)

+

   
7. f(x) =
[image: image257.wmf]2

3

(2x1)

-

      

8. f(x) =
[image: image258.wmf]2x

π

×

-

ημ
[image: image259.wmf]π
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9. f(x) =
[image: image260.wmf]x

ημx

×

                          

10. f(x) =
[image: image261.wmf]x

συνx

×

        

11. f(x) =x3
[image: image262.wmf]x

  
12. f(x) = 
[image: image263.wmf]x
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13. f(x)=x2+
[image: image264.wmf]x





(§2.2-2.3) ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ - ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

	►ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΣΥΝ/ΣΕΩΝ ΠΟΛΛΑΠΛΟΥ ΤΥΠΟΥ

►Στα ανοικτά διαστήματα η  
[image: image265.wmf]f

¢

 προκύπτει άμεσα αξιοποιώντας   

    τους κανόνες παραγώγισης και τις παραγώγους των βασικών 
     συναρτήσεων
►Στα κλειστά άκρα του πεδίου ορισμού και τα σημεία x0 αλλαγής   

    του τύπου της f, η παραγωγισιμότητα εξετάζεται με τον ορισμό.
►Ειδικά για το σημείο x0 αλλαγής του τύπου εξετάζουμε πρώτα αν  

    η f είναι συνεχής στο x0.  Αν δεν είναι συνεχής στο x0, τότε δεν  

    είναι και παραγωγίσιμη στο x0. Αν  είναι συνεχής στο x0, τότε: 


[image: image266.wmf]·

Για x > x0 εξετάζουμε το 
[image: image267.wmf]0
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f(x)f(x)
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. Αν δεν υπάρχει ή είναι   

    ±∞, τότε η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0. Αν 

    υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμός, τότε συνεχίζουμε ως εξής:


[image: image268.wmf]·

Για x < x0 εξετάζουμε το
[image: image269.wmf]0
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f(x)f(x)
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. Σε περίπτωση που και 

    το δεύτερο όριο είναι πραγματικός αριθμός, τότε εξετάζουμε αν τα   

    δύο πλευρικά όρια είναι ίσα ή άνισα.

►Για να βρούμε την δεύτερη παράγωγο της f ακολουθούμε  

    αντίστοιχη διαδικασία, αλλά για την 
[image: image270.wmf]f

¢

.
ΆΣΚΗΣΗ 17
Να βρείτε την 
[image: image271.wmf]¢

f


Να βρείτε την 
[image: image272.wmf]¢¢
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1) 
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2) f(x) =
[image: image274.wmf]2
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3) f(x)=
[image: image275.wmf]2
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4) f(x)=
[image: image276.wmf]2
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5) f(x)=
[image: image277.wmf]4
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6) f(x)=
[image: image278.wmf]432
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     ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΡΙΩΝ ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Μεθοδολογία

· Μετασχηματίζουμε κατάλληλα το ζητούμενο όριο στο x0 ώστε να εμφανισθεί η παράγωγος 
[image: image279.wmf]xx
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image280.wmf]0
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f(x)f(x)
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 = 
[image: image281.wmf]f

¢

(x0), όπου η  f  παραγωγίζεται στο x0.
· Τον αριθμό
[image: image282.wmf]f

¢

(x0) μπορούμε να τον υπολογίσουμε με την βοήθεια των κανόνων παραγώγισης.
ΆΣΚΗΣΗ 18
Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια

  1) 
[image: image283.wmf]x
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  3) 
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                       4) 
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ΆΣΚΗΣΗ 19

Δίνεται η συνάρτηση f :
[image: image287.wmf]®
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α) Αν f(1) = 
[image: image288.wmf]f

¢

(1) = 2  να βρείτε το 
[image: image289.wmf]2
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β) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = α να δείξετε ότι     
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	►ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ f  ΜΕ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥΣ α, β 

►ΚΑΘΩΣ ΚΑΙ 
[image: image291.wmf]¢

f

(x1), 
[image: image292.wmf]¢

f

(x2)

Μεθοδολογία

Έτσι αν μας δίνεται μια συνάρτηση f, όπου ο τύπος της περιέχει μια παράμετρο ή περισσότερες παραμέτρους και ζητείται να βρεθούν οι τιμές των παραμέτρων ώστε η f να παραγωγίζεται σε κάποιο σημείο του πεδίου ορισμού της ή να είναι παραγωγίσιμη, βρίσκουμε τις συναρτήσεις της οικογένειας των συναρτήσεων που είναι συνεχείς στο συγκεκριμένο σημείο ή είναι συνεχείς. Από αυτές τις συναρτήσεις βρίσκουμε ποιες είναι παραγωγίσιμες στο συγκεκριμένο σημείο ή παραγωγίσιμες.
Αντικαθιστούμε τις τιμές των παραμέτρων στο τύπο της συνάρτησης f και επαληθεύουμε αν η προκύπτουσα συνάρτηση είναι η ζητούμενη.
ΆΣΚΗΣΗ 20

1) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx3
[image: image293.wmf]-

(β
[image: image294.wmf]-

2)x2+(2γ+1)x
[image: image295.wmf]-

eημγ.  Να βρείτε τα α,β,γ
[image: image296.wmf]Î

¡

αν η 
[image: image297.wmf]f

C

¢

διέρχεται από τα σημεία Α(1,2), Β(2,
[image: image298.wmf]-

17) και η 
[image: image299.wmf]f

C

¢¢

τέμνει τον άξονα 
[image: image300.wmf]yy

¢

 στο σημείο με τετμημένη 2. 
2) Έστω η συνάρτηση με τύπο: f(x)=
[image: image301.wmf]2
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x+x+

λ,  x0

κx+x,    x0
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, κ,λ 
[image: image302.wmf]Î

¡

. Να βρεθούν οι τιμές των κ, λ ώστε 
[image: image303.wmf]f

¢

(0) = 1 και 
[image: image304.wmf]f

¢

(
[image: image305.wmf]-

1)=2.
►ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ  ΣΧΕΣΗΣ ΤΗΣ f
► Εύρεση 
[image: image306.wmf]f

¢

(x0) από μία σχέση που ικανοποιεί η f
i) Aν οι επί μέρους συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες, τότε παραγωγίζουμε την σχέση κατά μέλη  και αντικαθιστούμε το x0. Αν δεν δίνονται παραγωγίσιμες, αλλά είναι μόνο στο x0, βρίσκουμε το 
[image: image307.wmf]f

¢

( x0) με τον ορισμό.
ii) Ορισμός περιττής και παραγωγίζω δύο φορές.
ΆΣΚΗΣΗ 21
1) Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :
[image: image308.wmf]®

¡¡

 για την οποία  f 3(x) + xf
[image: image309.wmf]1

x
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= ημ(πx) για κάθε x
[image: image310.wmf]¹

0. Nα βρείτε την
[image: image311.wmf]f(1)

¢

.

2) Aν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image312.wmf]¡

 και περιττή, τότε να βρείτε την 
[image: image313.wmf]f(0)

¢¢


►ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ

Μεθοδολογία

Η αντίστροφη συνάρτηση της f  παραγωγίζεται στο σημείο f(x0) του πεδίου ορισμού της, αν η f παραγωγίζεται σε σημείο x0 με 
[image: image314.wmf]f

¢

(x0)≠0 και η 
[image: image315.wmf]1

f

-

 είναι συνεχής στο f(x0), οπότε η παράγωγος της αντίστροφης συνάρτησης στο σημείο f(x0), θα δίνεται από τον τύπο 

[image: image316.wmf]1

(f)
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(f(x0)) =
[image: image317.wmf]0

1

(x)

f
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ΆΣΚΗΣΗ 22

i) Έστω f: (α,β)
[image: image318.wmf]®

¡

 συνάρτηση, γνησίως μονότονη και συνεχής. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0
[image: image319.wmf]Î

(α,β) με 
[image: image320.wmf]f

¢

(x0)≠0 και η 
[image: image321.wmf]1

f
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 είναι συνεχής στο f(x0) τότε: η 
[image: image322.wmf]1

f
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 παραγωγίζεται στο f(x0) και ισχύει 
[image: image323.wmf](

)

1

f
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( f(x0))=
[image: image324.wmf]0

1

f(x)

¢

.
ii) Αν  f(x) = x3 + 2x, να βρείτε τον αριθμό 
[image: image325.wmf](

)

1

f

-

¢

(3).
iii) Αν  f(x) = ex + x,  να βρείτε τον αριθμό 
[image: image326.wmf](
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f
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