(§2.1-§2.2-§2.3) ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΓΡΑΦΙΚΗΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ  
	ΜΗ ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ
Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 , τότε  ως εφαπτομένη 

στο σημείο Α(x0,f(x0)) της Cf   ορίζεται η ευθεία ε που 

διέρχεται  από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης 

 λ =
[image: image1.wmf]f

¢

(x0).  Η εξίσωσή  της είναι :    

ε:    y
[image: image2.wmf]-
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[image: image4.wmf]-

x0)
Το σημείο Α(x0,f(x0)) λέγεται σημείο επαφής

Παρατήρηση   

Η εφαπτομένη σε σημείο Α της Cf  ενδέχεται:

· Να τέμνει την Cf  και σε άλλα σημεία. 

· Να διαπερνά την Cf  στο σημείο επαφής Α. 
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ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ

(ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ)          
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     [image: image8.emf][functions]y1=sqrt(abs(x))

[rparameters]a=2.0,b=3.0

[nparameters]nrPts=500

[intervals][-10.0,10.0]

[nrofpoints]nrPts
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ΓΩΝΙΑΚΑ ΣΗΜΕΙΑ   

(ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ)

· Αν η f είναι συνεχής στο x0 και υπάρχουν τα πλευρικά όρια 
[image: image9.wmf]0

xx

0

0

f(x)f(x)

lim

xx

-

®

-

-

 ,   
[image: image10.wmf]0

xx

0

0

f(x)f(x)

lim

xx

+

®

-

-

  (πεπερασμένα) αλλά είναι διαφορετικά, τότε δεν ορίζεται εφαπτομένη στο σημείο Α(x0,f(x0)). Το σημείο Α λέγεται γωνιακό σημείο της γραφικής παράστασης

· Αν η f  δεν είναι συνεχής στο x0 , τότε δεν έχει νόημα η εύρεση εφαπτομένης στο σημείο Α(x0,f(x0))
[image: image11.emf][functions]y1=x^2
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[functions]y1=1/x

[rparameters]a=2.0,b=3.0

[nparameters]nrPts=500
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[functions]y1=x^2

[rparameters]a=2.0,b=3.0
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Η ΜΟΡΦΗ ΤΗΣ ΓΡΑΦΙΚΗΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ

ΜΙΑΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ F
· Στα σημεία που η γραφική παράσταση παρουσιάζει «αιχμή» (μύτη), η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη. Στα σημεία αυτά (γωνιακά) δεν υπάρχει εφαπτομένη. 

· Στα ανοικτά διαστήματα που η γραφική παράσταση είναι συνεχής και «ομαλή» , η f είναι παραγωγίσιμη. Σε όλα τα σημεία των διαστημάτων αυτών υπάρχει εφαπτομένη της Cf.

· Σε σημεία που υπάρχει κατακόρυφη εφαπτομένη, η f  δεν είναι παραγωγίσιμη.

· Σε άκρο διαστήματος που υπάρχει πλάγια εφαπτομένη, η f  είναι παραγωγίσιμη.


	ΆΣΚΗΣΗ 23  
Από την μορφή της παρακάτω γραφικής παράστασης της f που ορίζεται στο [α,β] να προσδιορίσετε: 

i) Tα διαστήματα που η f είναι παραγωγίσιμη και τα σημεία που η f δεν είναι παραγωγίσιμη. 

ii) Tα σημεία που υπάρχει εφαπτομένη της Cf  και τα σημεία που δεν υπάρχει εφαπτομένη της Cf.
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► Εφαπτομένη σε γνωστό σημείο Α(x0,f(x0)) της Cf
i)  Βρίσκουμε 
[image: image13.wmf]f

¢

(x0) , f(x0)

ii)  Γράφουμε την εξίσωση  y- f(x0) =
[image: image14.wmf]f

¢

(x0)(x-x0)

Το σημείο επαφής A ίσως χρειαστεί να το προσδιορίσουμε 

ΆΣΚΗΣΗ 24   

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = exln(2
[image: image15.wmf]-

ex) στο σημείο με τετμημένη x0 = 0.

ΆΣΚΗΣΗ 25  (1  Β΄ Ομάδας, σελ. 240 σχολ.)
Nα αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

f(x) =
[image: image16.wmf]1

x

 και g(x) = x2
[image: image17.wmf]-

x+1 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο οι εφαπτόμενές τους είναι κάθετες.
► Εφαπτομένη από γνωστό σημείο εκτός της Cf 
· Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f, ονομάζουμε έστω Μ(x0,f(x0)) τo άγνωστο σημείο επαφής και γράφουμε την εξίσωση της εφαπτομένης στο Μ:  ε: y-f(x0) =
[image: image18.wmf]f

¢

(x0)(x-x0)

· Μετά απαιτούμε η ευθεία ε να ικανοποιεί  την συνθήκη του προβλήματος (το σημείο Α ανήκει στην εφαπτομένη και άρα επαληθεύει την εξίσωσή της) και βρίσκουμε το x0
· Γράφουμε τέλος την εξίσωση της ε αντικαθιστώντας το x0.
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ΆΣΚΗΣΗ 26  

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = x3+x2+x που διέρχεται από το σημείο Α(0,1).

►  Εφαπτομένη με γνωστό συντελεστή διεύθυνσης λ
· Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f και ονομάζουμε έστω Μ(x0,f(x0)) τo άγνωστο σημείο επαφής. 

· Τότε λ=
[image: image20.wmf]f

¢

(x0) οπότε το  x0 προσδιορίζεται.

· Ελέγχουμε αν ανήκει στο πεδίο ορισμού της f και γράφουμε τέλος την εξίσωση της εφαπτομένης  ε.

ΆΣΚΗΣΗ 27  

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = x + ln(x
[image: image21.wmf]-

3)2 

i)    με συντελεστή διευθύνσεως  λ=3

ii)   που σχηματίζει γωνία 45ο με τον 
[image: image22.wmf]xx
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.

iii) που είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image23.wmf]yx+2
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iv) που είναι κάθετη στον άξονα 
[image: image24.wmf]yy
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(§2.1-§2.2-§2.3) ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΓΡΑΦΙΚΗΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ  
	► Ευθεία  y = λx+β   (ή  y = 0) που εφάπτεται σε 
γραφική παράσταση
· Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f και ονομάζουμε έστω Μ(x0,f(x0)) τo άγνωστο σημείο επαφής.

· Για να εφάπτεται η ευθεία ε: y=λx+β  με την  Cf πρέπει να έχει λύση στο πεδίο ορισμού το σύστημα:
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  ή 
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 αν η καμπύλη εφάπτεται   

     στον οριζόντιο άξονα 
[image: image27.wmf]xx
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 (με εξίσωση  y = 0)
[image: image28.emf]
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ΆΣΚΗΣΗ 28  

Δίνεται η  f(x) = x2+βx+2 και η ευθεία ε: y
[image: image29.wmf]=-

x+β. Να βρείτε τις τιμές του β για τις οποίες η ευθεία ε εφάπτεται της  Cf .
► Κοινή εφαπτομένη των Cf, Cg  σε κοινό τους σημείο
1) Βρίσκουμε τα πεδία ορισμού Αf και Ag  των f, g αντίστοιχα και ονομάζουμε Μ(x0,f(x0))  το κοινό τους σημείο. 

2)  Βρίσκουμε το x0 απ’ τη λύση του συστήματος: 
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 και ελέγχω αν ανήκει στο 
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ΆΣΚΗΣΗ 29  

1) Να βρείτε τις τιμές των α, β, γ  για τις  οποίες οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = γ+xx και                    g(x) = αx2+βx+2 έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο Μ(1,2) καθώς και την εξίσωση της κοινής εφαπτομένης.
2) Aν μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image33.wmf]¡

, με f(x)
[image: image34.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image35.wmf]Î
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 και g(x) = f(x)ημ3x , να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f  και g έχουν κοινή εφαπτομένη σε κάθε κοινό τους σημείο.
► Κοινή εφαπτομένη των Cf, Cg  σε διαφορετικά σημεία

1) Βρίσκω τα πεδία ορισμού Αf και Ag  των f, g αντίστοιχα. 

2)  Ονομάζω Α(x1,f(x1)) το σημείο επαφής της εφ/νης με την  Cf  και γράφω την εξίσωση της εφαπτομένης:
[image: image36.wmf]111

yf(x)f(x)(xx)
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.

3)  Ονομάζω B(x2,g(x2)) το σημείο επαφής της εφ/νης με την Cg  και γράφω την εξίσωση της εφαπτομένης: 
[image: image37.wmf]222
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4)  Βρίσκω τα σημεία τομής K, Λ των εφαπτομένων των f, g με τον άξονα y΄y,  συναρτήσει των x1, x2.

5)  Για να ταυτίζονται οι δύο εφαπτόμενες πρέπει να έχουν την ίδια κλίση και να συμπίπτουν τα σημεία Κ, Λ. Επομένως προσδιορίζουμε τα  x1, x2 απ’ την επίλυση του συστήματος  
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.  Ελέγχω αν το x1
[image: image39.wmf]f
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 και x2
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ΆΣΚΗΣΗ 30  (4  Β΄ Ομάδας, σελ. 240 σχολ.)
Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex και g(x)=
[image: image42.wmf]-

x2
[image: image43.wmf]-

x. 
Nα  αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf  στο σημείο Α(0,1) εφάπτεται και στην Cg. 
	ΆΣΚΗΣΗ 31  (10  Β΄ Ομάδας, σελ. 241 σχολ.)
Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
[image: image44.wmf]¡

 για την οποία 
[image: image45.wmf]f(1)1

¢

=

 και g η συνάρτηση που ορίζεται ως 
[image: image46.wmf]2
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[image: image47.wmf]Î
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.  Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(1, f(1)) 

εφάπτεται της Cg  στο σημείο Β(0,g(0)).

ΆΣΚΗΣΗ 32
Έστω οι παραγωγίσιμες στο 
[image: image48.wmf]¡

 συναρτήσεις f, g για τις οποίες γνωρίζουμε ότι:

i) Η f(g(x)) έχει εφαπτομένη στο x0=2 την ευθεία y =x+2.

ii) Η g(x)  έχει εφαπτομένη στο x0=2 την ευθεία y =
[image: image49.wmf]-

x+2.

      Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της f στο x1 = 0.

ΆΣΚΗΣΗ 33  (2011ε) 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image50.wmf]f:

®

¡¡

, για την οποία ισχύει  
[image: image51.wmf]x0

f(x)
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. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της με τετμημένη x0=0.
ΆΣΚΗΣΗ 34  

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image52.wmf]f:
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για την οποία ισχύει 
[image: image53.wmf]x0
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i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της με τετμημένη x0=0.

ii) Να βρείτε το όριο 
[image: image54.wmf]2
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ

ΆΣΚΗΣΗ 35  

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image55.wmf]f:
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με συνεχή πρώτη παράγωγο για την οποία ισχύει 
[image: image56.wmf]2
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i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της με τετμημένη x0=0.

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image58.wmf]2
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 τέτοιο ώστε 
[image: image59.wmf]f()
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iii) Να υπολογίσετε το όριο: 
[image: image60.wmf]x0
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ΆΣΚΗΣΗ 36  

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image61.wmf]f:
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δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύουν: 
· 
[image: image62.wmf]2x
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· 
[image: image63.wmf]f(x)
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               για κάθε x
[image: image64.wmf]Î
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i) Να βρείτε τον τύπο της f(x)

ii) Να βρείτε το 
[image: image65.wmf]x
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iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο τομής της με τον 
[image: image66.wmf]yy

¢

.

iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image67.wmf](1,2)

Î

, ώστε η εφαπτομένη της Cf  στο σημείο της Μ(x0,f(x0)) να διέρχεται απ’ το σημείο Κ(1,5) 
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