(§1.8) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f σε ένα διάστημα Δ έχει την εικόνα μιας γραμμής που δεν διακόπτεται σε κανένα σημείο (μονοκοντυλιά). Η ιδιότητα αυτή των γραφημάτων των συνεχών συναρτήσεων αποτελεί ένα βοηθητικό στοιχείο για την κατανόηση των εννοιών της παραγράφου αυτής. 
	ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ X0
Έστω f συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α , και  x0 
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A.  Η  f  λέγεται συνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της  Α, όταν:                           
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Δηλαδή το όριο και η τιμή της f  στο x0 είναι  ίσα
Παρατηρήσεις
1) Η συνέχεια της f έχει νόημα μόνο σε σημεία του πεδίου ορισμού της. Άρα αν διακόπτεται σε σημείο που δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της δε σημαίνει ότι είναι ασυνεχής
2) Το ότι η f είναι συνεχής στο x0 σημαίνει:

x0 
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A  και  υπάρχει το 
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  και  
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4) Αν η f είναι ορισμένη σε διάστημα  [α, β) ή (α, β] ή       [α, β], για να είναι συνεχής στα άκρα πρέπει 

[image: image9.wmf]®

+

x

limf(x)=f(

α)

a

 ή 
[image: image10.wmf]®

x

limf(x)=f(

β)

-

β

 ή  και τα δύο μαζί.
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►Για να εξετάσουμε συνέχεια στο x0     

Βρίσκουμε το 
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 και το f(x0) και βλέπουμε αν είναι ίσα
► Εύρεση της τιμής  f(x0)
Αν η τιμή  f(x0) δεν βρίσκεται άμεσα με αντικατάσταση και η f είναι συνεχής, τότε μπορεί να υπολογισθεί μέσω του  
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► Συνέχεια στο x0 με κριτήριο παρεμβολής
Αν δίνεται ανισότητα  που περιέχει την  f , το   
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 μπορεί να υπολογισθεί με το κριτήριο της παρεμβολής
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1  

Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f(x)=
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 είναι συνεχής στο σημείο x0 = 1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  2  

1. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0 = 2 , και  ισχύει 2x3
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2)f(x) 
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 3x3
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6x2+4x
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8, να βρεθεί  η τιμή f(2).  

2. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0 = 1 , και  ισχύει 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3   

1. Αν   για κάθε x
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 ισχύει   ημ(x
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 f(x) 
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1)    να δείξετε ότι η f  είναι συνεχής στο 1.
2. Αν   για κάθε x
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 ισχύει   |f(x) 
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2         να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0.
3. Aν  για κάθε x
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 ισχύει  | f(x) 
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5|  και g  συνεχής στο 2 με  g(2)=5 δειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο 2.
	► Συμπλήρωση τύπου της f
Ο τύπος μιας συνεχούς συνάρτησης συμπληρώνεται βρίσκοντας μία τιμή της f(x0) μέσω του
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4    
Nα  βρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης  f  στο διάστημα  

[-5,+
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5.

ΑΣΥΝΕΧΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

Η  f λέγεται ασυνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της  αν:

· Δεν υπάρχει το όριο της f  στο x0                     

· Υπάρχει το όριο της f στο x0 , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της f στο x0
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Δεν υπάρχει το 
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Δεν υπάρχει το 
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Δεν υπάρχει το 
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υπάρχει το 
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αλλά 
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΕ ΔΙΑΣΤΗΜΑ  Δ

· Η  f λέγεται συνεχής σ’ ένα ανοιχτό διάστημα (α,β), όταν 

είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α,β).        

· Η  f λέγεται συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστημα [α,β], όταν 

είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α,β) και επιπλέον:
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Η f είναι συνεχής στο διάστημα  Δ=(α,β)
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Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού  Α=(α,x0)
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Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού   Α=(α,x0)
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(x0,β)

[image: image60.emf]x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

βx

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

1

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

βx

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

1


Η f είναι συνεχής στο Π.Ο. 

Α=(α,x1)
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(§1.8) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
	ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ΣΤΟ ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥΣ  Α

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ 

       γιατί για κάθε  x0
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      γιατί για κάθε  x0
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 Α  ισχύει 
[image: image67.wmf]0

xx

P(x)

lim

Q(x)

®

=
[image: image68.wmf]0

0

P(x)

Q(x)

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ 

       γιατί
·      
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=ημx0  , για κάθε  x0
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ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ   

    αx   με   0<α
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1  και  ex    είναι συνεχείς  στο  
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ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ   

logαx  (0<α
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1),   lnx,  logx   είναι συνεχείς στο 
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ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ X0

Αν οι συναρτήσεις  f , g είναι συνεχείς στο x0 , τότε θα είναι συνεχείς στο x0 και οι παρακάτω πράξεις τους 

( εφόσον το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού τους)

►Η  f
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g :   Δηλαδή  
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► Η  λg :     Δηλαδή  
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g :    Δηλαδή  
[image: image93.wmf]0

xx

lim[f(x)g(x)]

®

 = f(x0)g(x0)

► Η  
[image: image94.wmf]f

g

 :    Δηλαδή  
[image: image95.wmf]0

0

xx

0

f(x)

f(x)

lim

g(x)g(x)

®

=

,    g(x0)
[image: image96.wmf]¹

0

► Η | f | :     Δηλαδή  
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ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Όταν  ξέρουμε ότι η f είναι συνεχής στο x0 , τότε το  
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  το βρίσκουμε με αντικατάσταση του x με x0
ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

ΣΕ ΔΙΑΣΤΗΜΑ Δ
► Η  f+g          ►Η  f
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g           ►Η  λ
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            Δηλαδή: 

Κάθε συνάρτηση που προκύπτει από αλγεβρικές πράξεις συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής
Παράδειγμα:  Η συνάρτηση 
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	ΔΙΑΦΟΡΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ 
► Μελέτη της συνέχειας στο πεδίο ορισμού της f
► Εύρεση παραμέτρων
i) Εξετάζουμε πρώτα την συνέχεια στα ανοικτά διαστήματα  (που ορίζουν τα σημεία x0 αλλαγής του τύπου)

ii) Μετά εξετάζουμε την συνέχεια στα κρίσιμα  σημεία x0 

· Bρίσκουμε τα 
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· Για να είναι η f  συνεχής θα πρέπει 
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► Συνέχεια στο πεδίο ορισμού  από συναρτησιακή σχέση
     i) Θεωρούμε τυχαίο x0 στο Α, οπότε πρέπει να δείξουμε ότι    
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     ii) Στην εύρεση του ορίου κάνουμε αλλαγή μεταβλητής  π.χ.      
          x = x0
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 ,  x = x0h  κ.τ.λ. ώστε να μπορούμε να 

          χρησιμοποιήσουμε την εκάστοτε συναρτησιακή σχέση

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5  

Να μελετηθεί η συνέχεια των παρακάτω συναρτήσεων 

i)
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6  

Nα βρεθούν οι τιμές των παραμέτρων α , β ώστε οι συναρτήσεις να είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού.  
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7
1. Έστω συνάρτηση f: 
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 η οποία είναι συνεχής στο σημείο x1 = 0 και τέτοια ώστε: f(x
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3y) = f(x)
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f(3y)  για κάθε x,y
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i) Να βρείτε την τιμή f(0).

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 
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2. Έστω συνάρτηση f: (0,+∞)
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 η οποία είναι συνεχής στο σημείο x1 = α και τέτοια ώστε: 
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(0,+∞).

i) Να βρείτε την τιμή f(1).

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 1.

iii) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο (0,+∞).
ΣΥΝΕΧΕΙΑ  ΚΑΙ ΣΥΝΘΕΣΗ

Aν η f  είναι συνεχής στο x0 και η g  είναι συνεχής  στο f(x0), 

τότε και  η σύνθεσή τους  
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  Δηλαδή:    
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Παρατήρηση   Ισχύει: 
[image: image128.wmf]0

xx

0

lim(gf)(x)=(gf)(x)

®

oo


                         
[image: image129.wmf]00

0

xxxx

limg(f(x))g(f(x))g(limf(x))

®®

Û==


Άρα γενικά, για να εισαχθεί το lim στην μεταβλητή μιας 

συνάρτησης πρέπει και αρκεί η συνάρτηση να είναι συνεχής.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8   

Να εξετάσετε αν είναι συνεχείς οι συναρτήσεις 

    i)  f(x) = eημx+ημ(ex)          ii)  f(x) =
[image: image130.wmf]2

ln(1

ημx)

+




(§1.8) ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
	ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ BOLZANO
Έστω συνάρτηση f  ορισμένη σε κλειστό διάστημα  [α,β] ή οποία

· είναι συνεχής στο [α, β] και                    
· f(α)
[image: image131.wmf]×

f(β) < 0
     τότε                 

υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0
[image: image132.wmf]Î

(α , β)  τέτοιο ώστε  f(x0) = 0

Με λόγια: Αν μία συνεχής συνάρτηση f παίρνει ετερόσημες τιμές στα άκρα κλειστού διαστήματος [α,β], τότε θα έχει ρίζα στο ανοικτό διάστημα (α,β)
Γεωμετρική ερμηνεία: H γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα  τουλάχιστον σημείο του  ανοικτού διαστήματος (α,β) 

    [image: image133.emf]α
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 Όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις του  θεωρήματος  Βolzano :

· Η συνάρτηση f  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο ανοικτό διάστημα  (α,β)

· Η  εξίσωση f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  διάστημα  (α,β)

ΘΕΩΡΗΜΑ  BOLZANO & ΠΛΗΘΟΣ  ΡΙΖΩΝ

· Το θεώρημα  Βolzano  εξασφαλίζει την ύπαρξη ριζών της   f  στο ανοικτό (α,β) αλλά δεν δίνει πληροφορίες για το πλήθος των ριζών.

· Αν όμως επί πλέον η f  είναι  γνησίως  μονότονη στο [α,β], τότε θα έχει μοναδική ρίζα στο (α,β).

· Το θεώρημα  Βolzano  εξασφαλίζει την ύπαρξη ρίζας   στο ανοικτό (α,β) αλλά δεν προσδιορίζει  ποια είναι αυτή.
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· ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ Θ. BOLZANO ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ

ΟΜΑΔΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
► Εύρεση παραμέτρων 


[image: image136.wmf]·

Θα δουλεύουμε στα κρίσιμα σημεία x0 αλλαγής του   τύπου στα οποία η f πρέπει να είναι συνεχής  


[image: image137.wmf]·

Ελέγχουμε αν στα άκρα του [α,β] , οι τιμές είναι ετερόσημες

ΆΣΚΗΣΗ 1  

Να βρεθούν οι παράμετροι α, β ώστε να ισχύει το θ.Bolzano για την 
[image: image138.wmf]2
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   στο διάστημα [
[image: image139.wmf]-

1,3]

►Ύπαρξη ρίζας συνάρτησης f  ή εξίσωσης στο  (α,β)  

i) Αν η εξίσωση έχει παρονομαστές  που δεν ορίζονται σε κάποιο απ’ τα άκρα κάνουμε πρώτα  απαλοιφή παρονομαστών.

ii) Μεταφέρουμε τους όρους της εξίσωσης στο 1ο  μέλος. 

iii) Θεωρούμε βοηθητική συνάρτηση f, για την οποία  εφαρμόζουμε   το θ. Βolzano
iv) Οι ρίζες της f, είναι και ρίζες της εξίσωσης 


	ΆΣΚΗΣΗ 2  

1. Nα δειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = 2xημx
[image: image140.wmf]-

exσυνx έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,
[image: image141.wmf]2

p

).

2. Ν’ αποδειχθεί ότι η εξίσωση ημx = x2
[image: image142.wmf]-

3 έχει μία τουλάχιστο ρίζα στο διάστημα (0, π).

3. Να δειχθεί ότι η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image143.wmf]®

¡¡

 τέτοια ώστε  για κάθε x
[image: image144.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image145.wmf]¡

να ισχύει f3(x)+f2(x)+f(x) = xex
[image: image146.wmf]-

συνx , έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (0,1). 

4. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 
[image: image147.wmf]x2

e1x2

xx

++

=

-ab-

  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (α,β)

5. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image148.wmf]x1

x

2xx

hm+

sun

=

-p

 έχει  μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,π).

ΆΣΚΗΣΗ 3  

1. Δίνεται ότι ο μιγαδικός αριθμός z1=1+i είναι ρίζα της εξίσωσης z2+(λ
[image: image149.wmf]-

κ)z
[image: image150.wmf]-

5κ+λ = 0,  κ,λ
[image: image151.wmf]Î

¡

. Να αποδείξετε ότι       υπάρχει ξ
[image: image152.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε ξ3+(κ
[image: image153.wmf]-

λ)ξ+κeξ  = 0

2. Έστω συνάρτηση f η οποία είναι περιττή και συνεχής στο
[image: image154.wmf]¡

 με 
[image: image155.wmf]x0

lim

®

[f(συνx)] = 2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα  τουλάχιστον x0
[image: image156.wmf]Î

(0,1) ώστε  f(x0) = 1.

3. Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z,w τέτοιοι ώστε |z| = 1 και |w|=2. Έστω επίσης συνάρτηση f συνεχής στο
[image: image157.wmf]¡

τέτοια ώστε f3(x)+|z+w|·f2(x)+5f(x)=x2+2x
[image: image158.wmf]-

1 για κάθε x
[image: image159.wmf]Î

¡

. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον x0
[image: image160.wmf]Î

(0,1) ώστε f(x0)=0.

►Ύπαρξη κ τουλάχιστον ριζών σε διάστημα (α,β)

►Ύπαρξη κ ακριβώς ρίζών στο (α,β).
i) Χωρίζουμε κατάλληλα το διάστημα [α, β] σε κ υποδιαστήματα και εφαρμόζουμε Θ.Bolzano στο καθένα. 

ii) Δείχνουμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη σε κάθε υποδιάστημα 
   ΆΣΚΗΣΗ 4   

1. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4
[image: image161.wmf]-

1 = x3 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα (
[image: image162.wmf]-

1,2).

2. Ν’ αποδειχθεί ότι η εξίσωση 
[image: image163.wmf]x

x

g-

=a

-b

 με α, β, γ 
[image: image164.wmf]*

+

Î

¡

 και β > γ,  έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (γ, β).

3. Nα δειχθεί ότι έχει δύο ακριβώς ρίζες η εξίσωση (x
[image: image165.wmf]-

2)(x
[image: image166.wmf]-

3)+4(x
[image: image167.wmf]-

1)(x
[image: image168.wmf]-

3)+7(x
[image: image169.wmf]-

1)(x
[image: image170.wmf]-

2) = 0 στο  (1,3).

ΆΣΚΗΣΗ 5   
i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image171.wmf]xx-x

x(e+3)+2ee-1

=

x(x+2)x-1

έχει δύο τουλάχιστον ετερόσημες ρίζες ρ1, ρ2
[image: image172.wmf]Î

(
[image: image173.wmf]-

2,1).

ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση g η οποία είναι συνεχής και γνησίως μονότονη στο 
[image: image174.wmf]¡

 και τέτοια ώστε: 
[image: image175.wmf]12

21

g(

ρ)g(ρ)

=

ρρ

 όπου ρ1, ρ2 οι ρίζες του προηγούμενου ερωτήματος. Να αποδείξετε ότι    η εξίσωση g(x) = 0 έχει μία ακριβώς πραγματική ρίζα.

►Ύπαρξη ρίζας της f(x) = f(x+c) στο (α,β) ή [α,β] 

►Ύπαρξη αριθμού x0 που ικανοποιεί μία σχέση
Εφαρμόζοντας το θ. Βolzano στο [α,β] μπορεί να έχουμε f(α)f(β)
[image: image176.wmf]£

0.  

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις


[image: image177.wmf]·

 f(α)f(β)< 0  άρα  θ.Bolzano στο (α,β)  


[image: image178.wmf]·

 f(α)f(β)= 0  άρα τα α,β ρίζες της f(x) = 0……..  

Από μία σχέση της μορφής h(α)+h(β)+h(γ) = 0 συμπεραίνουμε ότι ή όλοι οι όροι του αθροίσματος είναι μηδέν, ή οι δύο από αυτούς είναι ετερόσημοι.




(§1.8) ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
	ΆΣΚΗΣΗ 6     

1. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image179.wmf]®

¡¡

  με  
[image: image180.wmf]0f(x)1

££

. Nα δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image181.wmf]Î

[0,
[image: image182.wmf]2

p

] τέτοιο  ώστε  f(ημx0) = ημx0

2. Αν  f συνεχής στο [0,1] τέτοια ώστε 0 ≤ f(x) ≤ 1 για κάθε x
[image: image183.wmf]Î

[0,1], να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον x0
[image: image184.wmf]Î

[0,1) ώστε f2(x0)+x0
[image: image185.wmf]0

x

e

= f(x0).

ΆΣΚΗΣΗ 7 
1. Έστω συνάρτηση f ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image186.wmf]¡

με την  ιδιότητα f(x)+f(x+3) = 0 για κάθε x
[image: image187.wmf]Î

¡

. Να αποδείξετε       ότι υπάρχει x0
[image: image188.wmf]Î

[0,3] ώστε να ισχύει f(x0) = f(x0+2).
2. Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image189.wmf]f:[0,4]

®

¡

 με 
[image: image190.wmf]f(0)f(4)

=

 και  η  συνάρτηση  
[image: image191.wmf]h(x)f(x)f(x2)

=-+

.

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της h.

ii) Η εξίσωση 
[image: image192.wmf]f(x)f(x+2)

=

 έχει μια τουλάχιστο ρίζα στο 
[image: image193.wmf][0,2]

.

3. Έστω συνάρτηση f: [
[image: image194.wmf]-

2,4]
[image: image195.wmf]®

¡

, η οποία είναι συνεχής στο [
[image: image196.wmf]-

2,4] με f(
[image: image197.wmf]-

2) = f(4).

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης              g(x) = f(x
[image: image198.wmf]-

1)
[image: image199.wmf]-

f(x+1) και να αποδείξετε ότι αυτή       είναι  συνεχής.

ii) Να αποδείξετε ότι: g(
[image: image200.wmf]-

1) + g(1) + g(3) = 0.

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image201.wmf]Î

[
[image: image202.wmf]-

1,3] ώστε: f(ξ
[image: image203.wmf]-

1) = f(ξ+1).
4. Έστω συνάρτηση f: [0,6]
[image: image204.wmf]®

¡

 η οποία είναι συνεχής στο [0,6] με f(0) = f(6).

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g(x) = f(x+2)
[image: image205.wmf]-

f(x) και να αποδείξετε ότι αυτή είναι συνεχής.

ii) Να αποδείξετε ότι g(0)+g(2)+g(4) = 0.

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image206.wmf]Î

(0,4) ώστε f(ξ+2) = f(ξ).

► Κοινό σημείο γραφικών παραστάσεων στο Δ
Για να δείξουμε ότι τα διαγράμματα των f , g έχουν κοινά σημεία αρκεί να δείξουμε ότι  η εξίσωση f(x)=g(x) έχει μία τουλάχιστον ρίζα

Χρήση βοηθητικής συνάρτησης h(x) = f(x)
[image: image207.wmf]-

g(x) και ΘΒοlzano
►Πρόσημο τιμής συνάρτησης από  πρόσημο ορίου

Από ιδιότητες ορίων γνωρίζουμε ότι αν το όριο της f  σ’ ένα x0 έχει πρόσημο τότε η f έχει το ίδιο πρόσημο κοντά στο x0 .  Επομένως:

· Αν 
[image: image208.wmf]xx

0

limf(x)0

+

®

=k<

 τότε υπάρχει x1 > x0 ώστε f(x1) < 0.

· Αν 
[image: image209.wmf]xx

0

limf(x)0

-

®

=k>

 τότε υπάρχει x1 < x0 ώστε f(x1) > 0.

· Αν 
[image: image210.wmf]xx

0

limf(x)

+

®

=-¥

 τότε υπάρχει x1 > x0 ώστε f(x1) < 0    

· Αν 
[image: image211.wmf]x

limf(x)

®+¥

=-¥

 τότε υπάρχει x1 > Μ > 0  ώστε f(x1) < 0     (Μ οσοδήποτε μεγάλος αριθμός).
· Αν 
[image: image212.wmf]x

limf(x)

®-¥

=+¥

 τότε υπάρχει x1 < Μ < 0  ώστε f(x1) > 0     
      (Μ οσοδήποτε μικρός αριθμός).     κτλ.
ΆΣΚΗΣΗ 8  

1. Oι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο [α,β] με f(α) = g(β) και  f(β) = g(α)  με  g(α)
[image: image213.wmf]¹

g(β).  Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f , g έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο.

2. Έστω συνάρτηση 
[image: image214.wmf]f:[2,4][2,4]

®

. Να δείξετε ότι το γράφημα της f  τέμνει την  παραβολή  y = 2x2
[image: image215.wmf]-

3x  σ’ ένα  τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο [2,4).
	ΆΣΚΗΣΗ 9  

Έστω συνάρτηση f  συνεχής στο 
[image: image216.wmf]¡

 της οποίας  η γραφική  παράσταση διέρχεται απ’ το Α(0,5) και  ισχύει 
[image: image217.wmf]x

limf(x)2
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. Να δείξετε ότι το γράφημα της f  τέμνει το  γράφημα της 
[image: image218.wmf]x

1
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 σ’ ένα τουλάχιστον σημείο με θετική τετμημένη.   
ΆΣΚΗΣΗ 10
Έστω f συνεχής στο
[image: image219.wmf]¡

 συνάρτηση για την οποία ισχύει 
[image: image220.wmf]x

f(x)

lim0

x

®-¥

=

  και
[image: image221.wmf]x

f(x)

lim1

x

®+¥

=-

. Να αποδείξετε ότι οποιαδήποτε ευθεία παράλληλη στη διχοτόμο της 1ης γωνίας των αξόνων τέμνει τη γραφική παράσταση της f σ’ ένα τουλάχιστον σημείο.   

ΆΣΚΗΣΗ 11
Έστω η συνάρτηση f: 
[image: image222.wmf]®

¡¡

 συνεχής με f(x) = x3+αx2+β,  με   β > 0 και α+β <
[image: image223.wmf]1

-

. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει τρεις ρίζες πραγματικές. (Υπόδειξη Βρείτε πρώτα τις τιμές f(0), f(1)).
ΆΣΚΗΣΗ 12   

Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image224.wmf]x

f(x)e
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i) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f.

ii) Αν Μ είναι σημείο της Cf με τετμημένη x
[image: image225.wmf]Î

[1,2], και Α, Β  οι προβολές του στους  άξονες 
[image: image226.wmf]xx

¢

 και 
[image: image227.wmf]yy

¢

 αντίστοιχα, να  υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου   ΟΑΜΒ και το εμβαδόν Ε1 τετραγώνου πλευράς ΟΜ, όπου Ο η αρχή των αξόνων.

iii) Να δείξετε ότι υπάρχει σημείο Μ ώστε Ε2 = Ε1.

ΣΤΑΘΕΡΟ ΠΡΟΣΗΜΟ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
· Αν μία συνεχής συνάρτηση δεν μηδενίζεται σε διάστημα  (ανοικτό ή κλειστό), τότε θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό.

    Ειδικότερα
    Αν f συνεχής και f(x)
[image: image228.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image229.wmf]Î

(α,β) τότε :

· Αν για κάποιο κ
[image: image230.wmf]Î

(α,β), f(κ) > 0  τότε f(x) > 0            για κάθε x
[image: image231.wmf]Î

(α,β)

· Αν για κάποιο κ
[image: image232.wmf]Î

(α,β), f(κ) < 0  τότε   f(x) < 0          για κάθε x
[image: image233.wmf]Î

(α,β)
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· Μια συνεχής συνάρτηση  διατηρεί σταθερό πρόσημο      μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της

     Δηλαδή:

    Αν f συνεχής  και x1 , x2 διαδοχικές ρίζες της  (x1 < x2) τότε  

    η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα  (x1 , x2)
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Παράδειγμα   

Έστω η συνεχής f :
[image: image237.wmf]®

¡¡

 με f(2) = 1 και 1, 4 είναι διαδοχικές ρίζες της εξίσωσης f(x)=0. Βρείτε το
[image: image238.wmf]3
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(§1.8) ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

	►Η f διατηρεί σταθερό πρόσημο σε διάστημα Δ 

Αν δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο, τότε η f μηδενίζεται κάπου στο δοθέν διάστημα. Άρα ξεκινώ να λύσω την εξίσωση f(x)=0. Με ισοδύναμες προτάσεις συνθέτουμε τη δοθείσα σχέση για την f και καταλήγουμε σε εξίσωση ως προς x. Αν είναι αδύνατη στο Δ τότε η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ (θετικό ή αρνητικό. Αν έχει ρίζες τα πράγματα περιπλέκονται με το αν αλλάζει πρόσημο η f εκατέρωθεν μίας  ρίζας της. 
ΆΣΚΗΣΗ 13   

1. Αν η f είναι συνεχής στο [0,π] και ισχύει συν3x+f2(x)=1 για κάθε  x
[image: image239.wmf]Î

[0,π], να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,π). Ποιος είναι ο πιθανός τύπος της f;
2. Έστω συνάρτηση ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image240.wmf]¡

 τέτοια ώστε f(x)(x3
[image: image241.wmf]-

ημx+ex) ≥ ex
[image: image242.wmf]-

συνx+1 για κάθε x
[image: image243.wmf]Î

¡

. Να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο το οποίο να βρείτε. 
►Πρόσημο συνεχούς συνάρτησης f
i) Bρίσκουμε τις ρίζες της f
ii) Xωρίζουμε το πεδίο ορισμού σε διαστήματα

iii) Επιλέγουμε έναν αριθμό x0 σε κάθε διάστημα και  βρίσκουμε το f(x0)

iv) To πρόσημο του f(x0) , είναι και το πρόσημο της f στο αντίστοιχο διάστημα

ΆΣΚΗΣΗ 14 

Να βρείτε το πρόσημο των τιμών των συναρτήσεων 
α) f(x) = ημx
[image: image244.wmf]-

συνx , για όλες τις τιμές του x
[image: image245.wmf]Î

[0,2π]
β) f(x) = x3
[image: image246.wmf]-

3x2
[image: image247.wmf]-

4x+12 , για όλες τις τιμές του x
[image: image248.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image249.wmf]¡


γ) f(x) = 2ημx συνx 
[image: image250.wmf]-

συνx, για όλες τις τιμές του x
[image: image251.wmf]Î

[0,π]

►Εύρεση του τύπου συνεχούς συνάρτησης f  σε διάστημα 
i) Λύνουμε ως προς f(x) τη δοθείσα σχέση. Aν η λύση «κολλάει» στο πρόσημο της f , πρέπει::

ii) Nα βρούμε από την αρχή το πρόσημο της f, και μετά να λύσουμε ως προς f(x)

ΆΣΚΗΣΗ 15   

Έστω f συνεχής στο [
[image: image252.wmf]-

2,2]  με x2+f2(x)=4 για κάθε  x
[image: image253.wmf]Î

[
[image: image254.wmf]-

2,2] 
i) Να δείξετε ότι η f διατηρεί πρόσημο στο  (
[image: image255.wmf]-

2,2).

ii) Αν f(1) =
[image: image256.wmf]3

-

  να βρείτε την f(x).
ΆΣΚΗΣΗ 16
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο 
[image: image257.wmf]¡

 και τέτοια ώστε: 

f2(x)+2f(x)συνx = x2+ημ2x για κάθε x
[image: image258.wmf]Î

¡

και f(0) =
[image: image259.wmf]-

2.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)+συνx διατηρεί    σταθερό πρόσημο για κάθε x
[image: image260.wmf]Î

¡

.

ii) Να βρείτε τη συνάρτηση f.

ΑΣΚΗΣΗ 17
1. Δίνεται η συνεχής στο 
[image: image261.wmf]¡

 συνάρτηση f για την οποία ισχύουν (f(x))2
[image: image262.wmf]-

2xf(x) = 9 για κάθε x
[image: image263.wmf]Î

¡

, και  f(0) = 3. Να βρείτε τον τύπο της.

2. Δίνεται η συνεχής στο 
[image: image264.wmf]¡

 συνάρτηση f για την οποία ισχύουν (f(x))2
[image: image265.wmf]-

4f(x)ημx = x2+4συν2x για κάθε x
[image: image266.wmf]Î

¡

, και η Cf διέρχεται απ’ το σημείο (0,2). Να βρείτε:

i) Tον τύπο της  f    ii) Το όριο 
[image: image267.wmf]x0

f(x)2x

lim

x

®

-sun

 

3. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image268.wmf]*

®

¡¡

 για την οποία  ισχύει (f(x))2
[image: image269.wmf]-

6f(x) +5 = x4+4x2 για κάθε x
[image: image270.wmf]Î

¡

. Να βρείτε:

i)Την  f(1)  ii)Τον τύπο της f  iii)Το όριο 
[image: image271.wmf]x
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f(x)
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hm


	ΆΣΚΗΣΗ 18
Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις 
[image: image272.wmf]f:

®

¡¡

για τις      οποίες ισχύει:

i) (f(x)+1)2 + 2x2 = (x2 + 1)2 + 2f(x) για κάθε x
[image: image273.wmf]Î

¡

.

ii) (f(x))2 + 2x = x2  + 1 για κάθε x
[image: image274.wmf]Î

¡

.

iii) (f(x))2 
[image: image275.wmf]-

7x + 12 = 0 για κάθε x
[image: image276.wmf]Î

¡

.

iv) 
[image: image277.wmf](f(x)lnx)(f(x)lnx)0

-+=

 για κάθε x > 0. (Stergiou)
ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ (ΘΕΤ)

Έστω συνάρτηση f  συνεχής σε κλειστό διάστημα  [α , β] με 

· f(α)
[image: image278.wmf]¹

f(β) και         

· η  ένας αριθμός με  f(α) < η < f(β)  ή   f(β) < η < f(α)  

τότε  υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ
[image: image279.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε  f(ξ)=η

Με λόγια:

Μια συνεχής συνάρτηση f  σε κλειστό διάστημα [α,β] , παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές μεταξύ των f(α) και f(β)

Γεωμετρική ερμηνεία: 

H γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία  y = η , όπου η
[image: image280.wmf]Î

(f(α),f(β)), σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη  

ξ
[image: image281.wmf]Î

 (α,β)


[image: image282.png]


 

Επισημάνσεις: 

Όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Ενδιαμέσων Τιμών:

· Η εξίσωση f(x) = η , όπου  η
[image: image283.wmf]Î

(f(α),f(β)), έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο ανοιχτό διάστημα  (α,β).

· Αν το  μηδέν  ανήκει στο διάστημα  (f(α),f(β)),                (ή γενικά στο σύνολο τιμών μιας  συνάρτησης f)         τότε η εξίσωση   f(x) = 0 έχει τουλάχιστον  μια ρίζα. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

· Αν η f δεν είναι συνεχής σε διάστημα [α,β] , τότε δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις  τιμές μεταξύ των  f(α) και  f(β)

π.χ. Στο παρακάτω  σχήμα η f  δεν παίρνει την ενδιάμεση τιμή  η  γιατί δεν είναι συνεχής στο [α,β] . Δηλαδή η ευθεία  y = η δεν έχει κοινά σημεία με την γραφική παράσταση.

[image: image284.emf]x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

βx

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

1

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

βx

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

0

f(x

0

)



άτιτλο-z



limf(x)

x

x

0



άτιτλο-o0



α

β

x

1

η

y=η

(α)f

f(β)





(§1.8) ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

	►Ύπαρξη ρίζας της εξίσωσης f(x) = κ  σε διάστημα [α,β]

Εξετάζουμε αν το κ  είναι μεταξύ των τιμών f(α) , f(β)  της συνεχούς συνάρτησης f. Τότε θα εφαρμόζεται το Θ. Ενδιάμεσων Τιμών οπότε θα υπάρχει ρίζα της f(x) = κ
Αλλιώς εφαρμόζουμε  θεώρημα Bolzano για την g(x) = f(x)
[image: image285.wmf]-

κ

ΆΣΚΗΣΗ 19  

1. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xex+1
[image: image286.wmf]-

x2+x+1. Να δειχθεί ότι υπάρχουν x1, x2, x3
[image: image287.wmf]Î

(
[image: image288.wmf]-

1,1) ώστε τα σημεία A(x1,
[image: image289.wmf]-

1), B(x2,0), Γ(x3,1) να  ανήκουν στην γραφική παράσταση της f.  

2. Έστω η συνεχής συνάρτηση  f:[1,3]
[image: image290.wmf]®

¡

 με 
[image: image291.wmf]x1

limf(x)2

®

=

 και f(1)f(3)=10. Nα δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 4 έχει μία  τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (1,3). (Υπόδειξη: Βρίσκω τις τιμές f(1), f(3))

ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΙΚΟΝΑΣ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ
Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης  f  είναι διάστημα

Ειδικά: Αν το Δ είναι κλειστό διάστημα , τότε και το f(Δ) είναι και αυτό κλειστό διάστημα.
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   Δ = (α , β)  ανοικτό

f(Δ) = [m , M] κλειστό
[image: image293.emf]
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   Δ = (α , β)  ανοικτό

f(Δ) = [m , M)  ημιανοικτό
[image: image294.emf]
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   Δ = (α , β)  ανοικτό

f(Δ) = (m , M)  ανοικτό
[image: image295.emf]
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   Δ = [α , β]  κλειστό

f(Δ) = [m , M]  κλειστό
ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΓ. ΚΑΙ ΕΛΑΧ. ΤΙΜΗΣ (ΘΜΕΤ)

Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο  κλειστό διάστημα [α,β], τότε η f  παίρνει στο [α,β], μία μέγιστη τιμή Μ  και μία ελάχιστη τιμή  m.  Δηλαδή:  θα υπάρχουν x1 , x2 
[image: image296.wmf]Î

[α,β]  ώστε αν   m = f(x1)  και  M = f(x2) να ισχύει

                      f(x1)
[image: image297.wmf]£

f(x) 
[image: image298.wmf]£

f(x2) , για κάθε x
[image: image299.wmf]Î

[α,β]


[image: image300.png]



Σημαντικές παρατηρήσεις

1) Μία συνεχής συνάρτηση σε διάστημα [α,β] παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές όχι μόνο μεταξύ των f(α) και f(β)    αλλά και αυτών μεταξύ της ελάχιστης και μέγιστης τιμής m, M αντίστοιχα.

2) Το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι f([α,β]) = [m,M]

3) Αν η f (x) = c  , σταθερή στο [α,β] τότε  f([α,β])={c}


	ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ 

ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Όταν είναι γνωστή η μονοτονία μιας συνεχούς συνάρτησης 

το σύνολο τιμών της προσδιορίζεται αμέσως


[image: image301.wmf]·

Αν f 
[image: image302.wmf]Z

 και συνεχής στο Δ=[α,β]   τότε   f(Δ) = [f(α), f(β)]

[image: image303.wmf]·

Αν f 
[image: image304.wmf]]

 και συνεχής στο Δ=[α,β]   τότε   f(Δ) = [f(β), f(α)]

[image: image305.emf]α

β

limf(x)

limf(x)

x

α

β

x

+

_



άτιτλο-d1



f(α)

f(β)

α

β

limf(x)

limf(x)

x

α

β

x

+

_



άτιτλο-d1



f(α)

f(β)


[image: image306.emf]α

β

limf(x)

limf(x)

x

α

β

x

+

_



άτιτλο-d1



f(α)

f(β)



[image: image307.wmf]·

Αν  f 
[image: image308.wmf]Z

 και συνεχής στο Δ = (α, β) τότε 

                                           f(Δ) = (
[image: image309.wmf]x
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,
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[image: image311.wmf]·

Αν  f 
[image: image312.wmf]]

 και συνεχής στο Δ=(α,β)   τότε 

                                           f(Δ) = (
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[image: image317.wmf]·

Αν  f 
[image: image318.wmf]Z

και συνεχής στο 
[image: image319.wmf](,)
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   τότε 
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 = (
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Αν  f 
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 και συνεχής στο 
[image: image325.wmf](,)

=-¥+¥

¡

  τότε 
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► Εύρεση συνόλου τιμών συνεχούς

Εξετάζουμε την μονοτονία της συνάρτησης και ανάλογα με το πεδίο ορισμού της, βρίσκουμε το σύνολο τιμών της όπως στον προηγούμενο πίνακα
► Μοναδικότητα ρίζας συνάρτησης-εξίσωσης
i) Εξετάζουμε την μονοτονία της συνάρτησης (ή το  «1-1») και αν είναι συνεχής βρίσκουμε το σύνολο  τιμών της

ii) Βλέπουμε αν το 0 περιέχεται στο σύνολο τιμών ( ή ελέγχουμε αν υπάρχει μία προφανής ρίζα) , οπότε λόγω της μονοτονίας η ρίζα είναι μοναδική.

ΆΣΚΗΣΗ 20  

Να βρείτε το σύνολο τιμών των παρακάτω συναρτήσεων 
α)f(x) =
[image: image331.wmf]5xx+2

--

    β)f(x) = x+3
[image: image332.wmf]-

συνx   γ)f(x) =e
[image: image333.wmf]-

x
[image: image334.wmf]-

lnx 

ΆΣΚΗΣΗ 21  

Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μοναδική ρίζα:
    α) ex + lnx = 2013  

    β) 2x + x = 0  στο  [
[image: image335.wmf]-

1,+
[image: image336.wmf]¥

)

    γ) συνx
[image: image337.wmf]-

x+1 = 0  στο  (0,π/2) 
    δ) 
[image: image338.wmf]x

1

2

= lnx
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	ΆΣΚΗΣΗ 22 
Δίνεται η συνάρτηση f: (0,1]
[image: image339.wmf]®

¡

 με f(x) = 
[image: image340.wmf]1

lnx

x

-


i) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

ii) Να δειχθεί ότι υπάρχει ακριβώς ένα ξ
[image: image341.wmf]Î

(0,1] τέτοιο ώστε  2ξlnξ = 2
[image: image342.wmf]-

3ξ. (ΘΕΤ)
ΆΣΚΗΣΗ 23 
Να λύσετε διαισθητικά τις παρακάτω ασκήσεις:

1. Έστω η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image343.wmf]®

¡¡

 η οποία είναι γνησίως  αύξουσα στο (
[image: image344.wmf]-

∞,2], γνησίως φθίνουσα στο [2,+ ∞),     
[image: image345.wmf]x

f(x)

lim

®-¥

= 
[image: image346.wmf]x

lim

®+¥

f(x) = 
[image: image347.wmf]-¥

 και f(2) = 0, τότε:

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

ii) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0.
2. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: [0,2]
[image: image348.wmf]È

[3,4]
[image: image349.wmf]®

¡

 με       f(0) = 2, f(2) =
[image: image350.wmf]-

2,  f(3) =
[image: image351.wmf]-

1,  f(4) = 7. Αν η f είναι γνησίως μονότονη σε καθένα από τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της, τότε:

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

ii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  f(x) = κ  για κάθε κ
[image: image352.wmf]Î

¡

.

3. Δίνεται η συνεχής και γνησίως μονότονη συνάρτηση             f: [1,5]
[image: image353.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image354.wmf]¡

με f(1)=5 και f(5)=1.

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

ii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = c, όπου c
[image: image355.wmf]Î

[1,5].

ΆΣΚΗΣΗ 24
Δίνεται η συνάρτηση f: (0,+∞)
[image: image356.wmf]®

¡

 με f(x) = lnx + ex
[image: image357.wmf]-

2.

i) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f.

ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση ex = e2(α
[image: image358.wmf]-

lnx), έχει μοναδική ρίζα για κάθε α
[image: image359.wmf]Î

¡

.

iii) Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image360.wmf]x1

elnxe1

-

+=

.

ΆΣΚΗΣΗ 25
1) Δίνεται συνάρτηση g ορισμένη και συνεχής στο [α.β]. Αν x1,x2, x3 
[image: image361.wmf]Î

[α,β] να αποδείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image362.wmf]Î

[α,β] έτσι ώστε  να ισχύει: g(x0)=
[image: image363.wmf]112233

123

αg(x)+αg(x)+αg(x)

α+α+α

, α1,α2, α3>0 .

2) Η συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0,1]. Αν είναι f(0) = 2 και f(1) = 4, να αποδείξετε ότι: 
i) Η ευθεία y = 3 τέμνει την Cf σε ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη x0
[image: image364.wmf]Î

(0,1). 
ii) Υπάρχει x1
[image: image365.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε 
[image: image366.wmf]3

124

5555

1

f()f()f()f()

f(x)

4

+++

=
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ΆΣΚΗΣΗ 26 
Δίνεται η συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση f:(1,2)
[image: image367.wmf]®

¡

, για την οποία ισχύει 
[image: image368.wmf]x2

f(x)3

lim=2

x2

-

®

-

-

 και 

2ημ(x
[image: image369.wmf]-

1) ≤ (x
[image: image370.wmf]-

1) f(x) ≤ x2
[image: image371.wmf]-

1 για κάθε x
[image: image372.wmf]Î

(1,2)  (1)
i) Να υπολογιστούν τα όρια 
[image: image373.wmf]x2

limf(x)

-

®

 και 
[image: image374.wmf]x

limf(x)

+

®

1

.

ii) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης 

      h(x) = f(x)
[image: image375.wmf]-


[image: image376.wmf]1

x-1

+1.

iii) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image377.wmf]1

g(x)=

f(x)+1

 έχει με την ευθεία  ε: y = x
[image: image378.wmf]-

1 μόνο ένα κοινό σημείο με τετμημένη x0 
[image: image379.wmf]Î

(1,2).
	ΆΣΚΗΣΗ 27 
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει             f2(x)
[image: image380.wmf]-

2f(x)=x2
[image: image381.wmf]-

2x+3, για κάθε x
[image: image382.wmf]Î

¡

 (1) και f(0) =
[image: image383.wmf]-

1.
i) Να δείξετε ότι f(x) < 0, για κάθε x
[image: image384.wmf]Î

¡

.

ii) Η ευθεία y =
[image: image385.wmf]-


[image: image386.wmf]7

2

έχει με τη γραφική παράσταση της f ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τετμημένη x0
[image: image387.wmf]Î

(0,3).

iii) Να βρείτε τον τύπο της f          (δίνεται 
[image: image388.wmf]72,65

@

)
ΆΣΚΗΣΗ 28
Δίνονται οι συναρτήσεις f,g συνεχείς στο [0,2] για τις οποίες: 

· f2(0) + f2(2) = 4(f(2)
[image: image389.wmf]-

1) (1) και 

· 0 ≤ g(x) ≤ 2 για  κάθε x
[image: image390.wmf]Î

[0,2].

i) Να δείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image391.wmf]Î

(0,2) τέτοιο ώστε f(x0) = 1.

ii) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων   f και g τέμνονται σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη x1
[image: image392.wmf]Î

[0,2].

iii) Αν επιπλέον η f είναι γνησίως μονότονη, να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = f(2
[image: image393.wmf]-

x) έχει μοναδική ρίζα στο (0,2).

ΆΣΚΗΣΗ 29

α) Αν η f είναι συνεχής στο [0,1], να δείξετε ότι υπάρχει    

     x0
[image: image394.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε   
[image: image395.wmf]0

00

11

f(x)

1xx

=-

-

.

β) Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη στο
[image: image396.wmf]¡

 για την οποία ισχύει    

      1+x ≤ f(x) ≤ ex για κάθε x
[image: image397.wmf]Î

¡

. Να  αποδείξετε ότι:

i) Η f είναι συνεχής στο x0 = 0

ii) Αν η f είναι συνεχής στο 
[image: image398.wmf]¡

, υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image399.wmf]Î

(
[image: image400.wmf]-

1,1), ώστε 
[image: image401.wmf]0

0

f(x)

x

2004

=

.

iii) Να υπολογίσετε το 
[image: image402.wmf]x

1

lim

f(x)

®+¥

.

ΆΣΚΗΣΗ 30
Δίνεται η συνεχής στο 
[image: image403.wmf]¡

 συνάρτηση f και η συνάρτηση g:
[image: image404.wmf]®

¡¡

 με την ιδιότητα g(x)f2(x) = exg(x)+1 για κάθε x
[image: image405.wmf]Î

¡

 

και |f(0)| < 1.

i) Να βρείτε το 
[image: image406.wmf]x

limf(x)

®-¥


ii) Να βρείτε το 
[image: image407.wmf]x

limg(x)

®-¥


iii) Να δείξετε ότι 
[image: image408.wmf]g(0)1

£-


iv) Να δείξετε ότι η εξίσωση (x
[image: image409.wmf]-

1)(ex+x)[g(x)+ex]=x[f(x
[image: image410.wmf]-

1)+x] έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [0,1).

ΆΣΚΗΣΗ 31
Δίνεται η γνησίως φθίνουσα συνάρτηση f:
[image: image411.wmf]®

¡¡

 και η 

συνάρτηση g:
[image: image412.wmf]®

¡¡

 ώστε για κάθε x
[image: image413.wmf]Î

¡

 να ισχύει η σχέση f(f(x)) = 2g(x)
[image: image414.wmf]-

x.

i) Να δείξετε ότι η g είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image415.wmf]¡

.

ii) Να βρείτε το είδος της μονοτονίας της h(x) = f(x)
[image: image416.wmf]-

g(x).

iii) Έστω x0
[image: image417.wmf]Î

¡

 με f(x0) = x0.

α. Να δείξετε ότι η Cf και η Cg τέμνονται σε ένα μόνο σημείο.

β. Να λύσετε την εξίσωση f(f(x+x0
[image: image418.wmf]-

2))+x+x0=2f(x+x0
[image: image419.wmf]-

2)+2

      γ. Να λύσετε την ανίσωση f(f(lnx+x0+1))+lnx+1 < x0.
ΆΣΚΗΣΗ 32
Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει 2f(x)
[image: image420.wmf]-

ημf(x)=x για κάθε x πραγματικό αριθμό.

i) Να αποδείξετε ότι |2f(x) 
[image: image421.wmf]-

x| ≤ |f(x)|

ii) Να αποδείξετε ότι |f(x)| ≤ |x|

iii) Να υπολογίσετε τα όρια 
[image: image422.wmf]x0

f(x)

lim

f(x)

®

hm

,  
[image: image423.wmf]x0

f(x)

lim

x

®
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Έστω η συνάρτηση f(x) = ln(1
[image: image424.wmf]-

ex)
[image: image425.wmf]-

ln(1+ex)

i) Να βρείτε την 
[image: image426.wmf]1

f

-


ii) Αν g(x) = f(x)
[image: image427.wmf]-

x, x < 0, να βρείτε την μονοτονία της g(x).

iii) Να λύσετε την ανίσωση f(x)
[image: image428.wmf]-

f(
[image: image429.wmf]-

1) < x+1

iv) Αν h(x)=
[image: image430.wmf]-

ln(
[image: image431.wmf]-

x), να αποδείξετε ότι υπάρχει c
[image: image432.wmf](,0)

Î-¥

 έτσι ώστε f(c) = h(c)

v) Να βρείτε τα όρια: 
[image: image433.wmf]32

2

x

f(1)xx6

Alim

f(3)xx2

®-¥

-++

=

---

,  
                                        
[image: image434.wmf](

)

(

)

1

fx

f(x)

x

Blimee

-

®-¥

=-


ΆΣΚΗΣΗ 34

Έστω η συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση f: (0,1)
[image: image435.wmf]®

¡

 για την οποία ισχύουν: 


[image: image436.wmf]x0

f(x)5

lim3

x

®

-

=

 και  2ημ(x
[image: image437.wmf]-

1) ≤ (x
[image: image438.wmf]-

1)f(x) ≤ x2
[image: image439.wmf]-

1,  x
[image: image440.wmf]Î

(0,1).

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 

      g(x) = f(x)
[image: image441.wmf]-

lnx
[image: image442.wmf]-

3, x
[image: image443.wmf]Î

 (0,1).

ii) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image444.wmf]f(x)3

h(x)e

-

=

 τέμνει τη διχοτόμο των θετικών ημιαξόνων σε ένα μόνο σημείο, με τετμημένη x0
[image: image445.wmf]Î

 (0,1).

iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
[image: image446.wmf]f(x)

3

xee

a+

=

 στο διάστημα (0,1), για κάθε α
[image: image447.wmf]Î

¡

.
ΆΣΚΗΣΗ 35
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image448.wmf]¡



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image449.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image450.wmf]¡

 για την οποία ισχύουν οι συνθήκες: 

· 
[image: image451.wmf]2

1

|3x2xf(x)|x

2

hm-£

, για κάθε x
[image: image452.wmf]Î


[image: image453.wmf]¡

.

· 4f(x0)+3f(x+1) = 2x2
[image: image454.wmf]-

2013, για κάθε x
[image: image455.wmf]Î


[image: image456.wmf]¡

.

i) Να βρείτε το όριο 
[image: image457.wmf]x0

f(x)

lim

®

.

ii) Να βρείτε το f(1).

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = x
[image: image458.wmf]-

1 σε ένα  τουλάχιστον σημείο με τετμημένη x0
[image: image459.wmf]Î

 (0,1).

ΆΣΚΗΣΗ 36 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image460.wmf]®

¡¡

 τέτοια ώστε 
[image: image461.wmf]222

xxf(x)1x

khm=++hm-l

για κάθε x
[image: image462.wmf]Î


[image: image463.wmf]¡

 (1) και 

η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο 
[image: image464.wmf]1

A0,

2

æö

ç÷

èø

.

i) Να βρείτε τα κ και λ.

ii) Αν κ = 1 και λ = 1 να βρείτε την f.

iii) Να βρείτε το όριο: 
[image: image465.wmf]x0

f(x)

lim

x

®

sun

.

ΆΣΚΗΣΗ 37 

Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image466.wmf]3xx

x

x2324

f(x)

2

+×-

=

.

i) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.

ii) Να βρείτε το όριο 
[image: image467.wmf]x

limf(x)

®-¥

.

iii) Να βρείτε το όριο 
[image: image468.wmf]x

limf(x)

®+¥

.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = κ έχει μία ακριβώς ρίζα στο 
[image: image469.wmf]¡

  για  κάθε κ
[image: image470.wmf]Î


[image: image471.wmf]¡

.


	ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ Θ. BOLZANO ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ

· Είναι δυνατόν η f  να  έχει ρίζα στο [α,β] , αλλά οι τιμές  f(α) και f(β) να είναι ομόσημες 

· Είναι δυνατόν η f  να  έχει ρίζα στο [α,β] , αλλά η f  να μην είναι συνεχής στο [α,β]
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Παράδειγμα  

Να δειχθεί ότι οι παρακάτω συναρτήσεις έχουν ρίζες χωρίς όμως να πληρούν τις συνθήκες του θ. Bolzano
α) 
[image: image474.wmf]3

2x4,0x3

f(x)

x1,3x4

-££

=

-<£

ì

í

î

 στο διάστημα [0,4]                

β) f(x) =  x3
[image: image475.wmf]-

x     στο διάστημα   [
[image: image476.wmf]1

2

-

,2]

Θ. BOLZANO ΚΑΙ ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ

· Αν η f  δεν μηδενίζεται στο ανοικτό (α,β) και οι τιμές στα άκρα είναι ετερόσημες , τότε η  f δεν είναι συνεχής στο [α,β].

· Αν η f  δεν μηδενίζεται στο [α,β] και είναι συνεχής στο  [α,β], τότε οι τιμές στα άκρα είναι ομόσημες
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Παράδειγμα  

Αν για την f :
[image: image479.wmf]®

¡¡

 ισχύει  f(1)+2f(2)+3f(3) = 0  και  f(x)
[image: image480.wmf]¹

0  για κάθε x
[image: image481.wmf]Î

¡

, να δείξετε ότι η f  δεν είναι συνεχής.                    

(Υπόδειξη: Αποκλείεται όλες οι τιμές ομόσημες. Αλλιώς απαγωγή σε άτοπο).




Πανελλαδικές Bolzano
ΟΤΑΝ ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ΤΟ ΜΗΔΕΝ

	Αν το σύνολο τιμών μιας συνεχούς  συνάρτησης  f  είναι  το 
[image: image482.wmf]¡

 ή  γενικά ένα διάστημα που περιέχει το 0:

· Η f  έχει μία τουλάχιστον ρίζα

· Αν είναι γνησίως μονότονη, έχει μοναδική ρίζα.
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ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ  ΣΤΑ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΈΧΕΙΑΣ

	35) Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο x0 = 0 για την οποία ισχύει: 

       
[image: image485.wmf]××

f(x+y)=f(x)

συνy+f(y)συνx

  για κάθε  
[image: image486.wmf]R

y 

x,

Î

. 

        Nα αποδειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο R.

        
	Υπόδειξη:

Aρκεί 
[image: image487.wmf])

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x

=

®

 για κάθε 
[image: image488.wmf]R

x

Î

0

. Θέτουμε               x = x0 + y 
[image: image489.wmf]Û

y = x – x0 για να χρησιμεύσει η γενική σχέση. Για το f(0)  θέτω x=y=0.

	36) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f :
[image: image490.wmf]R

)

 

,

0

(

®

¥

+

 με f(α) = 1 και f 2(x) = 1 για κάθε [image: image491.wmf]R

x   

Î

.  Να βρείτε τον τύπο της  f.
	Υπόδειξη: f(x)=
[image: image492.wmf]1

±


Δείχνω ότι διατηρεί σταθερό πρόσημο στο 
[image: image493.wmf])

,
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	37) Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g : 
[image: image494.wmf]R

R

®

 για τις οποίες ισχύει 
[image: image495.wmf]f(x)

2

g(x)

f(x)
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×

 για κάθε 
[image: image496.wmf]R

x   

Î

.  Αποδείξτε ότι η f διατηρεί 

        σταθερό πρόσημο στο R. 
	Υπόδειξη:
Αρκεί f συνεχής στο R και δεν μηδενίζεται στο R. 

Με απαγωγή σε άτοπο.

	38) Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0, 1]  με        f(0) = 1 και f(1) = 5.  Δείξτε ότι η ευθεία y = 3 τέμνει την Cf σ’ ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη x0 
[image: image497.wmf]1)

 

,

0

(

Î

.

       (με  ΘΕΤ και μετά  Θ.Bolzano)
	Υπόδειξη: 

α)Αρκεί η f(x)=3 να έχει μοναδική λύση στο (0, 1). Η τιμή 3 περιέχεται στο σύνολο τιμών.

β) Αρκεί για τις f (x) και g(x)=3 να υπάρχει μοναδικό x0 στο (0, 1) με f(x0)=g(x0). Θέτω h(x)=f(x)-g(x)……

	39) α) Δίνεται ότι μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image498.wmf]0

x3

=-

.  Αν ισχύει     

            
[image: image499.wmf]335

9

x

3)f(x)
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6ημ(x
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lim

-
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+
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®

x

, να βρείτε την τιμή f(-3).

β) Δίνεται ότι μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο R.  Αν ισχύει  

   
[image: image500.wmf]4

3x

8)

f(x)(x

4

2

3

+

=
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+

 για κάθε [image: image501.wmf]R

x   

Î

 να βρείτε τον τύπο της f.
	Υπόδειξη: 

α) Θέτουμε g(x)= συνάρτηση του ορίου. Για 
[image: image502.wmf]3

x

±

¹

 απαλοίφω παρονομαστές ……

β) Για 
[image: image503.wmf]2

x

¹

προκύπτει εύκολα ο τύπος.

Για x=2 και λόγω συνέχειας ψάχνω το f(2)=
[image: image504.wmf]f(x)

lim

2

x

®

 (με συζυγή παράσταση)

	40) Να δειχθεί ότι η εξίσωση  
[image: image505.wmf]x2

e2x
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        έχει μόνο μία ρίζα στο διάστημα (1, 2)
	Υπόδειξη: 

Γράφουμε την ισοδύναμη στο (1, 2) εξίσωση χωρίς παρονομαστές. Οι περιορισμοί περιττοί. Με Bolzano και μονοτονία φθάνω στο ζητούμενο. Η μονοτονία με παραγώγιση. 

	41) Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image506.wmf]R
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[α,
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f

®

 με 
[image: image507.wmf]f(β)

f(α)

¹

.                   Αν κ, λ  θετικοί πραγματικοί, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ
[image: image508.wmf]Î

(α, β) ώστε 
[image: image509.wmf]λ
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	Υπόδειξη: 
Βolzano σε κατάλληλη συνάρτηση g. 
Aλλιώς με θεώρημα ενδιάμεσων τιμών αρκεί η παράσταση 
[image: image510.wmf]λ
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 να είναι μεταξύ των f(α) και f(β) που όντως ισχύει.

	42) α) Αν  f(x) = x3 + συν (πx) –3  ορισμένη στο Δ = [-2, 2], να δείξετε ότι   
            παίρνει  την τιμή 2.

β1) Έστω f(x) = x3 – (κ+λ) x2 – κλx + κλ  με  κ, λ  πραγματικοί. 
       Να βρείτε τον αριθμητικό μέσο των τιμών f(0) και f(1).

β2) Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image511.wmf]1]

 

,

0

[

Î

 ώστε 
[image: image512.wmf]0

2f(x)=(1-

κ) (1-λ)


	Υπόδειξη:

α)Θ. Ενδιάμ.Τιμών   β1) εύκολο

β2)Με Bolzano σε κατάλληλη συνάρτηση ή με θεώρ. Ενδιάμεσης Τιμής παίρνοντας ως γνωστό ότι:
[image: image513.wmf])
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 (ή με αντίθετη φορά)

	43) α) Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και ότι το f(x)  

            ανήκει στο [0, 1] για κάθε x (κάνετε σχήμα). Αποδείξτε ότι f(x) = x  

             για κάποιον αριθμό x
[image: image514.wmf]]

1
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[

Î

. Τι σημαίνει γεωμετρικά αυτό;

β) Αποδείξτε ότι η f τέμνει και την άλλη διαγώνιο του τετραγώνου.

γ) Αν και η g είναι συνεχής  στο [0, 1] και επιπλέον g(0)=0, g(1)=1 

    (ή g(0)=1, g(1)=0), τότε f(x) = g(x) για κάποιο x
[image: image515.wmf]]
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Î

.
	Υπόδειξη:

	44) Θεωρούμε τις συνεχείς συναρτήσεις f  και  g με κοινό πεδίο ορισμού και κοινό σύνολο τιμών το [0, 2]. Έστω g(0)=0 και g(2)=2. Αποδείξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων αυτών τέμνονται τουλάχιστον σ’ ένα σημείο.
	Υπόδειξη:

Θεωρούμε την φ(x) = f(x) – g(x) ορισμένη στο [0, 2].

Είναι  φ(0) φ(2)
[image: image516.wmf]0

£

. Συνεχίζουμε διακρίνοντας περιπτώσεις.

	45) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image517.wmf]R

R

:

f

®

 με f(0)
[image: image518.wmf]¹

0 και 
[image: image519.wmf]£

|f(x)|2

 για κάθε  [image: image520.wmf]R
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Î

. Αποδείξτε ότι η εξίσωση f 2(x) = x2  έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο [-2, 2].
	Υπόδειξη: Έσω g(x) = f 2(x) – x2 = (f(x) – x) (f(x) + x). Χωρίζω το [-2, 2] = [-2,0]
[image: image521.wmf]È

(0, 2].

g(-2)=(f(-2)-2) (f(-2)+2). Όμως 
[image: image522.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image523.wmf]0)
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  και  
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Û

.

Τελικά 
[image: image524.wmf]g(2)g(0)0

-×£

 με g(0)=f2(0)>0. 

Διακρίνουμε περιπτώσεις και καταλήγουμε ότι έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [-2,0). Ομοίως στο (0, 2]. 

Άρα η f έχει 2 τουλάχιστον ρίζες στο [-2,2].

	46) Έστω f συνεχής συνάρτηση στο R με f(0) = 0, f(3) = 0 

        και   f(2x) > f(2x+2)  για κάθε 
[image: image525.wmf]R
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Î

. Αποδείξτε ότι: 

        α) υπάρχει ξ
[image: image526.wmf]2)

 

(1,

Î

ώστε  f(ξ) = 0. 

        β) υπάρχει x0
[image: image527.wmf]2)

ξ

 

2,

(ξ

+

-

Î

ώστε  f(x0) = 0.
	Υπόδειξη:

α)Για x=1/2 και x=0 παίρνουμε f(1) f(2) < 0.

β) Για x=ξ/2  και  x=ξ/2 -1 προκύπτει Θ. Βolzano.

	47) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image528.wmf]R

R

:

f

®

για την οποία ισχύει

f 3(x) + f(x) = x5 + x + 1 για κάθε  
[image: image529.wmf]R
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Î

.  Αποδείξτε ότι η 

εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα μη μηδενική στο (-1, 1).
	Υπόδειξη:

Για x= -1 και x=1 στη γενική σχέση καταλήγουμε κανονικά σε Θ. Bolzano. Η λύση είναι μη μηδενική γιατί μας το λέει η γενική σχέση. Η μοναδικότητα της λύσης προκύπτει από μονοτονία (αύξουσα με απαγωγή σε άτοπο).

	48) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] να δείξετε ότι 

        υπάρχει γ στο [α, β] τέτοιο ώστε 6f(γ) = f(x1) + 2f(x2) + 3f(x3).
	Υπόδειξη:

Θ. Μέγ.-Ελάχ. Τιμής. Με ιδιότητες ανισοτήτων δημιουργώ το f(x1) + 2f(x2) + 3f(x3). Επειδή το σύνολο τιμών είναι το [m, M] εφαρμόζω Θ.Ενδιάμ.Τιμών.

	49) Δίνεται η συνεχής στο R συνάρτηση f  για την οποία ισχύει 

        f(-2007) + f(0) + f(2007) = 0. Δείξτε ότι η Cf τέμνει τον x΄x 

        σ’ ένα τουλάχιστον σημείο. 
	Υπόδειξη:

Αν f(-2007)=0 ή  f(0)=0 ή  f(2007)=0 τότε πράγματι ισχύει. Αν κανένας δεν είναι μηδέν τότε αναγκαία δύο από τους όρους είναι ετερόσημοι. Παίρνοντας ανα ζεύγη φθάνω στο ζητούμενο με διαφορά στα διαστήματα.

	50) Έστω 
[image: image530.wmf]R

R
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:

 συνεχής  για την οποία  για κάθε 
[image: image531.wmf]R
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 ισχύει: 
[image: image532.wmf]2
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  όπου z1, z2 σταθεροί μιγαδικοί εσωτερικοί του κύκλου x2 + y2 = 1.  Αποδείξτε ότι : 

        α) 
[image: image533.wmf]2
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        β) Η f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1)
	Υπόδειξη:

α) Είναι 
[image: image534.wmf]1
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z

και 
[image: image535.wmf]1
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 (λόγω του μοναδιαίου κύκλου) 
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Κάνω πράξεις και στο ζητούμενο προχωρώντας με ισοδυναμίες και φτάνω στο ίδιο πράγμα.

β) Βγάζοντας κοινό παράγοντα το f(x) Προκύπτει τριώνυμο F(x) ως προς f(x). Με τη βοήθεια του α) η διακρίνουσα αρνητική και άρα F(x)>0.  βρίσκουμε το πρόσημο του f(0) f(1) θέτοντας διαδοχικά x=0, x=1 στην  F(x)>0…..

	51) Έστω 
[image: image537.wmf]R
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[α,

:

 συνεχής  στο [α, β] και οι μιγαδικοί  

        z = α2 + i f(α),  w = f(β) + i β2  ,  αβ
[image: image538.wmf]0
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        τότε η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [α, β].
	Υπόδειξη:

Απ’ τη σχέση μιγαδικών και τη σχέση 
[image: image540.wmf]2Reω
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 προκύπτει ότι Re(
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Διακρίνουμε περιπτώσεις για τα f(α), f(β).

	52) Έστω f συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

        
[image: image543.wmf]1
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 (x-4) f(x) 
[image: image545.wmf]£

 x2 – 42  για κάθε  
[image: image546.wmf]R
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         Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει την παραβολή  

          y = - x2 + 7x – 6  σε σημείο με τετμημένη στο διάστημα (2, 4).
	Υπόδειξη:

Έστω h(x) = f(x) – g(x) συνεχής. Ψάχνουμε  το 
[image: image547.wmf]h(4)

h(2)

×

 και άρα τα f(2) , f(4). Το f(2) προκύπτει απ’ τη συνέχεια στο 2. Το f(4) προκύπτει απ’ τη συνέχεια στο 4 παίρνοντας πλευρικά όρια στην f(x) που παρεμβάλλεται σε δύο ισοσυγκλίνουσες. 

	53) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=1/x  και  g(x) = ex. 

       α) Να βρείτε τη συνάρτηση  h = fog
       β) Να βρείτε τη συνάρτηση h -1 (αν υπάρχει) 

       γ) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης h(x) + h -1(x) = 0  

           στο διάστημα  Δ=[1, 2].
	Υπόδειξη:

α) h(x)=e –x , x
[image: image548.wmf]R

Î

.

β) h -1(x) = -lnx, x>0.

γ) Επειδή οι h(x), h -1(x) είναι συνεχείς και γν. φθίνουσες άρα και το άθροισμά τους Κ(x) είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση στο [1, 2]. Βρίσκω Κ(1), Κ(2) και εφαρμόζω Bolzano (ή Θ.Ενδ.Τιμών)

	54) Έστω f συνεχής συνάρτηση στο [0, 1] με f(0) = f(1). Nα αποδείξετε ότι:
α) Υπάρχει x0
[image: image549.wmf]1]
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 ώστε  f(x0) = 
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β) Υπάρχει x0
[image: image551.wmf]1]
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 ώστε  f(x0) = 
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γ) Υπάρχει x0
[image: image553.wmf]1]
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	Υπόδειξη:

γ) Έστω g(x) = 
[image: image556.wmf]]
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Απαγωγή σε άτοπο: Έστω δεν μηδενίζεται πουθενά στο [0,1] η g. Τότε η g διατηρεί σταθερό πρόσημο στο [0, 1] αφού είναι συνεχής. Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει ότι:
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 (άτοπο διότι η σχέση μαρτυρά ετερόσημες τιμές για την g στο [0, 1], ή όλες μηδέν ενώ είπαμε ότι διατηρεί σταθερό πρόσημο).

Τo ερώτημα α)  λύνεται και με Bolzano στο [0, ½] 

	55) 
	Υπόδειξη:


ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΆΣΚΗΣΗ 16  
Να δειχθεί ότι εφαρμόζεται το θεώρημα του  Bolzano για την

συνάρτηση  
[image: image558.wmf]1x3x1,3x1
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  στο διάστημα   [-3,5] 

Λύση
Οι κλάδοι είναι συνεχείς συναρτήσεις στο πεδίο ορισμού τους.
Εξετάζουμε τη συνέχεια της f στο σημείο που αλλάζει τύπο.

Διαπιστώνουμε ότι οι τιμές f(-3), f(5) είναι ετερόσημες.
ΆΣΚΗΣΗ 17  
Να βρεθούν οι παράμετροι α, β ώστε να ισχύει το θεώρημα

του Bolzano για την 
[image: image559.wmf]2

2

αx-β,1x1

(x)5

αx-3β,1x2

βx-α+1,2x3

f

-£<

=££

<£

ì

ï

í

ï

î

στο διάστημα [-1,3]

Λύση
Ζητείται να βρεθούν οι παράμετροι α,β ώστε να ισχύει το θ. Βolzano

[image: image560.wmf]·

Θα δουλεύουμε στα κρίσιμα σημεία x0 αλλαγής του τύπου στα οποία η f πρέπει να είναι συνεχής  


[image: image561.wmf]·

Ελέγχουμε αν στα άκρα του [α,β] , οι τιμές είναι ετερόσημες.

ΆΣΚΗΣΗ 3  
Nα δειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = 2xημx-exσυνx έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,
[image: image562.wmf]2

p

).
Λύση
Κανονικά

ΆΣΚΗΣΗ 4   
Ν’ αποδειχθεί ότι η εξίσωση ημx = x2-3 έχει μία τουλάχιστο ρίζα στο διάστημα (0, π).
Λύση
Κανονικά

ΆΣΚΗΣΗ 5  

Να δειχθεί ότι η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image563.wmf]®
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 τέτοια ώστε για κάθε x
[image: image564.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image565.wmf]¡

να ισχύει f3(x)+f2(x)+f(x) = xex-συνx, έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (0,1). 

Λύση
Η f συνεχής στο 
[image: image566.wmf]¡

 άρα και στο [0,1]. 
Η σχέση για x=0 δίνει y3+y2+y+1=0 όπου y=f(0). Με δοκιμές βρίσκω ότι y=-1 και με Horner παραγοντοποιώ και αποδεικνύω ότι είναι η μοναδική λύση. Άρα f(0) = -1<0
 Η σχέση για x=1 δίνει y3+y2+y=e-συν1>0  (όπου y=f(1)) 
[image: image567.wmf]Û

y(y2+y+1)>0
[image: image568.wmf]Û

y>0. Άρα f(1)>0.

Επομένως εφαρμόζεται Bolzano.

ΆΣΚΗΣΗ 6  Να δειχθεί ότι η εξίσωση 
[image: image569.wmf]x2
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  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (α,β).
Λύση
Η εξίσωση έχει νόημα για x
[image: image570.wmf]¹

α και x
[image: image571.wmf]¹

β.
Αν μεταφέρουμε  όλους τους όρους στο 1ο μέλος και το θεωρήσουμε ως συνάρτηση του x, τότε δεν μπορούμε να πάρουμε τις ακραίες τιμές διότι τις έχουμε εξαιρέσει.

Για ν’ αποφύγουμε αυτό το σκόπελο κάνουμε πρώτα απαλοιφή παρονομαστών και μετά θεωρούμε τη συνάρτηση
f(x)= (β-x)(ex+1)-(x-α)(x2+2) ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image572.wmf]¡

 άρα και στο [α,β]…….

ΆΣΚΗΣΗ 7   
Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image573.wmf]x1
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2xx
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 έχει  μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,π).

Λύση
Η εξίσωση έχει νόημα για x
[image: image574.wmf]0

¹

και x
[image: image575.wmf]¹p

.

Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών και θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = (ημx+1)(x-π)-2xσυνx, ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image576.wmf]¡

 άρα και στο [0,π].

Παρατηρούμε ότι f(0)=-π<0 και f(π)=2π>0. 
Συνεπώς ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις Bolzano για την f στο [0,π]. ΄

Άρα υπάρχει ρίζα της f στο (0,π) επομένως και της ισοδύναμης εξίσωσης 
[image: image577.wmf]x1
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 στο (0,π).

Η ρίζα αυτή είναι δεκτή γιατί ικανοποιεί τους περιορισμούς  x
[image: image578.wmf]0

¹

και x
[image: image579.wmf]¹p

.
   ΆΣΚΗΣΗ 8   
Να δείξετε ότι η εξίσωση x4
[image: image580.wmf]-

1 = x3 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα (-1,2).

Λύση
Χωρίζω το διάστημα σε δύο υποδιαστήματα: [-1,0] και [0,2]
ΆΣΚΗΣΗ 9    
Ν’ αποδειχθεί ότι η εξίσωση 
[image: image581.wmf]x
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[image: image582.wmf]*
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  και β > γ,  έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (γ, β).

Λύση
Η εξίσωση έχει νόημα για x
[image: image583.wmf]¹b

.

Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών και θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = α(x-β)+x-γ, ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image584.wmf]¡

 άρα και στο [γ,β].

Παρατηρούμε ότι f(γ)=α(γ-β)<0 και f(β)=β-γ>0. 

Συνεπώς ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις Bolzano για την f στο [γ, β]. 

Άρα υπάρχει ρίζα της f στο (γ,β) επομένως και της ισοδύναμης εξίσωσης  
[image: image585.wmf]x

x

g-
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στο (γ,β).

Η ρίζα αυτή είναι δεκτή γιατί ικανοποιεί τον περιορισμό  x
[image: image586.wmf]¹b

.
Για τη μοναδικότητα  παρατηρώ ότι η f είναι πολυώνυμε 1ου βαθμού με θετικό συντελεστή άρα είναι γνησίως αύξουσα. 
ΆΣΚΗΣΗ 10  
Nα δειχθεί ότι έχει δύο ακριβώς ρίζες η εξίσωση  (x-2)(x-3)+4(x-1)(x-3)+7(x-1)(x-2)=0 στο διάστημα  (1,3).

Λύση
Θεωρούμε κατάλληλη συνάρτηση f. Βρίσκουμε ότι f(1)=2>0, f(2)=-4<0, f(3)=14>0.

Άρα εφαρμόζω Bolzano στα [1,2], και [2,3] και αποδεικνύω το «τουλάχιστον». 

Για το «ακριβώς» παρατηρώ ότι η f είναι πολυώνυμο 2ου βαθμού και άρα έχει το πολύ 2 ρίζες.

 ΆΣΚΗΣΗ 11  Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image587.wmf]f:[0,4]
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 με 
[image: image588.wmf]f(0)f(4)

=

 και 

                          η συνάρτηση  
[image: image589.wmf]h(x)f(x)f(x2)

=-+

.
                          α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της h.

                          β) Να αποδείξετε ότι η h  είναι συνεχής συνάρτηση.

                          γ) Η εξίσωση 
[image: image590.wmf]f(x)f(x+2)

=

 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image591.wmf][0,2]

.

Λύση
Α)Η συνάρτηση f(x+2) είναι η σύνθεση της g(x)=x+2 με την f. To πεδίο ορισμού της είναι το 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image593.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image594.wmf]x
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. Άρα To πεδίο ορισμού της f(x+2) είναι το [-2,2].

Το πεδίο ορισμού της 
[image: image595.wmf]h(x)f(x)f(x2)

=-+

 είναι η τομή Αh=
[image: image596.wmf][0,4][2,2][0,2]

Ç-=

.
Β) Η f(x+2) συνεχής στο πεδίο ορισμού της ως σύνθεση και η h(x) ως διαφορά συνεχών.

Γ)Παρατηρούμε ότι h(0)=f(0)-f(2)  και  h(2)=f(2)-f(4)=f(2)-f(0)=-h(0).
  Συνεπώς h(0)h(2)=-(f(2)-f(0))2
[image: image597.wmf]£

0
· Αν h(0)h(2)=0
[image: image598.wmf](h(0)0  

ή  h(2)=0)

Û=


[image: image599.wmf](f(0)f(2)  

ή  f(2)=f(4))

Û=

τότε η εξίσωση έχει  ρίζες τους αριθμούς x=0 ή x=2
· Αν h(0)h(2)<0 τότε ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις Bolzano για την h στο [0,2] άρα υπάρχει ρίζα της στο (0,2).

Επομένως σε κάθε περίπτωση η h(x)=0 δηλαδή η εξίσωση 
[image: image600.wmf]f(x)f(x+2)

=

 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image601.wmf][0,2]

.
ΆΣΚΗΣΗ 12   Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image602.wmf]®
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  με 0 
[image: image603.wmf]0f(x)1
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.
                         Nα δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image604.wmf]Î

[0,
[image: image605.wmf]2

p

] τέτοιο 
                         ώστε  f(ημx0) = ημx0.
Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=f(ημx)-ημx. 

H f(ημx) ορίζεται στο 
[image: image606.wmf]x
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 και είναι συνεχής στο 
[image: image607.wmf]¡

 ως σύνθεση συνεχών.

Η ημx ορίζεται και είναι συνεχής στο 
[image: image608.wmf]¡

.

Επομένως η g(x) είναι ορισμένη και συνεχής (ως διαφορά συνεχών) στο 
[image: image609.wmf]¡

, άρα και στο  [0,
[image: image610.wmf]2

p

].
Παρατηρούμε ότι g(0)=f(0)
[image: image611.wmf]³

0 και g(π/2)=f(1)-1
[image: image612.wmf]£

0  και επομένως 
g(0)g(π/2)=f(0)(f(1)-1) 
[image: image613.wmf]£

0

· Αν g(0)g(π/2)=0
[image: image614.wmf]g(0)0  

ή  g(π/2)=0

Û=

 τότε η g(x)=0
[image: image615.wmf]Û

 f(ημx) = ημx  έχει ρίζες x=0 ή x=π/2

· Αν  g(0)g(π/2)<0 τότε ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις Bolzano για την g(x) στο [0,π/2] άρα υπάρχει ρίζα της στο (0,π/2).

Επομένως σε κάθε περίπτωση η g(x)=0 δηλαδή η εξίσωση  f(ημx) = ημx  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image616.wmf]Î

[0,
[image: image617.wmf]2

p

].
  ΆΣΚΗΣΗ 13   Oι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο [α,β] με f(α) = g(β) και  f(β) = g(α)  με  g(α)
[image: image618.wmf]¹

g(β).  Να αποδείξετε ότι:     
                           οι γραφικές παραστάσεις των f , g έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο.
Λύση
Θέλουμε να δείξουμε ότι υπάρχει x0
[image: image619.wmf]Î

[α,β] τέτοιο ώστε f(x0)=g(x0).

Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-g(x) ορισμένη και συνεχή στο [α,β].

Παρατηρούμε ότι h(α) = f(α)-g(α)=g(β)-g(α)
[image: image620.wmf]¹

0  και h(β) = f(β)-g(β)=g(α)-g(β) 
[image: image621.wmf]¹

0. 

Επομένως  h(α)h(β)=-(g(α)-g(β))2<0………. 
Παρατήρηση
Αν δεν υπήρχε η υπόθεση g(α)
[image: image622.wmf]¹

g(β) το κοινό σημείο μπορούσε να ήταν και στα άκρα του [α,β].
ΆΣΚΗΣΗ 14  Δίνεται η συνάρτηση f : [0, 1]
[image: image623.wmf]®

[5, 6] συνεχής. Δείξτε ότι έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με την παραβολή   

                        g(x) = 5x2 – x + 4 στο (0, 1).

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-g(x)=f(x)- 5x2 + x – 4  ορισμένη και συνεχής στο [0,1].

Παρατηρούμε ότι h(0)=f(0)-4  και h(1)=f(1)-8.

Οι παραπάνω τιμές τις h αποδεικνύονται ετερόσημες (και μη μηδενικές) (με τη βοήθεια του συνόλου τιμών 
[image: image624.wmf]5f(x)6
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).

Επομένως h(0)h(1)<0…….

ΆΣΚΗΣΗ 15  Έστω συνάρτηση 
[image: image625.wmf]f:[2,4][2,4]

®

. Να δείξετε ότι το γράφημά της τέμνει την  παραβολή  y = 2x2-3x  σ’ ένα  

                     τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο [2,4).

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-y=f(x)- 2x2 +3x  ορισμένη και συνεχής στο [2,4].
Παρατηρούμε ότι h(2)=f(2)-2
[image: image626.wmf]³

0  και h(4)=f(4)-20<0

Άρα h(2)h(4)
[image: image627.wmf]0

£


· Αν h(2)h(4)=0
[image: image628.wmf]Û

h(2)=0 τότε η εξίσωση h(x)=0
[image: image629.wmf]Û

f(x)=y έχει ρίζα την x=2. Δηλαδή τα δύο γραφήματα τέμνονται στο αριστερό άκρο του διαστήματος.

· Αν h(2)h(4)<0 τότε εφαρμόζεται Bolzano για την h(x) στο [2,4] και άρα υπάρχει ρίζα της h(x)=0
[image: image630.wmf]Û

f(x)=y στο (2,4).
Άρα σε κάθε περίπτωση οι δύο γραφικές παραστάσεις τέμνονται σε σημείο με τετμημένη στο διάστημα [2,4).

ΆΣΚΗΣΗ 16  Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις f, g με κοινό πεδίο ορισμού [2,3] και κοινό πεδίο τιμών [0, 2]. Αν για την g ισχύει 

                        
[image: image631.wmf]|g(2)||g(3)2|0

+-=

 ν’ αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις τους τέμνονται τουλάχιστο σ’ ένα σημείο.

Λύση
Από τα δεδομένα προκύπτει g(2)=0  και g(3)=2.
 Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-g(x)  ορισμένη και συνεχής στο [2,3].

Είναι h(2)=f(2)
[image: image632.wmf]0

³

  και  h(3)=f(3)-2
[image: image633.wmf]0

£

 (όπως προκύπτει απ’ το σύνολο τιμών 0
[image: image634.wmf]f(x)2

££

 για κάθε x στο [2,3])

Άρα h(2)h(3) 
[image: image635.wmf]0

£


Διακρίνουμε περιπτώσεις όπως παραπάνω………
ΆΣΚΗΣΗ 17  Να δειχθεί ότι οι παρακάτω συναρτήσεις έχουν ρίζες χωρίς όμως να πληρούν τις συνθήκες του θ. Bolzano
                        α) 
[image: image636.wmf]3
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 στο διάστημα [0,4]                β) f(x)= x3-x     στο διάστημα   [
[image: image637.wmf]1

2

-

,2]
Λύση
Οι τιμές στα άκρα των διαστημάτων είναι ομόσημες.
ΆΣΚΗΣΗ 18  Αν η f είναι συνεχής στο [0,π] και ισχύει συν3x+f2(x)=1για κάθε  
                        x
[image: image638.wmf]Î

[0,π], να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,π).

Λύση
Έστω ότι η συνεχής συνάρτηση f δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,π). Τότε θα υπήρχαν x1, x2 ώστε f(x1)f(x2)
[image: image639.wmf]£

0. 
· Αν f(x1)f(x2)<0 από θεώρημα Bolzano θα υπάρχει ξ στο (x1,x2)
[image: image640.wmf]Ì

(0,π) ώστε f(ξ)=0. Η αρχική σχέση για x=ξ δίνει συν3ξ=1
[image: image641.wmf]Û

συνξ=1
[image: image642.wmf]Û

ξ=0 (άτοπο).
· Αν f(x1)f(x2)=0 τότε f(x1)=0 ή f(x2)=0 και η αρχική για x=x1 ή x=x2 δίνει πάλι άτοπο. 

Άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,π).

ΆΣΚΗΣΗ 19  Για τη συνάρτηση f : 
[image: image643.wmf](1,)
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 ισχύει ότι 
[image: image644.wmf]2
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                        για κάθε x
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.   Να δειχθεί ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο 
[image: image646.wmf])
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+¥

. (Σελ. 176 Aligniac)

Λύση
Απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουμε ότι δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  
[image: image647.wmf](1,)

+¥

. Τότε θα υπήρχαν x1, x2 εντός του  
[image: image648.wmf](1,)

+¥

ώστε να ήταν  f(x1)f(x2) 
[image: image649.wmf]£

0.
Αν  f(x1)f(x2) <0  με βάση το Θ. Bolzano υπάρχει ρίζα στο (x1, x2)
[image: image650.wmf]Ì

 
[image: image651.wmf](1,)
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 δηλαδή f(x0)=0 για κάποιο x0 του (x1, x2). Η αρχική για x=x0 δίνει μετά από πράξεις x0=1 ήx0=0  (άτοπο γιατί x0>1)
Αν  f(x1)f(x2) =0  
[image: image652.wmf]Û

 f(x1)=0 ή f(x2) =0 . Η αρχική θέτοντας διαδοχικά x=x1 ή x=x2 δίνει άτοπα.  
ΆΣΚΗΣΗ 20  Να βρείτε το πρόσημο των τιμών των συναρτήσεων 
                        α) f(x)= ημx-συνx , για όλες τις τιμές του x ,όταν x
[image: image653.wmf]Î

[0,2π]

                        β) f(x)=x3-3x2-4x+12 , για όλες τις τιμές του x
[image: image654.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image655.wmf]¡

.
Λύση
Α) 

· Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης ημx-συνx=0 στο διάστημα 
[image: image656.wmf]Î

[0,2π].
· Τοποθετούμε τις ρίζες και το διάστημα του πεδίου ορισμού χωρίζοντας το πεδίο ορισμού σε διαστήματα.
· Επιλέγουμε έναν αριθμό x0 σε κάθε διάστημα και  βρίσκουμε το f(x0).
· To πρόσημο του f(x0) , είναι και το πρόσημο της  f στο αντίστοιχο διάστημα
Β) 
Ομοίως
ΆΣΚΗΣΗ 21  Έστω η συνεχής f :
[image: image657.wmf]®

¡¡

 με f(2)=1 και 1, 4 είναι διαδοχικές  ρίζες της εξίσωσης f(x)=0. Να βρείτε το
[image: image658.wmf]3

x

lim[(1f(3))x2x3]

®-¥

+-+

.

(Υπόδειξη: Βρίσκω το πρόσημο του συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου του πολυωνύμου και κατ’ επέκταση της τιμής f(3))
Λύση
Η f διατηρεί πρόσημο μεταξύ των διαδοχικών ριζών της 1 και 4, αφού είναι συνεχής. Επειδή f(2)=1 θα είναι θετική στο (1,4). Επομένως ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι 1+f(3)>0. Άρα το όριο είναι το 
[image: image659.wmf]-¥


[image: image834.wmf]0
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ΆΣΚΗΣΗ 22  Έστω f συνεχής στο [-2,2]  με x2+f2(x)=4 για κάθε  x
[image: image660.wmf]Î

[-2,2]

                        α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης f(x) = 0 (Υπόδειξη: Υποθέτω ότι 
                               υπάρχει
[image: image661.wmf]0

x[2,2]

Î-

 με 
[image: image662.wmf]0

f(x)0

=

 και θέτω x=x0 στη σχέση της f)
                        β) Να δείξετε ότι η f διατηρεί πρόσημο στο διάστημα (-2,2).

                        γ) Ποιος μπορεί να είναι ο τύπος και η γραφική παράσταση της f;

                        δ) Αν f(1 )=
[image: image663.wmf]3

-

  να βρείτε την f(x).

Λύση
Α) Υποθέτω ότι υπάρχει
[image: image664.wmf]0

x[2,2]

Î-

 με 
[image: image665.wmf]0

f(x)0

=

 και θέτω x=x0 στη σχέση της f. Για  x=x0  η αρχική σχέση δίνει 
[image: image666.wmf]0

x2

=

 ή 
[image: image667.wmf]0

x2

=-

.

Β) Επειδή η f συνεχής στο [-2,2] και οι αριθμοί 
[image: image668.wmf]0

x2

=

 ή 
[image: image669.wmf]0

x2

=-

 είναι διαδοχικές ρίζες της f  θα είναι  f(x)
[image: image670.wmf]0

¹

στο (-2,2) επομένωςθα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (-2,2).

Γ) Λύνουμε ως προς f(x) και συμπεραίνουμε ότι f(x)=
[image: image671.wmf]2
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-

 x
[image: image672.wmf]Î

[-2,2] ή   f(x)=
[image: image673.wmf]2

4x

--

, x
[image: image674.wmf]Î

[-2,2]ή και οι δύο τύποι ταυτόχρονα. 

Δ) Επειδή f(1 )=
[image: image675.wmf]3

-

  είναι f(x)<0 στο (-2,2) επομένως f(x)=
[image: image676.wmf]2

4x

--

, x
[image: image677.wmf]Î

[-2,2].
ΆΣΚΗΣΗ 23  Αν η f είναι συνεχής στο [-α,α] και ισχύει β2x2+α2f2(x) = α2β2  όπου α > β > 0 τότε:

i)Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης f(x)=0. ii) Να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα (-α,α).

    iii)  Να βρείτε τον πιθανό τύπο της f.
Λύση
Α) Ομοίως με προηγούμενη άσκηση βρίσκουμε ότι οι ρίζες της f(x)=0 είναι x=α ή x=-α.
Β) Επειδή  η f συνεχής και οι αριθμοί x=α ή x=-α είναι διαδοχικές ρίζες της f  θα είναι f(x)
[image: image678.wmf]0

¹

στο (-α, α) επομένως διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (-α, α).

Γ) Λύνουμε ως προς f(x) και παίρνουμε 
[image: image679.wmf]22

f(x)x

b

=a-

a

   ή   
[image: image680.wmf]22

f(x)x

b

=-a-

a

.
Η γραφική παράσταση είναι ημιέλλειψη με τις εστίες στον x΄x διότι α>β και το α2 είναι παρονομαστής στο x2.
ΆΣΚΗΣΗ 24  Αν για την f :
[image: image681.wmf]®

¡¡

 ισχύει  f(1)+2f(2)+3f(3)=0  και  f(x)
[image: image682.wmf]¹

0  για κάθε x
[image: image683.wmf]Î

¡

, να δείξετε ότι η f  δεν είναι συνεχής.                    

                        (Υπόδειξη: Αποκλείεται όλες οι τιμές ομόσημες. Αλλιώς απαγωγή σε άτοπο, και συνδυασμός ΘΜΕΤ, ΘΕΤ, Θ. Bolzano).
Λύση
· Η f δεν μηδενίζεται για κάθε x
[image: image684.wmf]Î

¡

 και υπάρχουν δύο τιμές από τις f(1), f(2), f(3) ετερόσημες . Επομένως η f όχι συνεχής.
· Αλλιώς 

Έστω ότι η f είναι συνεχής και f(x)
[image: image685.wmf]¹

0  για κάθε x
[image: image686.wmf]Î

¡

. Τότε θα διατηρεί πρόσημο στο 
[image: image687.wmf]¡

. Επομένως  για τις  τιμές θα ισχύει f(1)+2f(2)+3f(3)>0 ή f(1)+2f(2)+3f(3)<0 (άτοπο)

· Αλλιώς 
Έστω ότι η f είναι συνεχής και  f(1)+2f(2)+3f(3)=0. Η τελευταία σημαίνει ότι υπάρχουν δύο απ’ τις τρεις τιμές που είναι ετερόσημες. Άρα με βάση τον Bolzano η f θα μηδενίζεται κάπου. (άτοπο γιατί f(x)
[image: image688.wmf]¹

0  για κάθε x
[image: image689.wmf]Î

¡

) 
ΆΣΚΗΣΗ 25  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=xex+1-x2+x+1. [image: image835.wmf]0
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Να δειχθεί ότι υπάρχουν 
                        x1, x2, x3
[image: image690.wmf]Î

[-1,0] ώστε τα σημεία A(x1,-1), B(x2,0), Γ(x3,1) να  
                        ανήκουν στην γραφική παράσταση της f. 
Λύση
Θέλουμε να αποδείξουμε ότι υπάρχουν x1, x2, x3
[image: image691.wmf]Î

[-1,0] ώστε  f(x1)=-1, f(x2)=0
και f(x3)=1 δηλαδή αν οι αριθμοί -1, 0, 1 είναι τιμές της συνάρτησης όταν x
[image: image692.wmf]Î

[-1,0].

Είναι f(-1)=-2 και f(0)=1

Επειδή η f είναι συνεχής στο [-1,0] (ως συνεχής στο
[image: image693.wmf]¡

) και f(-1)
[image: image694.wmf]¹

f(0) τότε θα παίρνει και όλες τις ενδιάμεσες τιμές μεταξύ των       f(-1)= -2 και f(0)=1 άρα θα παίρνει και τις τιμές -1, 0,  και προφανώς την ακραία τιμή 1. Δηλαδή υπάρχουν x1, x2, x3  όπου x3=0  ώστε (x1)=-1, f(x2)=0 και f(x3)=1 δηλαδή τα σημεία A(x1,-1), B(x2,0), Γ(x3,1) να  ανήκουν στην γραφική παράσταση της f. 
ΆΣΚΗΣΗ 26  Έστω η συνεχής συνάρτηση  f:[1,3]
[image: image695.wmf]®

¡

 με 
[image: image696.wmf]x1

limf(x)2

®

=

 και f(1)f(3)=10. Nα δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 4 έχει μία 

                         τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (1,3). (Υπόδειξη: Βρίσκω τις τιμές f(1), f(3))
Λύση
Αφού η f είναι συνεχής στο 1 θα ισχύει από ορισμό συνέχειας σε σημείο ότι 
[image: image697.wmf]x1

limf(x)f(1)

®

=Û

f(1)=2

.

Επομένως απ’ τη σχέση f(1)f(3)=10 
[image: image698.wmf]Þ

f(3)=5

.

Αφού η 
[image: image699.wmf][

]

f

ή  1,3

f(1)f(3)
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 από ΘΕΤ θα παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ των f(1)=2 και f(3)=5. 
Επομένως, επειδή ο αριθμός 4 είναι μεταξύ των τιμών 2 και 5 θα υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image700.wmf](1,3)

Î

 ώστε f(x0) = 4, δηλαδή η εξίσωση f(x) = 4 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (1,3)
Αλλιώς
Μπορεί να σκεφθούμε να εφαρμόσουμε Bolzano για τη συνάρτηση g(x)=f(x)-4, συνεχής στο [1,3].

Όμως πάλι πρέπει να βρούμε τις τιμές f(1), f(3) οπότε αν δεν σκεφθούμε το ΘΕΤ για την f συνεχίζουμε με BOLZANO για την g.

[image: image836.wmf]0
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ΆΣΚΗΣΗ 27  Έστω f συνεχής  μη σταθερή συνάρτηση f:[2,4] 
[image: image701.wmf]®

¡

. Nα δείξετε ότι
              υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 
[image: image702.wmf]Î

[2,4]  τέτοιος ώστε να ισχύει f(x0)=
[image: image703.wmf]f(2)+2f(3)+3f(4)

6


Λύση
Αφού η f συνεχής στο [2,4] θα παίρνει στο [2,4] μια μέγιστη τιμή και μια ελάχιστη τιμή Μ, m αντίστοιχα δηλαδή υπάρχουν x1, x2 στο [2,4]  ώστε f(x1)=m και f(x2)=M. (Επειδή η f δεν είναι σταθερή θα είναι 
[image: image704.wmf]mM

¹

και το σύνολο τιμών της f με πεδίο ορισμού το [2,4] είναι το διάστημα [μ, Μ].

Επομένως 
[image: image705.wmf]mf(2)Mmf(2)M

mf(3)M2m2f(3)2M

mf(4)M3m3f(4)3M
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image707.wmf]f(2)2f(3)3f(4)
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Εδώ μπορούμε να συνεχίσουμε με δύο τρόπους:

1ος τρόπος (Ενδείκνυται)
Αφού ο αριθμός  
[image: image708.wmf]f(2)2f(3)3f(4)

6

++

ανήκει στο σύνολο τιμών [μ, Μ] της f στο [2,4] θα υπάρχει προφανώς ένα τουλάχιστον            x0 
[image: image709.wmf]Î

[2,4]  τέτοιος ώστε να ισχύει f(x0)=
[image: image710.wmf]f(2)+2f(3)+3f(4)

6

.

2ος τρόπος

Αφού f συνεχής στο [2,4] άρα και στο [x1, x2]
[image: image711.wmf]Ì

[2,4] με f(x1)=m 
[image: image712.wmf]¹

 f(x2)=M, και ο αριθμός 
[image: image713.wmf]f(2)2f(3)3f(4)

6
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 είναι μεταξύ των τιμών f(x1)=m  και  f(x2)=M, τότε από ΘΕΤ  θα υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0 
[image: image714.wmf]Î

[2,4]  τέτοιος ώστε να ισχύει f(x0)=
[image: image715.wmf]f(2)+2f(3)+3f(4)

6

.

[image: image837.wmf]x
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ΆΣΚΗΣΗ 28  Να βρείτε το σύνολο τιμών των παρακάτω συναρτήσεων 

                    α) f(x)=
[image: image716.wmf]5xx+2

--

  στο [-2,5]

                    β) f(x)= x+3-συνx  στο [0,π]

                    γ) f(x)=e-x-lnx 

Λύση
α) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού το οποίο εδώ δίνεται το [-2,5].
Βρίσκουμε την μονοτονία της f με τον ορισμό θεωρώντας δύο τυχαία στοιχεία x1<x2 του πεδίου ορισμού και σχηματίζοντας τις τιμές f(x1), f(x2) με ιδιότητες ανισοτήτων. Εδώ βρίσκουμε ότι 
[image: image717.wmf]f

]

στο [-2,5].
Επομένως το σύνολο τιμών είναι το 
[image: image718.wmf](

)

[

]

f[2,5]f(5),f(2)

-=-

=
[image: image719.wmf][7,0]
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Β) Βρίσκουμε την μονοτονία της f με τον ορισμό θεωρώντας δύο τυχαία στοιχεία x1<x2 του πεδίου ορισμού [0,π] και σχηματίζοντας τις τιμές f(x1), f(x2) με ιδιότητες ανισοτήτων και επισημαίνοντας ότι η συνx 
[image: image720.wmf]]

στο [0,π].

Τελικά η f 
[image: image721.wmf]Z

 στο [0,π] επομένως το σύνολο τιμών είναι το 
[image: image722.wmf](

)

[

]

f[0,]f(0),f()

p=p

=[2, π+4]

Γ) Το πεδίο ορισμού της f είναι το 
[image: image723.wmf](0,)

+¥

. Η μονοτονία της f αποδεικνύεται εύκολα με τον ορισμό θεωρώντας γνωστή τη μονοτονία της εκθετικής και λογαριθμικής συνάρτησης. Τελικά 
[image: image724.wmf]f

]

 στο 
[image: image725.wmf](0,)
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, επομένως το σύνολο τιμών της είναι: 
[image: image726.wmf](
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ΆΣΚΗΣΗ 29  Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μοναδική ρίζα

                       α) Η εξίσωση  x3 +5x-2009=0  στο 
[image: image728.wmf]¡


                       β) Η εξίσωση   2x+x=0  στο  [-1,+
[image: image729.wmf]¥

)

                       γ) Η εξίσωση   συνx-x+1=0  στο (0,
[image: image730.wmf]2

p

) 
Λύση

Α) Η f είναι συνεχής στο 
[image: image731.wmf]¡

 ως πολυωνυμική και αποδεικνύεται ότι η f
[image: image732.wmf]Z

 σε όλο το 
[image: image733.wmf]¡

 (με παράγωγο ή με ορισμό). 
Μπορούμε να δείξουμε ότι έχει τουλάχιστον μία ρίζα με ΠΡΟΦΑΝΗ ΡΙΖΑ  ή  BOLZANO  ή  ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ.
· ΠΡΟΦΑΝΗ ΡΙΖΑ δεν έχει.

· Για BOLZANO πρέπει να ψάξουμε να βρούμε δύο ετερόσημες τιμές (όχι τετριμμένο εδώ)

· Άρα βρίσκω το ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ  της f  (γνωρίζοντας ότι η f συνεχής  και 
[image: image734.wmf]Z

 στο 
[image: image735.wmf]¡

).

Τελικά το σύνολο τιμών είναι 
[image: image736.wmf](
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Επειδή το μηδέν ανήκει στο σύνολο τιμών της f θα έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο πεδίο ορισμού και επειδή η f 
[image: image737.wmf]Z

 στο 
[image: image738.wmf]¡

 θα είναι μοναδική.
Β) Η f είναι συνεχής στο [-1,+
[image: image739.wmf]¥

) και αποδεικνύεται (με ορισμό) ότι η f 
[image: image740.wmf]Z

στο [-1,+
[image: image741.wmf]¥

) . Επομένως το σύνολο τιμών της είναι  
[image: image742.wmf](
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[image: image743.wmf]1
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Το σύνολο τιμών περιέχει το μηδέν επομένως η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο πεδίο ορισμού της η οποία λόγω της μονοτονίας της είναι μοναδική.

Γ)  Η f είναι συνεχής στο (0,
[image: image744.wmf]2

p

)  και αποδεικνύεται (με ορισμό) ότι η f 
[image: image745.wmf]]

στο (0,
[image: image746.wmf]2

p

). Επομένως η εικόνα του ανοιχτού διαστήματος (0,
[image: image747.wmf]2
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) είναι το σύνολο 
[image: image748.wmf]x0
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[image: image749.wmf]2
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Το σύνολο τιμών περιέχει το μηδέν επομένως η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο πεδίο ορισμού της η οποία λόγω της μονοτονίας της είναι μοναδική.

ΆΣΚΗΣΗ 30  Δίνεται η συνάρτηση f: (0,1]
[image: image750.wmf]®

¡

 με f(x) =
[image: image751.wmf]1

x

- lnx
                       α) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f.
                       β) Να δειχθεί ότι υπάρχει ακριβώς ένα ξ
[image: image752.wmf]Î

(0,1] τέτοιο ώστε 2ξlnξ =2-3ξ.
Λύση
Α)

Η f είναι ορισμένη και συνεχής στο (0,1] και (με ορισμό) αποδεικνύεται ότι 
[image: image753.wmf]f

]

 στο  (0,1]. Επομένως το σύνολο τιμών της για x
[image: image754.wmf]Î

(0,1] είναι το 
[image: image755.wmf](
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=
[image: image756.wmf][1,)

+¥

.
Β)
1ος τρόπος BOLZANO**

Για να εφαρμόσω BOLZANO  στο (0,1] δεν έχω συνέχεια σε κλειστό διάστημα και δεν ορίζεται η f(0). Εκμεταλλευόμαστε όμως το πρόσημο του ορίου κοντά στο μηδέν!!! Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=2xlnx+3x-2. Το όριο στο 0 παρουσιάζει απροσδιόριστη μορφή 
[image: image757.wmf]0

×¥

. Για να ξεπεράσω τον σκόπελο αυτό μετασχηματίζω την εξίσωση σε  μία ισοδύναμη. 
Είναι 2xlnx=2-3x
[image: image758.wmf]2
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[image: image759.wmf]2
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 (διαιρέσαμε και τα δύο μέλη με x
[image: image760.wmf]0

¹

). 
Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)= 
[image: image761.wmf]2

2lnx3

x

-+


Είναι 
[image: image762.wmf]x0

limg(x)

+

®

=-¥

 επομένως υπάρχει αριθμός x1 κοντά στο 0 με x1>0 ώστε g(x1)<0. Ακόμη g(1)=1>0 .

Επομένως τώρα μπορεί να εφαρμοστεί BOLZANO στο [x1,1].
2ος τρόπος Εφαρμόζω ΘΕΤ ή ιδιότητα του ΣΥΝΟΛΟΥ ΤΙΜΩΝ.

Η δοσμένη ισότητα μετασχηματίζεται με πράξεις στην 
[image: image763.wmf]13

ln

2

-x=

x

 (διαιρέσαμε με ξ
[image: image764.wmf]¹

0). Θεωρούμε τη συνάρτηση  f(x) =
[image: image765.wmf]1

x

- lnx και δείχνουμε αρχικά ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ
[image: image766.wmf]Î

(0,1] τέτοιο ώστε f(ξ) =
[image: image767.wmf]3

2

. 
Επειδή το 
[image: image768.wmf]3

[1,)

2

Î+¥

που είναι το σύνολο τιμών της f στο (0,1] τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ
[image: image769.wmf]Î

(0,1] τέτοιο ώστε f(ξ) =
[image: image770.wmf]3

2

.

Επειδή η 
[image: image771.wmf]f

]

 στο  (0,1] είναι μοναδικό.


ΆΣΚΗΣΗ 31  α)Nα δειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
                            f(x)=ex  και  g(x) =
[image: image772.wmf]1

x

, έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο.

                       β)Έστω συνάρτηση f είναι συνεχής στο R για την οποία  

                            η γραφική της παράσταση διέρχεται απ’ το Α(0,5) και  

                          
[image: image773.wmf]x

limf(x)2

®+¥

=

. Να δείξετε ότι το γράφημα της f τέμνει το 

                             γράφημα της 
[image: image774.wmf]x

1

g(x)e

x

=-

 σ’ ένα τουλάχιστον σημείο 

                             με θετική τετμημένη.  
Λύση
Α) Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-g(x)= ex -
[image: image775.wmf]1

x

 ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image776.wmf](,0)(0,)

-¥È+¥

.
[image: image777.png]



Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της h(x) σε κάθε διάστημα του πεδίου ορισμού χωριστά αφού πρώτα βρεθεί η μονοτονία της h(x) κάθε διάστημα του πεδίου ορισμού χωριστά. Αποδεικνύεται (με ορισμό) ότι σε κάθε διάστημα η f 
[image: image778.wmf]Z

. (Στην ένωση των διαστημάτων δεν είναι 
[image: image779.wmf]Z

 διότι υπάρχουν x1<0<x2 με h(x1)>h(x2). 
Τελικά 
[image: image780.wmf](

)

h(,0)(0,)

-¥=+¥

 και 
[image: image781.wmf](

)

h(0,)(,)

+¥=-¥+¥

. Το δεύτερο μόνο σύνολο περιέχει το μηδέν επομένως η h έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image782.wmf](0,)

+¥

 και επειδή είναι h
[image: image783.wmf]Z

 στο 
[image: image784.wmf](0,)

+¥

 θα είναι και μοναδική. Επομένως οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f(x)=ex  και  g(x) =
[image: image785.wmf]1

x

, έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο.

Β)  Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-g(x)=f(x)
[image: image786.wmf]x

1

e

x

-+

 ορισμένη και συνεχής στο 
[image: image787.wmf](,0)(0,)

-¥È+¥

.

Προσπαθούμε να εφαρμόσουμε BOLZANO αλλά δεν δίνεται συγκεκριμένο κλειστό διάστημα παρά μόνο η έκφραση «τα γραφήματα των f, g τέμνονται σ’ ένα τουλάχιστον σημείο με θετική τετμημένη». Δίνεται δηλαδή το ανοιχτό διάστημα 
[image: image788.wmf](0,)

+¥

.

Εμείς θα βρούμε ένα κλειστό διάστημα υποσύνολο του 
[image: image789.wmf](0,)

+¥

 ώστε να εφαρμόζεται BOLZANO.

Είναι 

· 
[image: image790.wmf]0
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  επομένως υπάρχει x1>Μ1>0  ώστε f(x1) < 0    (Μ1 οσοδήποτε μεγάλο)

· 
[image: image791.wmf]xx
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 επομένως υπάρχει x2<Μ2<0  ώστε f(x1) < 0    (Μ2 οσοδήποτε μικρό)

Επομένως εφαρμόζεται BOLZANO στο διάστημα [x1,x2]
[image: image792.wmf](0,)

Ì+¥

……..

ΆΣΚΗΣΗ 32  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση lnx = x2 – 4x + 2 
                        έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα (0,1).

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = lnx - x2 + 4x - 2 ορισμένη και συνεχής 

στο 
[image: image793.wmf](0,)

+¥

.

Επειδή δεν μπορεί να εφαρμοσθεί BOLZANO κατευθείαν στο (0,1) 

Εκμεταλλευόμαστε το πρόσημο του ορίου στο 0.
Είναι 
[image: image794.wmf]x0

limf(x)

+

®

=-¥

 . Τότε υπάρχει x1>x0 ώστε f(x1) < 0 .

Ακόμη είναι f(1)=1>0

Επομένως εφαρμόζεται BOLZANO στο [x1,1]
[image: image795.wmf](0,1]

Ì

   
ΆΣΚΗΣΗ 33 Έστω η συνάρτηση f: 
[image: image796.wmf]®

¡¡

 συνεχής με f(x)=x3+αx2+β,

                        με β > 0 και α+β <
[image: image797.wmf]1

-

. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
                        f(x) = 0 έχει τρεις ρίζες πραγματικές. 

                       (Υπόδειξη Βρείτε πρώτα τις τιμές f(0), f(1)).
Λύση
Είναι f(0)>0, f(1)<0.
Ακόμη επειδή 
[image: image798.wmf]x

limf(x)
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υπάρχει x1<M1<0 ώστε f(x1)<0

Και επειδή 
[image: image799.wmf]x

limf(x)

®+¥

=+¥

 υπάρχει x2>M2>0 ώστε f(x2)>0.

Εφαρμόζεται τώρα Bolzano στα διαστήματα : [x1,0], [0,1], [1,x2].

Επομένως βρίσκουμε τρεις τουλάχιστον πραγματικές ρίζες της f(x), μία τουλάχιστον σε καθένα διάστημα.
Επειδή όμως η f(x) είναι πολυώνυμο 3ου βαθμού έχει το πολύ τρεις πραγματικές ρίζες.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η f(x)=0 έχει τρεις ακριβώς πραγματικές ρίζες.
  και ένα πρόβλημα σταθερού σημείου …

ΆΣΚΗΣΗ 34   Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image800.wmf]x
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a) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f
b) Αν Μ είναι σημείο της καμπύλης της f με τετμημένη x στο διάστημα [1,2], και Α, Β οι προβολές του στους        άξονες των x και y αντίστοιχα, να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου ΟΑΜΒ και το εμβαδόν Ε1           τετραγώνου πλευράς ΟΜ, όπου Ο η αρχή των αξόνων.

c) Να δείξετε ότι υπάρχει σημείο Μ ώστε Ε2 = Ε1.
Υπόδειξη:

i) Η γραφική παράσταση είναι συμμετρική της εκθετικής συνάρτησης ex ως προς τον x΄x.

ii)Είναι Α(x,0) και Β(0,- ex). Άρα Ε(ΟΑΜΒ)=…….. και  Ε1=(ΟΜ)2=(ΟΑ)2+(ΟΒ)2 = …….
iii) Εστω g(x)= Ε2-Ε1 για την οποία εφαρμόζω ΘBolzano στο [1,2].
Λύση
a) Η γραφική παράσταση είναι συμμετρική της εκθετικής συνάρτησης ως προς τον οριζόντιο άξονα.

b) Οι συντεταγμένες των κορυφών του ορθογωνίου ΟΑΜΒ είναι O(0,0), Α(x,0), M(x,-ex), B(-ex,0).
    Το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι Ε(x)=xex  και 
    Tο εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΟΜ είναι Ε1(x) = (OM)2 = (OA)2 + (OB)2 = x2+e2x. 
c) Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=E2(x)-E1(x)=x2e2x- x2-e2x ορισμένη στο [1,2] στο οποίο είναι και συνεχής.

    Είναι g(1)=-1<0 και g(2)>0

   Επομένως εφαρμόζεται BOLZANO για την g(x) στο [1,2] και προκύπτει το ζητούμενο. 
[image: image801.png]



ΆΣΚΗΣΗ 30 
Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image802.wmf]1

f(x)x2

lnx

=-+

, x
[image: image803.wmf]Î

(0,1).

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση (x+1)lnx = 1 είναι αδύνατη στο (0,1).

ΆΣΚΗΣΗ  (φηφιακή Τεύχος 10 άσκηση 10) (ΘΕΤ)
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image804.wmf]®

¡¡

 για την οποία ισχύουν: f(1)=3 και f(f(x))+f(x)=8, για κάθε x
[image: image805.wmf]Î

¡

(1). Να δείξετε ότι:

i) Η  f  δεν είναι 1-1.

ii) Υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image806.wmf]Î

(1,3) τέτοιο ώστε g(x0) = 6,  όπου g(x) = f(x)+x.

iii) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο   Α(3.01,  4.99).

ΆΣΚΗΣΗ 28
Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image807.wmf]x
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, α > 0.

i) Να βρείτε την τιμή του α ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής.

ii) Για την τιμή του α του προηγούμενου ερωτήματος, να αποδείξετε ότι η εξίσωση αx+2=ln(x+1) έχει μία ακριβώς θετική ρίζα.

ΆΣΚΗΣΗ 28
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: [1,2]
[image: image808.wmf]®

¡

 και οι μιγαδικοί  

z1 = 1+2i και z2 = f(1)+f(2)i, f(2)
[image: image809.wmf]¹

0. Αν z1·
[image: image810.wmf]2

z

φανταστικός, τότε:

i) Να δείξετε ότι η  f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (1,2).

ii) Αν η f είναι και γνησίως μονότονη και f(2) < 0, να δείξετε

a) f(x) ≤ f(1), για κάθε x
[image: image811.wmf]Î

[1,2].

η γραφική παράσταση της f έχει μόνο ένα κοινό σημείο με την ευθεία 
[image: image812.wmf]f(2)

y

2

=-

.
ΆΣΚΗΣΗ 44   Άσκηση 34 (Δ)

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image813.wmf]®

¡¡

 για την οποία ισχύει f(x2
[image: image814.wmf]-

2x)+f(x)=3x2
[image: image815.wmf]-

3x+8, x
[image: image816.wmf]Î

¡

(1). Να δείξετε ότι: 

i) Υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image817.wmf]Î

(0,2) τέτοιο ώστε f(x0) = x0+5.

ii) Η ευθεία y = c με c
[image: image818.wmf]Î

(1,13) έχει με την γραφική παράσταση της f  ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τετμημένη x1
[image: image819.wmf]Î

 (
[image: image820.wmf]-

1,3).

ΆΣΚΗΣΗ 52   ΑΣΚΗΣΗ 14
Δίνονται οι θετικοί αριθμοί α,β με α<β και η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image821.wmf]®

¡¡

, τέτοια ώστε να ισχύουν: f(α) = 2β, f(β) = 2α και 
|f(x)| < 2012 για κάθε x
[image: image822.wmf]Î

¡

.
i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2x = f(β)ημx+f(α) έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,α+β].
ii) Αν η f είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα Δ=[α,β] τότε:

a. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός ξ
[image: image823.wmf]Î

(α,β) τέτοιος ώστε f(ξ) = α+β.

b. Να αποδείξετε ότι η Cf της f τέμνει την y = 2x σ’ ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη x0
[image: image824.wmf]Î

(α,β).

iii) Να υπολογίσετε το 
[image: image825.wmf]x
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iv) Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση h: 
[image: image826.wmf]®

¡¡

 τέτοια ώστε f(x)
[image: image827.wmf]-

h(x) = 2004x, για κάθε x
[image: image828.wmf]Î

¡

. Υποθέτουμε ακόμη ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει δύο λύσεις ετερόσημες ρ1, ρ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση h(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα (ρ1, ρ2).

ΆΣΚΗΣΗ 54  ΑΣΚΗΣΗ 14  (ψηφιακή επανάληψη)

Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = 3ln2x+e3x + 4x
[image: image829.wmf]-

2.
i) Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία την f.

ii) Να υπολογίσετε τα όρια: 
[image: image830.wmf]x0

f(x)

lim

®

και 
[image: image831.wmf]x

f(x)

lim

®+¥

.
iii) Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image832.wmf]3

2

f(x)e

=

.

iv) Να βρείτε τον πραγματικό θετικό αριθμό μ για το οποίο    ισχύει: 
[image: image833.wmf]2
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.
►Εύρεση του τύπου συνεχούς συνάρτησης f  σε διάστημα 


Θα δίνεται μία σχέση με την f  και θα ζητείται ο τύπος της συνάρτησης f.


i) Λύνουμε ως προς f(x). Aν η λύση «κολλάει» στο     


    πρόσημο της f , πρέπει::


ii) Nα βρούμε από την αρχή το πρόσημο της f, και 


    μετά να λύσουμε ως προς f(x)





►Ύπαρξη ρίζας της εξίσωσης f(x) = κ 


     σε διάστημα [α,β]


Εξετάζουμε αν το κ  είναι μεταξύ των τιμών f(α) , f(β)  της συνεχούς συνάρτησης f


Τότε θα εφαρμόζεται το ΘΕΤ οπότε θα υπάρχει ρίζα της f(x)=κ





► Συνδυασμός του θεωρήματος μέγιστης , ελάχιστης τιμής και του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών ή της ιδιότητας του συνόλου τιμών.





► Εύρεση συνόλου τιμών συνεχούς


Εξετάζουμε την μονοτονία της συνάρτησης


και ανάλογα με το πεδίο ορισμού της, βρίσκουμε το σύνολο τιμών της όπως στον παραπάνω πίνακα





► Μοναδικότητα ρίζας συνάρτησης-εξίσωσης


i) Εξετάζουμε την μονοτονία της συνάρτησης (ή το   


   ‘1-1’) και αν είναι συνεχής βρίσκουμε το σύνολο  


    τιμών της


ii) Βλέπουμε αν το 0 περιέχεται στο σύνολο τιμών ( ή 


     ελέγχουμε αν υπάρχει μία προφανής ρίζα) , οπότε 


     λόγω της μονοτονίας η ρίζα είναι μοναδική.








► Κοινό σημείο γραφικών παραστάσεων


Για να δείξουμε ότι τα διαγράμματα των f , g έχουν κοινά σημεία αρκεί να δείξουμε ότι  η εξίσωση f(x)=g(x) έχει μία τουλάχιστον ρίζα





►Εύρεση πρόσημου της τιμής μιας συνάρτησης από    


    πρόσημο ορίου


Από ιδιότητες ορίων γνωρίζουμε ότι αν το όριο της f  σ’ ένα x0 έχει πρόσημο τότε η f έχει το ίδιο πρόσημο κοντά στο x0 . 


Επομένως:


Αν � EMBED Equation.DSMT4  ��� τότε υπάρχει x1>x0 ώστε f(x1) < 0.


Αν � EMBED Equation.DSMT4  ��� τότε υπάρχει x1<x0 ώστε f(x1) > 0.


Αν � EMBED Equation.DSMT4  ��� τότε υπάρχει x1>x0 ώστε f(x1) < 0    


Αν � EMBED Equation.DSMT4  ��� τότε υπάρχει x1>Μ>0  ώστε f(x1) < 0    κτλ.
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