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Διαβάζουμε: “το όριο της f(x) όταν x τείνει στο x0 είναι
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ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ στο Χ0 (πεπερασμένα)
· ΑΡΙΣΤΕΡΟ όριο στο Χ0:
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Τα πλευρικά όρια είναι διαφορετικά και ένα από αυτά ισούται με το f(x0)
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Τα πλευρικά όρια ​ είναι διαφορετικά και τα δύο διαφορετικά  από το f(x0)
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Τα πλευρικά όρια​ είναι ίσα μεταξύ τους αλλά διάφορα από το f(x0)
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Τα πλευρικά όρια είναι ίσα και η f  δεν ορίζεται στο x0
ΣΧΕΣΗ  ΟΡΙΟΥ  ΚΑΙ ΠΛΕΥΡΙΚΩΝ ΟΡΙΩΝ
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Τα πλευρικά όρια δεν είναι ίδια και δεν υπάρχει f(x0)
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Τα πλευρικά όρια​ είναι ίδια και η f δεν ορίζεται στο x0
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Τα πλευρικά όρια είναι ίδια και η f δεν ορίζεται στο x0
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2) ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ: 
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	ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
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	ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΙΑ
Πολλές φορές στην αναζήτηση ενός ορίου, εφαρμόζοντας τις ιδιότητες οδηγούμαστε σε μη επιτρεπτές πράξεις , όπως π.χ.           (
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   (απροσδιόριστες μορφές) οπότε το όριο δεν προσδιορίζεται άμεσα. Στις περιπτώσεις αυτές κάνουμε άρση της απροσδιοριστίας , εφαρμόζοντας διάφορες τεχνικές ανάλογα με την συνάρτηση και την μορφή της απροσδιοριστίας.

ΠΡΟΣΟΧΗ!!
Όπου , σε εύρεση ενός ορίου , παρουσιάζονται οι παρακάτω πράξεις , είναι επιτρεπτές :
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1)  που σημαίνει ότι το αποτέλεσμα προκύπτει μέσα από κάποια ιδιότητα.  


(§1.4-§1.7) ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΜΕΘΟΔΟΙ ΣΤΑ ΟΡΙΑ 
	ΓΕΝΙΚΟΙ ΚΑΝΟΝΕΣ – ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ

Αν και μπορούμε να αντιμετωπίσουμε τα όρια με έναν ενιαίο τρόπο, θα τα χωρίσουμε σε δύο μεγάλες ομάδες:

Ομάδα Α.   Όταν x
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Ομάδα B.   Όταν x
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Ως πρώτο βήμα  εύρεσης του ορίου μπορούμε να έχουμε το εξής πλάνο:

· Έστω α είναι ένα από τα x0
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· Αν θέλω να βρω το  
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τότε αντικαθιστώ στην f(x) το  x = α και κάνω πρόχειρο υπολογισμό.
·  Αν δεν έχω απροσδιοριστία εφαρμόζω ιδιότητες και βρίσκω το όριο.

·  Αν έχω απροσδιοριστία εφαρμόζω μέθοδο άρσης της απροσδιοριστίας και βρίσκω το όριο.

ΟΜΑΔΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

►Εφαρμογή ιδιοτήτων
Εδώ το όριο υπολογίζεται άμεσα  αφού δεν υπάρχει απροσδιοριστία.
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Στην  ομάδα Α  εφαρμόζονται οι ιδιότητες και 

     κάνουμε αντικατάσταση. 
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Στην ομάδα Β έχουμε υπόψη πως βρίσκουμε:

· Το όριο πολυωνυμικής  (σελίδα 184 σχολικού)
· Το όριο ρητής (σελίδα 185 σχολικού)
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Να βρεθούν τα όρια:

1. 
[image: image440.wmf]x

lim

®-¥

(–3x4 – 2x3+x–1)                  
2. 
[image: image441.wmf]x

lim

®+¥

 (4x3 – 5x2+7x-1)             
3. 
[image: image442.wmf]x

lim

®-¥


[image: image443.wmf]52

2

2x3x2x4

3x5x2

-+-+

+-


4. 
[image: image444.wmf]x

lim

®+¥


[image: image445.wmf]32

32

2x3x2x1

x5x2

+-+

+-

             
5. 
[image: image446.wmf]x

lim

®+¥


[image: image447.wmf]43

3x1

2xxx2

+

--+

             
6. 
[image: image448.wmf]x

lim

®+¥


[image: image449.wmf]42012

(2x3x12011)

+--


7. 
[image: image450.wmf]x

lim

®-¥


[image: image451.wmf]23

(x3x1x2x)

+---

   
8. 
[image: image452.wmf]x

lim

®-¥


[image: image453.wmf]63

62

27x4x1

1

3x8x2

-+

-

+-

æö

ç÷

ç÷

èø

   
9. 
[image: image454.wmf]x

lim

®+¥


[image: image455.wmf]2

3x12

2x3x4

-

-

++

æö

ç÷

èø


10. 
[image: image456.wmf]x

lim

®+¥


[image: image457.wmf]x

lnxe)

(

+

     
	►Απροσδιόριστη μορφή 
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· Αν το x0  μηδενίζει αριθμητή και παρονομαστή, κάνουμε παραγοντοποίηση στους όρους του κλάσματος και αφού διαγράψουμε τους κοινούς παράγοντες βρίσκουμε το όριο.

· Αν υπάρχουν ριζικά , πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με την συζυγή παράσταση , οπότε εμφανίζεται κοινός παράγοντας τον οποίο διαγράφουμε και βρίσκουμε το όριο

Συζυγείς παραστάσεις:
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(όπου α , β ριζικά της ίδιας τάξης).

· Για ριζικά διαφόρων τάξεων εφαρμόζουμε την μέθοδο της αντικατάστασης  ή  την μέθοδο της διάσπασης.

· Στις εκθετικές φτιάχνουμε όλες τις δυνάμεις στη μορφή αx  και κάνουμε την αντικατάσταση y=μx (= η μικρότερη δύναμη) 
· Οι ασκήσεις της ομάδας Β όπου 
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παίρνουν την μορφή 
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  και εξετάζονται στην περίπτωση εκείνη 
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Να βρεθούν τα όρια:
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►Η «ενοχλητική»  μορφή  
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ή  το 
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  ή  δεν θα υπάρχει.

Τι κάνουμε:

· Αν ο παρονομαστής έχει γνωστό πρόσημο κοντά στο x0 , το τελικό όριο είναι το 
[image: image484.wmf]+¥

 ή  το 
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 αναλόγως με τα πρόσημα  των όρων

· Αν το  πρόσημο του παρονομαστή αλλάζει εκατέρωθεν του  x0 , παίρνουμε πλευρικά όρια στο x0 , οπότε το όριο δεν υπάρχει

· Αν το πρόσημο του παρονομαστή δεν προκύπτει άμεσα , τότε παραγοντοποιούμε και απομονώνουμε τον παράγοντα (x-x0) μπροστά από το κλάσμα  (μορφή  
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►Συναρτήσεις με πολλαπλό τύπο
Παρουσιάζουν ενδιαφέρον όταν θέλουμε να βρούμε  όριο σε σημείο  x0 αλλαγής τύπου (κρίσιμο σημείο):

· Βρίσκουμε τα πλευρικά όρια στο x0
       α) Aν είναι ίσα, το όριο υπάρχει

       β) Aν είναι άνισα, το όριο δεν υπάρχει

ΆΣΚΗΣΗ 4Α        Να βρεθούν τα όρια των:
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►Συναρτήσεις με απόλυτα
· Με ένα απόλυτο:

   α) Αν το x0 μηδενίζει το απόλυτο , παίρνουμε  

       πλευρικά όρια στο x0
   β) Αν το x0  δεν μηδενίζει το απόλυτο, 

       περιορίζουμε την συνάρτηση κοντά στο x0 ,  

       και διώχνουμε το απόλυτο.

· Με δύο ή περισσότερα απόλυτα:

      Πρώτα η ενέργεια β) και μετά η α)

· Ομοίως εργαζόμαστε και σε απόλυτα που περιέχουν συναρτήσεις  με γνωστό όριο
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►Τρεις συναρτήσεις –(παρεμβολή) 

Τρεις συναρτήσεις –(παρεμβολή) 

· Αν δίνεται διπλή ανισοτική σχέση , κάνουμε  χρήση του κριτηρίου παρεμβολής 
· Μερικές φορές όταν έχουμε σχέση της μορφής |f(x)| 
[image: image519.wmf]£

g(x) δημιουργούμε εμείς την διπλή ανισότητα , με την γνωστή ιδιότητα των απολύτων τιμών

Συνάρτηση Μηδενικού ορίου επί φραγμένη

Αν μια συνάρτηση είναι γινόμενο δύο συναρτήσεων f, g  για τις οποίες ισχύει ότι: 

· η f έχει όριο μηδέν και  

· η g είναι φραγμένη δηλαδή |g(x)|
[image: image520.wmf]£

M, M > 0 

   τότε με το κριτήριο παρεμβολής αποδεικνύεται ότι: 

· το γινόμενο έχει όριο το μηδέν. 
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4. Αν:  
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5. Αν:  ημx
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6. Αν :  ημx
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1. Αν: x2+2x
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4. Έστω η συνάρτηση g για την οποία 
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►Όριο σύνθετης συνάρτησης 

Εφαρμόζεται συνήθως εκτός των άλλων:

· Σε τριγωνομετρικά όρια που παίρνουν την μορφή 
[image: image551.wmf]ημ(αx)

αx

 

· Σε εκθετικά όρια  eg(x)  οπότε το όριο μεταφέρεται στον εκθέτη , 

Αλλαγή μεταβλητής-αντικατάσταση

Κάνουμε αντικατάσταση στα δύσκολα όρια και ειδικότερα:


[image: image552.wmf]·

Σε τριγωνομετρικά όρια  που έχουν και παραστάσεις του x.


[image: image553.wmf]·

Όταν έχουμε πολλά ριζικά διαφορετικής τάξης.  

    Αντικαθιστούμε 
[image: image554.wmf]yg(x)

k

=

, όπου κ είναι το Ε.Κ.Π. των δεικτών           

    και g(x) η κοινή υπόριζη  ποσότητα.


[image: image555.wmf]·

Όταν έχουμε πολλές εκθετικές δυνάμεις-λογαριθμικές δυνάμεις. 

    Φτιάχνουμε όλες τις δυνάμεις στη μορφή αx  και κάνουμε την 

    αντικατάσταση  y = μx  (= η μικρότερη δύναμη)  
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Να βρεθούν τα όρια
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►Τριγωνομετρικά  όρια

Όταν υπάρχει απροσδιοριστία  προσπαθούμε:

· Να μετασχηματίσουμε κατάλληλα ώστε να εμφανίσουμε παραστάσεις της μορφής 
[image: image568.wmf]ημ(λx)

λx

 (ο παρονομαστής να είναι ίδιος με το τόξο) κ.τ.λ. 

· Να κάνουμε αλλαγή μεταβλητής ώστε να πάρουμε γνωστό όριο

· Να  χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο     παρεμβολής και τις γνωστές ιδιότητες |ημx|
[image: image569.wmf]£

 |x| ,  | ημx|
[image: image570.wmf]£

1 ,  |α+β|
[image: image571.wmf]£

 |α|+|β|  κ.τ.λ.

· Αν χρειαστεί βρίσκουμε το όριο τμηματικά
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 Να βρεθούν τα όρια
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	►Όριο της f από γνωστό όριο μιας άλλης παράστασης  (χρήση βοηθητικής)

· Θέτουμε g(x) την δοσμένη παράσταση 

· Λύνουμε ως προς f(x) και βρίσκουμε το όριο
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1. Αν 
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►Απροσδιόριστη μορφή 
[image: image607.wmf]¥-¥


· Βγάζουμε κοινό παράγοντα την μεγιστοβάθμια δύναμη του x, οπότε παρουσιάζονται οι περιπτώσεις:

a) Προκύπτει η μορφή
[image: image608.wmf]l
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, με
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      Τότε το όριο υπολογίζετε άμεσα από τις ιδιότητες

b) Προκύπτει   η μορφή   0
[image: image613.wmf]×


[image: image614.wmf]¥

 

            Τότε στο αρχικό όριο πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με την 
            συζυγή παράσταση ή αλλιώς αντικατάσταση στον τύπο (Άσκ Α4)
· Όταν έχουμε περισσότερα από δύο ριζικά προσθαφαιρούμε κατάλληλα και το όριο «σπάει» σε περισσότερα όρια και υπολογίζονται όπως παραπάνω.

Παρατήρηση

· Οι ασκήσεις της ομάδας Α , παίρνουν την μορφή 
[image: image615.wmf]α

0

  και εξετάζονται στην περίπτωση εκείνη
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4. 
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Να βρεθούν τα όρια:

1. 
[image: image620.wmf]2
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2. 
[image: image621.wmf]22
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3. 
[image: image622.wmf]22
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4. 
[image: image623.wmf]33
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5. 
[image: image624.wmf]222
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6. 
[image: image625.wmf]x
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(§1.4-§1.7) ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΜΕΘΟΔΟΙ ΣΤΑ ΟΡΙΑ
	 ►Απροσδιόριστη μορφή 
[image: image626.wmf]¥

¥


· Βγάζουμε κοινό παράγοντα από αριθμητή και παρονομαστή την μεγιστοβάθμια δύναμη του x.
· Αν έχουμε ριζικά ,  βγάζουμε έξω από τις ρίζες την μεγιστοβάθμια δύναμη του x και κάνουμε γινόμενο. 

· Τις εκθετικές τις φέρνουμε πρώτα στη μορφή αx οπότε:

      α) Αν 
[image: image627.wmf]x

®+¥

,  βγάζουμε κοινό  παράγοντα την εκθετική με 

          την μεγαλύτερη βάση.

      β) Αν 
[image: image628.wmf]x

®-¥

,  βγάζουμε κοινό  παράγοντα την εκθετική με  

          την μικρότερη βάση.

· Οι ρητές συναρτήσεις  μπορούν να θεωρηθούν απροσδιόριστες μορφές 
[image: image629.wmf]¥

¥
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Να βρεθούν τα όρια:

1. 
[image: image630.wmf]52
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►Συναρτησιακές σχέσεις
Όταν ζητείται το 
[image: image636.wmf]xx

0

limf(x)
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α) Θέτουμε x =x0+h και γίνεται αλλαγή μεταβλητής: x
[image: image637.wmf]®

x0  , h
[image: image638.wmf]®
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β) Στο ζητούμενο όριο γίνεται χρήση της ιδιότητας

  
[image: image639.wmf]xx
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= 
[image: image640.wmf]0
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 και της συναρτησιακής σχέσεως.
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α) Έστω f:
[image: image641.wmf]®

¡¡

 για την οποία ισχύει  f(x+y) = f(x) + f(y) για κάθε x,y
[image: image642.wmf]Î

¡

. Aν 
[image: image643.wmf]x0
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, να βρεθεί το 
[image: image644.wmf]x2
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ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΑ ΟΡΙΑ

Συναρτήσεις με πολλαπλό τύπο

Βρίσκουμε τα πλευρικά όρια στα κρίσιμα σημεία και τα εξισώνουμε
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Να  βρεθεί η τιμή των α , β   ώστε η συνάρτηση:

1. 
[image: image645.wmf]2
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    να έχει όριο στο 3 και η Cf να διέρχεται από το Μ(2,1)

2. 
[image: image646.wmf]2
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     να έχει 
[image: image647.wmf]x1
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3. 
[image: image648.wmf]2
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  να έχει όριο στο x=2, x=4.

►Εύρεση παραμέτρου για να υπάρχει το όριο

Κάποιες τεχνικές:

· Αν η f είναι ρητή συνάρτηση  και ο παρονομαστής μηδενίζεται στο x0,  πρώτα κάνουμε χιαστί  στον τύπο της f και μετά παίρνουμε όρια.
· Θέτουμε  
[image: image649.wmf]l

 το όριο, λύνουμε τον τύπο της f  ως προς …. (αναλόγως)  και παίρνουμε τα όρια ,(ασκ. Α1), συνεχίζουμε στο αρχικό όριο (ασκ. Α2)

· Βρίσκουμε τη ρητή συνάρτηση f(x) και βρίσκουμε την παράμετρο α  ώστε το όριο 
[image: image650.wmf]Î
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 και κατόπιν την παράμετρο β ώστε 
[image: image651.wmf]1
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(ασκ. Β5),. 
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1. Αν 
[image: image652.wmf]2
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 βρεθεί το μ ώστε να υπάρχει στο 
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 το  
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2. Αν 
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  να βρεθούν τα α , β

3. Για τις διάφορες τιμές του α 
[image: image656.wmf]Î
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να υπολογισθεί το 
[image: image657.wmf]®
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4. Για τις διάφορες τιμές των α , β
[image: image658.wmf]Î
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να υπολογισθεί το 
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5. Αν 
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. Για ποιες τιμές του α είναι 
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6. Έχουμε τη συνάρτηση g(x) = 4x2 +(2
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α)x+β. Να βρείτε τα α,β
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 ώστε 
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7. Έστω f, g: 
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, αν 
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,   να βρείτε το 
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8. Έστω f, g:
[image: image671.wmf]®
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,με 
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 και                4f3(x)+xf2(x)
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1. Να βρεθεί το 
[image: image675.wmf]232
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 για τα διάφορα α
[image: image676.wmf]Î
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2. Για τις διάφορες τιμές του μ
[image: image677.wmf]Î
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 να βρεθεί το όριο 
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3. Να βρεθεί το 
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 για τις διάφορες τιμές του λ
[image: image680.wmf]Î
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4. Να βρεθούν οι παράμετροι α , β ώστε να είναι 
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5. Αν 
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 να βρεθούν τα λ , μ ώστε 
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6. Αν f : (0,
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 και 
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 ώστε 
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7. Αν f : (0,
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i) Nα  βρείτε το 
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ii) Nα  βρείτε το α, αν 
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1) 
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2) Αν είναι  
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, x > 0, τότε να υπολογίσετε το όριο: 
[image: image697.wmf]2
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3) Αν 
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 να υπολογίσετε το
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4) Αν η συνάρτηση g είναι συνεχής και παρουσιάζει ελάχιστο το g(0)=0 να υπολογίσετε το 
[image: image700.wmf]x0
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5) Αν 
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Άσκηση 61 (Α)

Δίνεται η συνάρτηση 
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i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f.

ii) Να δείξετε ότι f(x) < log(2x
[image: image704.wmf]-

2), με x > 1.

iii) Να βρείτε το 
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