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	 (§1.2)  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

· Πραγματική Συνάρτηση  f  από ένα σύνολο Α
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 σε ένα σύνολο Β
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  (συμβολισμός  f : A
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) λέγεται μια διαδικασία (κανόνας) σύμφωνα με την οποία     κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα  μόνο   πραγματικό αριθμό y.    
Βασική Παρατήρηση

Σε μία συνάρτηση f : A(
[image: image5.wmf]¡

  ισχύει:    

· Αν  x1 = x2  τότε  f(x1) = f(x2)  ή αλλιώς     

· Αν  f(x1)
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f(x2)  τότε  x1
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x2
Ειδικές Συναρτήσεις

[image: image8.wmf]·

Αν f(x) = c  για  κάθε x
[image: image9.wmf]Î

A , η  f  λέγεται σταθερή στο Α
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Αν f(x) = 0  για  κάθε x
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A , η  f  λέγεται μηδενική στο Α


[image: image12.wmf]·

Αν f(x) = x  για  κάθε x
[image: image13.wmf]Î

A , η  f  λέγεται ταυτοτική στο Α
Εύρεση Πεδίου Ορισμού

 «Το πεδίο ορισμού Α το βρίσκουμε παίρνοντας υπ’ όψη όλους τους δυνατούς περιορισμούς  για τους οποίους έχει   νόημα ο τύπος της συνάρτησης».

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
Αν για τις συναρτήσεις f , g ισχύει [f(x)]2+[g(x)]2+2 = 2(f+g)(x) τότε οι f , g είναι σταθερές συναρτήσεις.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 

Να  βρεθούν τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων με τύπους:

α) 
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     στ) f(x) = ln(|x|
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ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

· Γραφική παράσταση  συνάρτησης  f : A
[image: image23.wmf]®

 
[image: image24.wmf]¡

 είναι το σύνολο όλων των σημείων M του επιπέδου με συντεταγμένες της μορφής  M(x , f(x))  με  x(A.   Συμβολισμός  Cf .
· Χαρακτηριστική ιδιότητα της y = f(x) Οποιαδήποτε κάθετη ευθεία στον άξονα xx΄ τέμνει τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης το πολύ σε ένα σημείο.
Ερώτηση

Δείτε ποιες γραμμές είναι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων
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	ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ
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ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΕΣ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

Οι  g(x)  και 
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g(x) είναι συμμετρικές  ως προς τον άξονα  
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Οι  g(x)  και g(
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x) είναι συμμετρικές  ως προς τον άξονα  
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[functions]y1=exp(-x)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 2.0000
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ΓΡΑΦΗΜΑ ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗΣ

Η γραφική παράσταση  της συνάρτησης   |g(x)| αποτελείται

· από τα τμήματα της Cg που βρίσκονται πάνω από τον 
[image: image39.wmf]xx
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· από τα συμμετρικά ως προς τον 
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των τμημάτων που βρίσκονται κάτω από τον x΄x.
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ΣΗΜΕΙΑ ΤΟΜΗΣ - ΣΧΕΤΙΚΗ ΘΕΣΗ 

ΓΡΑΦΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΑΞΟΝΕΣ

Π.χ. στο παραπάνω σχήμα:

·  οι ρίζες της f  είναι oι x1 , x2 , x3   
·  στα διαστήματα  (α,x1) , (x2 ,x3)  είναι  f(x) < 0
· στα διαστήματα  (x1 , x2)  , (x3 , β) είναι f(x) > 0
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(§1.2)    ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
	ΣΗΜΕΙΑ ΤΟΜΗΣ - ΣΧΕΤΙΚΗ ΘΕΣΗ 

ΔΥΟ ΓΡΑΦΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ
· Οι τετμημένες των κοινών σημείων δύο γραφικών παραστάσεων  Cf  και Cg  προκύπτουν από την λύση τις εξίσωσης  f(x) = g(x)
· Στα διαστήματα που η Cf  είναι πάνω από την  Cg (αντίστοιχα κάτω)  είναι f(x) > g(x)  (αντίστοιχα  f(x)<g(x)    
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π.χ. 
· Στο σχήμα οι ρίζες f(x)= g(x) είναι οι  x1 , x2  
· Στα διαστήματα  (
[image: image44.wmf]-¥

,x1) και  (x2 , +
[image: image45.wmf]¥

)  είναι  f(x) < g(x) 

· Στo διάστημα   (x1 , x2)  είναι f(x) > g(x)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3
Για ποιες τιμές του x
[image: image46.wmf]Î
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:

1) Η Cf  της  
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 είναι πάνω από τον άξονα x΄x.

2) Το γράφημα της f(x) = x3+3x2+x+1 είναι πάνω από το γράφημα της g(x) = x2+2x+3. 

3) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων                       f(x) = x4
[image: image48.wmf]-

(α+1)x2+βx+3   και   g(x) = (α+2)x2+(2
[image: image49.wmf]-

β)x
[image: image50.wmf]-

1 τέμνονται πάνω στις ευθείες  x = 1 και x = 2. Nα βρείτε:   

i) τα α, β   

ii) Τα άλλα κοινά σημεία των   Cf, Cg
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4
Απ’ τη διπλανή γραφική παράσταση τις f να βρείτε:

i) Το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών τις f
ii) Τις τιμές f(
[image: image51.wmf]-

3), f(
[image: image52.wmf]-

1), f(0), f(f(
[image: image53.wmf]-

1))

iii) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0 και τη εξίσωση f(x) =
[image: image54.wmf]-

2

iv) Να λύσετε την ανίσωση f(x)
[image: image55.wmf]³

0 και την ανίσωση f(x)
[image: image56.wmf]£

 0.

v) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων τις εξίσωσης f(x) = α για 

     τις διάφορες τιμές του α
[image: image57.wmf]Î
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	ΙΣΟΤΗΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι ίσες όταν έχουν:

· Ίδιο πεδίο ορισμού  Α  ( Αf = Αg )   και 

· f(x) = g(x) για κάθε x
[image: image59.wmf]Î

A
Παρατήρηση: 

Δύο συναρτήσεις f : A
[image: image60.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image61.wmf]¡

  και g: B
[image: image62.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image63.wmf]¡

 μπορεί να είναι ίσες σε ένα υποσύνολο Δ του πεδίου ορισμού τους  
Πχ.  f(x) = x και g(x) = |x|
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 

Να εξετάσετε αν είναι ίσες οι συναρτήσεις 
[image: image64.wmf]2
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Αν όχι, υπάρχει υποσύνολο του πεδίου ορισμού τους στο οποίο να είναι ίσες;
· Άσκηση 7 σελίδα 146 σχολικού.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 

Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις h , f , g  είναι ίσες όταν για κάθε x
[image: image65.wmf]Î
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: f(x)[f(x)
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g(x)]+ g(x)[g(x) 
[image: image67.wmf]-

h(x)] + h(x)[h(x) 
[image: image68.wmf]-

f(x)] = 0

ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7  

Να ορίσετε τις συναρτήσεις f + g, 
[image: image69.wmf]fg

×

, 
[image: image70.wmf]f
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  αν  f(x) = ln(x2
[image: image71.wmf]-

4) και 
[image: image72.wmf]g(x)ln(4x)
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· Άσκηση 8 σελίδα 146 σχολικού.
· Άσκηση 9 σελίδα 146 σχολικού.
ΕΥΡΕΣΗ ΤΟΥ ΤΥΠΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Συναρτησιακή σχέση: Είναι μία σχέση  - ταυτότητα μεταξύ των τιμών f(x), f(y) μιας συνάρτησης  Συνήθως: (ανάλογα με την f )

· Δίνουμε κατάλληλες τιμές στα x , (π.χ. x = 0, y = 1 κ.τ.λ.)  ή θέτουμε στην θέση των x, y κατάλληλες μεταβλητές 

      (π.χ. x = y , x =
[image: image73.wmf]-

x , x = x/2 κ.τ.λ.)

· Συνεχίζουμε μέχρι να γίνει απαλοιφή του  y, οπότε βρίσκουμε το f(x)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8       (ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ)

Αν για κάθε x
[image: image74.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf]*
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 ισχύει εξίσωση  f(x) + xf(
[image: image76.wmf]-

x) = x3
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1, να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης  f.  

                                                                    (Απ: 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9       (ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΗ ΣΧΕΣΗ) 
Αν για την συνάρτηση f :
[image: image79.wmf]®
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, είναι f(0) =1 και ισχύει η σχέση f(x+3y)
[image: image80.wmf]-

f(x
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3y) =12xy , για κάθε x , y 
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, να βρεθεί  ο τύπος της  f.                                                     (Απ.:
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ΣΥΝΘΕΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Έστω οι συναρτήσεις  f : Α 
[image: image84.wmf]®
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  ,  g : Β
[image: image85.wmf]®
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Σύνθεση της f με την g: 
Λέγεται η συνάρτηση (που συμβολίζεται) g
[image: image86.wmf]o

f   που έχει:
· Πεδίο ορισμού:   Α1 = {x / x
[image: image87.wmf]Î

A και  f(x) 
[image: image88.wmf]Î

B}  
· Τιμές:   (g
[image: image89.wmf]o

f)(x) = g(f(x)) , για κάθε x
[image: image90.wmf]Î

 Α1
Ιδιότητες 
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f
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f
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g   (η σύνθεση δεν είναι αντιμεταθετική)
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 h
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(g
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f =(h
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g)
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f  (η σύνθεση  είναι προσεταιριστική)
Συμπέρασμα: Για να βρούμε την g
[image: image100.wmf]o

f  :

[image: image101.wmf]·

Βρίσκουμε πρώτα το πεδίο ορισμού Α1 από την λύση του

    συστήματος των ανισώσεων {x
[image: image102.wmf]Î

Df  και f(x)
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Dg}
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Βρίσκουμε τις τιμές από την σχέση  (g
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f )(x)=g(f(x)) 




(§1.3) ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  - ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
	ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10

Να βρεθεί η σύνθεση   g
[image: image106.wmf]o

f  ,  f 
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g ,  g
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g   ,  f
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f  των συναρτήσεων

i) 
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ii) 
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iii) f(x) = 
[image: image112.wmf]x
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    και  g(x) = ln(x
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· Άσκηση 10, 11  A΄ Ομάδας σελίδα 146 σχολικού.
· Άσκηση 6, 8  Β΄Ομάδας σελίδα 148 σχολικού.
ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Tο σύνολο τιμών f(A)   αποτελείται από όλα τα y
[image: image114.wmf]Î

¡

 για τα  οποία η εξίσωση y = f(x) έχει λύση ως προς x μέσα στο Α. Έτσι, για να βρούμε το σύνολο τιμών της f:
· Θέτουμε y = f(x) και λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει. 

· Στην πορεία σημειώνουμε τους περιορισμούς ώστε η  εξίσωση έχει λύση ως προς x μέσα στο πεδίο ορισμού

· Το σύνολο τιμών είναι το διάστημα που συναληθεύουν οι περιορισμοί
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11
Nα βρεθεί το σύνολο των τιμών των συναρτήσεων 

α) 
[image: image115.wmf]f(x)=1-ln(1+x-4)

                             (Απ: f(A)=
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β) f(x)= 
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                                (Απ: f(A)=
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)        
γ) f(x) =
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x2+2x+3,   x 
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 [0 , 2]                   (Απ: f(A)=
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ΓΝΗΣΙΩΣ ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΕΙΣ
Η f λέγεται γνησίως αύξουσα  σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της (συμβολίζουμε  f 
[image: image122.wmf]Z

) όταν  για κάθε x1, x2 
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Δ     

x1 < x2 
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 f(x1) < f(x2)
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2

)


Η f λέγεται γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της (συμβολίζουμε  f 
[image: image126.wmf]]

) όταν  για κάθε x1, x2 
[image: image127.wmf]Î

Δ,  

x1  < x2 
[image: image128.wmf]Þ

 f(x1) > f(x2)

[image: image129.emf]κ

λ

α

β

x

f(x)

y=f(x)

x

1

2

f

x

1

(

)

f(x

[Εισαγωγή

κειμένουεδώ.]

2

)

Ανάκλαση_n1

Ανάκλαση_q1


Η f λέγεται  σταθερή σ το Δ όταν 

για κάθεx1, x2 
[image: image130.wmf]Î

A , 

x1  < x2 
[image: image131.wmf]Þ

 f(x1) = f(x2)
[image: image132.emf]κ

λ

α

β

x

f(x)

y=f(x)

x

1

2

f x

1

(

)

f(x

[Εισαγωγή

κειμένουεδώ.]

2

)

Ανάκλαση_n1

Ανάκλαση_q1


ΣΗΜΑΝΤΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ
1) Μία συνάρτηση ενδέχεται να έχει διαφορετικό είδος μονοτονίας στο πεδίο ορισμού της. Π.χ. η f(x) = x2  είναι:   f
[image: image133.wmf]]

στο 
[image: image134.wmf](,0]

-¥

     και   f
[image: image135.wmf]Z

στο 
[image: image136.wmf][0,)

+¥


2) Υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας σε  διαστήματα του πεδίου ορισμού, αλλά  δεν είναι μονότονες σε όλο το πεδίο ορισμού.  Π.χ. η   f(x) =
[image: image137.wmf]1

x

-

 είναι γνήσια αύξουσα στα επί μέρους διαστήματα 
[image: image138.wmf](,0)

-¥

και 
[image: image139.wmf](0,)

+¥

, αλλά  όχι στο 
[image: image140.wmf]*

¡



	ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 12 

Να βρεθεί η μονοτονία των συναρτήσεων

α) 
[image: image141.wmf]--

f(x)=1+23x

        β) f(x) = lnx+x
[image: image142.wmf]-

3        γ) f(x) =
[image: image143.wmf]-

x2+3   

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 13

Να λυθεί η ανίσωση  f(2x2
[image: image144.wmf]-

x+3) < f(3x+x2) ,  όταν f(x) = ex+x.

                                                                                                           (Απ.: 1<x<3)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14

i) Να βρείτε τη μονοτονία της συνάρτησης f(x) = 
[image: image145.wmf]7

2x3x5

--+

 ορισμένης στο Αf = 
[image: image146.wmf][0,)

+¥

.

ii) Να δείξετε ότι έχει λύση η εξίσωση f(x) = 0 και είναι μοναδική.

iii) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image147.wmf]2

3

f(x)0

4

+>

 στο 
[image: image148.wmf][0,)

+¥

.
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α) Να μελετήσετε τη μονοτονία της f(x) = 
[image: image149.wmf]x2

lnxex

++

  

β) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image150.wmf]2x

xelnx1e

++-<

 
γ) Να μελετήσετε τη μονοτονία της f(x)=
[image: image151.wmf]1

lnx

x

-


δ) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image152.wmf]2

222

11x5

ln

x52x12x1

+

-<

+++
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i) Αν f
[image: image153.wmf]Z

 στο Δ,  g
[image: image154.wmf]]

στο Δ  και ισχύει f(x) > 0 , g(x) > 0 για   κάθε x
[image: image155.wmf]Î

Δ αποδείξτε ότι η 
[image: image156.wmf]f

g

Z

 στο Δ.

ii) Αν 
[image: image157.wmf]lnx

h(x)

x

=

hm

 αποδείξτε ότι η 
[image: image158.wmf]h(x)

Z

 στο 
[image: image159.wmf][,)

2

p

p

.

iii) Αποδείξτε ότι για κάθε α, β στο 
[image: image160.wmf][,)

2

p

p

 με α < β  ισχύει 
[image: image161.wmf]hmbhma

a<b


· Άσκηση 4 σελ 157 σχολικού.
(ΟΛΙΚΆ) ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Η  f  παρουσιάζει  ελάχιστο στο x0
[image: image162.wmf]Î

A όταν  

[image: image163.wmf])

0

f(x)f(x

³

, για κάθε x
[image: image164.wmf]Î

A
[image: image165.emf]Μ

x

x

f(x)

f(x

0

0

)


Η  f  παρουσιάζει μέγιστο στο x0
[image: image166.wmf]Î

A όταν  

[image: image167.wmf]0

f(x)f(x)

£

, για κάθε x
[image: image168.wmf]Î

A
[image: image169.emf]Μ

x

x

f(x)

f(x

0

0

)

Ανάκλαση_c0
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Να βρεθεί το μέγιστο και το ελάχιστο των συναρτήσεων:

α) f(x) =
[image: image170.wmf]-

3x2+2x+1            β) f(x) = 2
[image: image171.wmf]-


[image: image172.wmf]2

1x

-

    

γ) f(x) = 3+ln(x
[image: image173.wmf]-

1) 

Τα ακρότατα προκύπτουν κατευθείαν από θεωρία τριωνύμων ή με  την συνθετική μέθοδο δείχνοντας   f(x)
[image: image174.wmf]£

θ  ή  f(x)
[image: image175.wmf]³

θ   ή από γνωστή γραφική παράσταση.               



(§1.3) ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  - ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
	ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 18
Παρατηρώντας τα παρακάτω διαγράμματα δείτε αν υπάρχουν  ακρότατα και που  παρουσιάζονται

[image: image176.emf]ξ

ξ

1

2


[image: image177.emf]ξ ξ

1 2

α

β


[image: image178.emf]ξ ξ

1 2

α

β


[image: image179.emf]ξ ξ

1 2

α

β


[image: image180.emf]ξ ξ

1 2

α

β


[image: image181.emf]ξ ξ

1 2


ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ  ΓΡΑΦΙΚΗΣ ΠΑΡΆΣΤΑΣΗΣ

    ΑΡΤΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ          ΠΕΡΙΤΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

Η f  λέγεται άρτια στο Α όταν για κάθε  x
[image: image182.wmf]Î

A ισχύει:  


[image: image183.wmf]και

-

ì

í

-

î

xA   

f(x)=f(x) 

Î


[image: image184.emf][functions]y1=a*x^4-b*x^2[rparameters]a=1.0,b=4.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 1.0000



b= 4.0000



nrPts= 200



Ανάκλαση_e1

M

Μ΄

x

-x

0

f(-x)=y=f(x)

y

y΄


Η  f  λέγεται περιττή στο Α  όταν για κάθε  x
[image: image185.wmf]Î

A  ισχύει:


[image: image186.wmf]και

-

ì

í

-=-

î

xA   

f(x)f(x) 

Î


[image: image187.emf][functions]y1=a*x^3-b*x[rparameters]a=1.0,b=4.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a=

 1.0000





b

=

 

4.0000





nrPts

=

 

200





Συμμετρία_e2

M

Μ΄

Ο

x

-x

f(x)

f(-x)=-f(x)=-y

=y


Παρατήρηση:  Συμμετρικά σύνολα είναι π.χ.  τα:  (
[image: image188.wmf]-

α, α),   [
[image: image189.wmf]-

α, α],  
[image: image190.wmf]¡

,   (
[image: image191.wmf]-

α, 
[image: image192.wmf]-

β)
[image: image193.wmf]È

(β, α),   [
[image: image194.wmf]-

α, 
[image: image195.wmf]-

β) 
[image: image196.wmf]È

 (β,α].
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ‘1-1’

Ορισμός για «1-1»

Η συνάρτηση f : Α
[image: image197.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image198.wmf]¡

  λέγεται ‘1-1’ όταν 

για κάθε  x1 , x2 
[image: image199.wmf]Î

A :  x1 
[image: image200.wmf]¹

 x2  
[image: image201.wmf]Þ

 f(x1) 
[image: image202.wmf]¹

 f(x2)

[image: image203.png]



Πρόταση για «1-1»
Η συνάρτηση f : Α
[image: image204.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image205.wmf]¡

 είναι   «1
[image: image206.wmf]-

1»   όταν 

για κάθε  x1 , x2 
[image: image207.wmf]Î

A :   f(x1) =  f(x2) 
[image: image208.wmf]Þ

 x1 = x2
ΣΧΟΛΙΑ
1)  Μια συνάρτηση είναι «1-1» αν και μόνο αν:

i) Δεν υπάρχουν σημεία με την ίδια τεταγμένη. Δηλαδή κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει την γραφική παράσταση της f   το πολύ σε ένα σημείο. 

ii) Για κάθε y του συνόλου τιμών της  η εξίσωση   f(x) = y έχει ακριβώς μία λύση ως προς x.

2)  Αν f  γνησίως μονότονη  
[image: image209.wmf]Þ

  f  είναι  «1-1».                            

 Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.
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Αν το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι συμμετρικό ως προς το 0, και ισχύει η σχέση  2f(x)
[image: image210.wmf]-

3f(
[image: image211.wmf]-

x) = 5xσυνx  για κάθε  x
[image: image212.wmf]Î

A  να εξετάσετε αν είναι άρτια ή περιττή

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  20
Να εξετάσετε αν είναι ‘1-1’ οι  συναρτήσεις   

α) f(x) = 
[image: image213.wmf]x

x

e+1

e1

-

      β) f(x) = 1
[image: image214.wmf]-

2x
[image: image215.wmf]-

3ex      
► Χρησιμοποιούμε την παραπάνω πρόταση.  Αν «κολλήσουμε» με την προηγούμενη μέθοδο , δουλεύουμε με την μέθοδο της μονοτονίας.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 21

i) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f  με  f(f(x))+g(f(x)) = x3 για κάθε x
[image: image216.wmf]Î

¡

, είναι ‘1-1’  

ii) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f  με  f(x)+
[image: image217.wmf]x

2

3

e

-

=
[image: image218.wmf](ff)(x)

o

για κάθε x
[image: image219.wmf]Î

¡

, είναι ‘1-1’  
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Έστω  f : 
[image: image220.wmf]¡



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image221.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image222.wmf]¡

 για την οποία ισχύει: (f
[image: image223.wmf]o

f)(x)–f(x) = x , για κάθε x
[image: image224.wmf]Î

¡


i) Να δειχθεί ότι η f είναι ‘1-1’          

ii) Να υπολογισθεί το f(0)
iii) Να αποδειχθεί ότι δεν είναι άρτια   

iv) Να λυθεί η εξίσωση f(x3+x) = f(x+8)

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
Αν η f : Α
[image: image225.wmf]®


[image: image226.wmf]¡

  είναι ‘1-1’  τότε ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση  
[image: image227.wmf]1

f

-

 : f(A) 
[image: image228.wmf]®

 A της f από το f(A) στο Α που:

· Συμβολίζεται  
[image: image229.wmf]1

f

-


· Έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών  f(Α)  της f
· Έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α της f
· Έχει τιμές που προκύπτουν από την ισοδυναμία 

 f(x) = y 
[image: image230.wmf]Û

 
[image: image231.wmf]1

f

-

(y) = x
Σημαντικές παρατηρήσεις

i) Aν  το  x  με την  f  αντιστοιχίζεται στο y , τότε                το  y  με την  
[image: image232.wmf]1

f

-

  αντιστοιχίζεται στο x
ii) Για κάθε x
[image: image233.wmf]Î

Α  ισχύει  
[image: image234.wmf]1

f

-

(f(x)) = x 

iii) Για κάθε y
[image: image235.wmf]Î

f(Α)  ισχύει  f(
[image: image236.wmf]1

f

-

(y)) = y
iv) Οι γραφικές παραστάσεις των  f  και 
[image: image237.wmf]1

f

-

 είναι συμμετρικές  ως προς  την διχοτόμο της 1ης γωνίας

[image: image238.emf]β=f(α)

M

M΄

α

β

α=f (β)

-1

C

C

f

f

-1

y=x

O


►Πώς βρίσκουμε την αντίστροφη:

· Δείχνουμε ότι η  f είναι «1-1» (άρα υπάρχει η 
[image: image239.wmf]1

f

-

)

· Λύνουμε την εξίσωση y = f(x) ως προς x στο Α.

· Στην λύση που προέκυψε εναλλάσσουμε τα x ,y  και παίρνουμε   τον τύπο της 
[image: image240.wmf]1

f

-
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Να βρεθούν οι αντίστροφες (αν υπάρχουν) των παρακάτω συναρτήσεων

α) 
[image: image241.wmf]-

2

x1

f(x)=

2x

      β) 
[image: image242.wmf]-

1+x

f(x)=ln

1x

        γ) 
[image: image243.wmf]f(x)21x

=--


δ)
[image: image244.wmf]1

()ln1

x

fx

e

=-

æö

ç÷

èø
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image245.wmf]3

()

fxx

=

 
i) Να δείξετε ότι η  f  αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της
ii) Να βρείτε τα κοινά σημεία των 
[image: image246.wmf]f

C

 και 
[image: image247.wmf]1

f

C

-
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image248.wmf]1

()32

x

fxex

-

=-+

 
α) Να δείξετε ότι αντιστρέφεται.

β) Αν θεωρήσουμε γνωστό ότι η f έχει σύνολο τιμών το 
[image: image249.wmf]¡

, να   

     λύσετε:

i) Την εξίσωση 
[image: image250.wmf]1

()0

fx

-

=

 και την ανίσωση   

         
[image: image251.wmf]1

(ln)1

fx

-

<


ii) Την εξίσωση 
[image: image252.wmf]1

()1

fxx

-

=+

 και την ανίσωση  
         
[image: image253.wmf]1

()x1

fx

-

£+
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 Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image254.wmf]x1

2ex2

-

+-

. Nα λυθούν: 

i) Η εξίσωση f (x) = 
[image: image255.wmf]1

f

-

 (x)   

ii) Η εξίσωση 
[image: image256.wmf]121

f(x+1x)f(5x)

--

-=-

     

iii) Η ανίσωση  
[image: image257.wmf]1

f

-

(x2
[image: image258.wmf]-

3x+3) < 1

(Υπόδειξη: Αποδεικνύεται  ότι:  αν  f
[image: image259.wmf]Z

 τότε οι εξισώσεις 
[image: image260.wmf]f(x)x

=

 και 
[image: image261.wmf]1

(x)

f(x)f

-

=

 είναι ισοδύναμες. Ακόμη, αν η f είναι γνήσια μονότονη τότε και η 
[image: image262.wmf]1

f

-

  έχει το ίδιο είδος μονοτονίας)  
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Δίνεται η γνησίως μονότονη συνάρτηση f  η οποία διέρχεται απ’ τα σημεία Α(2,5) και Β(3,2).

i) Να αποδείξετε ότι είναι γνησίως φθίνουσα

ii) Να βρείτε τους αριθμούς 
[image: image263.wmf]1

f(5)

-

 και 
[image: image264.wmf]1

f(2)

-


iii) Να λυθεί η ανίσωση 
[image: image265.wmf]12

f(3f(x2x))2

-

++>
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image266.wmf]f:

®

¡¡

με 
[image: image267.wmf]f()

=

¡¡

 που ικανοποιεί τη σχέση: 
[image: image268.wmf]3

f(x)3f(x)x20

++-=

 για κάθε 
[image: image269.wmf]x

Î

¡

.

i) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται

ii) Να βρείτε την 
[image: image270.wmf]1

f

-

.
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Έστω 
[image: image271.wmf]:

f

®

¡¡

 μία συνάρτηση η οποία είναι γνησίως αύξουσα με 
[image: image272.wmf]()

f

=

¡¡

.
i) Να δείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη της f.
ii) Να δείξετε ότι η 
[image: image273.wmf]1

f

-

 έχει το ίδιο είδος μονοτονίας.

iii) Αν f(0) = 1 να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της  
[image: image274.wmf]1

f

-


iv) Αν η f είναι περιττή να δείξετε ότι και η 
[image: image275.wmf]1

f

-

 είναι περιττή.
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Δίνονται οι συναρτήσεις f,g: 
[image: image276.wmf](0,)

®+¥

¡

 με την f
[image: image277.wmf]]

 και g
[image: image278.wmf]Z

.

i) Να αποδείξετε ότι η 
[image: image279.wmf]f(x)

h(x)

g(x)

=

 είναι γνήσια φθίνουσα

ii) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image280.wmf]f(lnx)g(0)g(lnx)f(0)

×>×


iii) Αν επιπλέον οι Cf και Cg τέμνονται πάνω στην ευθεία x = 2   να λύσετε την εξίσωση 
[image: image281.wmf]x

h(e1)1

+=


ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ
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Έστω ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη στο 
[image: image282.wmf]¡

 και η γραφική της παράσταση διέρχεται απ’ τα σημεία Α(1,5), Β(5,-2).
i) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.

ii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image283.wmf]ff

o

 είναι γνησίως φθίνουσα.
iii) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image284.wmf](())2

x

ffe
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.

iv) Αν g(x) = x + lnx, να λύσετε την ανίσωση f(g(x)) > 5.
ΑΣΚΗΣΗ 32
Δίνεται η γνησίως αύξουσα συνάρτηση 
[image: image285.wmf]f:
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, για την οποία ισχύει: 
[image: image286.wmf](ln)(1)ln3
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 , για κάθε x > 0.
i) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 2
ii) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image287.wmf](e1)2

x

f
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ΑΣΚΗΣΗ 33

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image288.wmf]()ln(1)2
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 με f(A) = 
[image: image289.wmf]¡

.
i) Να δείξετε ότι η f  αντιστρέφεται.

ii) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image290.wmf]1
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iii) Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image291.wmf]1
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 στο 
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ΑΣΚΗΣΗ 34
Έστω 
[image: image293.wmf]:

f

®

¡¡

 μία συνάρτηση με 
[image: image294.wmf]()

f

=

¡¡

 η οποία είναι γνησίως αύξουσα.

i) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να εξετάσετε την 
[image: image295.wmf]1

f
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 ως προς τη μονοτονία.

ii) Αν 
[image: image296.wmf](0)1
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, να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της  
[image: image297.wmf]1
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iii) Αν η 
[image: image298.wmf]f

C

 είναι πάνω απ’ την ευθεία y = x, να δείξετε ότι η 
[image: image299.wmf]1

f
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 είναι κάτω απ’ την ευθεία y = x.

ΑΣΚΗΣΗ 35
Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image300.wmf]()
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i) Να δείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη και να την βρείτε.

ii) Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image301.wmf]1
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ΑΣΚΗΣΗ 36
Δίνεται η  γνησίως αύξουσα συνάρτηση 
[image: image302.wmf]:
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 για την οποία ισχύει 
[image: image303.wmf](()2

ffxx

=+

, για κάθε 
[image: image304.wmf]x
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i) Να δείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και ότι 
[image: image305.wmf]1
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ii) Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image306.wmf](ln)(1)0
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iii) Να δείξετε ότι 
[image: image307.wmf]1
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 για κάθε 
[image: image308.wmf]x
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.
iv) Να δείξετε ότι 
[image: image309.wmf]()
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  και 
[image: image310.wmf]()2
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 για κάθε 
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