Κεφάλαιο 2Ο :     ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
	(§2.1)     ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ
► ΦΥΣΙΚΟΙ  - ΑΚΕΡΑΙΟΙ
· 
[image: image1.wmf]¥
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1,  0,  1,  2,  3,..}.  
   Οι ακέραιοι  υποδιαιρούνται σε :    

i) Άρτιους:  δηλαδή τα πολλαπλάσια του 2  με μορφή     2κ, κ
[image: image6.wmf]Î

¢


ii) Περιττούς:  δηλαδή όχι πολλαπλάσια του 2  με μορφή 2κ+1, κ
[image: image7.wmf]Î

¢


►ΡΗΤΟΙ – ΑΡΡΗΤΟΙ - ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ

· Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα 
[image: image8.wmf]¤

 και παριστάνεται: 
[image: image9.wmf]{/,  

με β0}
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 Οι  ρητοί υποδιαιρούνται σε  Δεκαδικούς π.χ. 2/5,3/4, 14/5.   

και Περιοδικούς  δεκαδικούς  π.χ. 2/3, 7/12, 60/11.                    Όλοι οι δεκαδικοί τρέπονται σε  κλάσματα και αντίστροφα.  
· Άρρητος ονομάζεται ένας αριθμός που δεν μπορεί να πάρει την κλα​σματική μορφή  
[image: image10.wmf]a

b

, όπου οι αριθμοί α και β είναι ακέραιοι (α, β
[image: image11.wmf]Î

¢

) και β
[image: image12.wmf]¹

0 
      π.χ.   
[image: image13.wmf]2

, ο δεκαδικός 1,01001000100001…………..
· Πραγματικοί  αριθμοί είναι το σύνολο  
[image: image14.wmf]¡

  που αποτελείται από τους ρητούς και τους αρρήτους
· 
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►ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΙΣΟΤΗΤΕΣ !!!
1

Μπορούμε να προσθέσουμε  κατά μέλη  ισότητες              (ή να τις αφαιρέσουμε)  (δεν ισχύει το αντίστροφο) 

                    Αν         α  =  β

                    και        γ  =  δ      τότε

                            α + γ  = β + δ          (ή  α
[image: image17.wmf]-

γ  = β
[image: image18.wmf]-

δ)

2

Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη ισότητες (ή να τις διαιρέσουμε ) (δεν ισχύει το αντίστροφο)
                      Αν         α = β

                      και        γ = δ      τότε

                              
[image: image19.wmf]××

αγ=βδ


3

Μπορούμε στα μέλη μιας ισότητας να προσθέσουμε

 (ή ν’ αφαιρέσουμε) τον ίδιο αριθμό. (Ισχύει και το αντίστροφο: διαγραφή στην πρόσθεση)
α = β 
[image: image20.wmf]Û

α + γ = β + γ

4

Μπορούμε και τα δύο μέλη μιας ισότητας να τα πολλαπλασιάσουμε (ή να τα διαιρέσουμε) με τον ίδιο 

μη μηδενικό αριθμό. (Ισχύει και το αντίστροφο: διαγραφή στον πολλαπλασιασμό)
Αν   γ 
[image: image21.wmf]¹

 0   τότε     α = β 
[image: image22.wmf]Û

 
[image: image23.wmf]××

αγ=βγ


5

Το γινόμενο δύο πραγματικών αριθμών είναι ίσο με μηδέν αν και μόνο αν ένας τουλάχιστον απ’ τους αριθμούς είναι ίσος με μηδέν (ισοδυναμία)

[image: image24.wmf]×

αβ=0α=0  ή  β=0

Û
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Το γινόμενο δύο πραγματικών αριθμών είναι διαφορετικό απ’ το μηδέν αν και μόνο αν  και οι δύο αριθμοί είναι διαφορετικοί απ’ το μηδέν (ισοδυναμία)

[image: image25.wmf]×Û

αβ0α0  και  β0
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	►ΔΥΝΑΜΕΙΣ

1) Δύναμη με εκθέτη  φυσικό     (α
[image: image26.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image27.wmf]¡

  και  ν
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 α0 = 1, α
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Ιδιότητες Δυνάμεων          
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α = β 
[image: image38.wmf]Þ

 αν = βν   (το αντίστροφο δεν ισχύει) 
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ακ
[image: image40.wmf]×

αλ = ακ+λ           
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[image: image47.wmf]·

 (ακ)λ = ακλ                            
►ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΕΣ  ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ

(α+β)2 = α2+2αβ+β2                       (τετράγωνο αθροίσματος)
(α-β)2 = α2-2αβ+β2                                          (τετράγωνο διαφοράς)
(α+β+γ)2 = α2+β2+γ2+2αβ+2αγ+2βγ (τετράγωνο τριωνύμου)
(α+β)3 = α3+3α2β+3αβ2+β3               (κύβος διώνυμου)
(α-β)3 = α3-3α2β+3αβ2-β3                        <<        <<

α2-β2 = (α+β) (α-β)                              (διαφορά τετραγώνων)
α3-β3 = (α-β) (α2+αβ+β2)                     (διαφορά κύβων)

α3+β3 = (α+β) (α2-αβ+β2)                    (άθροισμα κύβων)

ΆΣΚΗΣΗ 45
Να απαντήσετε στις παρακάτω ερωτήσεις αιτιολογώντας τον ισχυρισμό σας.

a) Πόσοι αριθμοί υπάρχουν ανάμεσα στο 
[image: image48.wmf]3

8

 και το 
[image: image49.wmf]5
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b) Υπάρχει αριθμός ανάμεσα στον 1,2 και στον 1,3;. Αν ναι γράψτε έναν.

c) Υπάρχει πραγματικός αριθμός α με την ιδιότητα: «ανάμεσα στον 
[image: image50.wmf]5

8

 και τον α να μην υπάρχει άλλος αριθμός;

d) Υπάρχει ο μικρότερος θετικός πραγματικός αριθμός; Αν ναι, ποιος είναι αυτός;

e) Υπάρχει ο επόμενος πραγματικός αριθμός του 24,1; Αν ναι, ποιος είναι αυτός;

f) Μπορείτε να βρείτε έναν αριθμό ανάμεσα στον 0,99… και στον 1;. Ανάμεσα στον 0,899…. και στον 0,9; Τι παρατηρείτε;
ΑΣΚΗΣΗ 46 

1) Αν   z = y   να δειχθεί ότι οι αριθμοί α = x
[image: image51.wmf]-

3y+4z  και              β = y
[image: image52.wmf]-

x
[image: image53.wmf]-

2z  είναι αντίθετοι .

2) Αν x+y =
[image: image54.wmf]1
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 να υπολογισθεί η τιμή Π = x(x
[image: image55.wmf]-

3)+y(y
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3)+2xy   

3) Nα λυθεί η εξίσωση   (x2
[image: image57.wmf]-

4)(2x3+3x2) = 0

4) Αν  (x+3y)2 = x2+9y2 να αποδείξετε ότι ένας τουλάχιστον απ’ τους x,y ισούται με μηδέν
5) Σε ένα ορθογώνιο η περίμετρος είναι 34 cm και το εμβαδόν του είναι 60 cm2. Να υπολογίσετε τη διαγώνιο.

6) Αν  α
[image: image58.wmf]¹

β
[image: image59.wmf]¹

0 και 
[image: image60.wmf]2
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 αποδείξτε ότι α,β αντίστροφοι

7) Αν α,β είναι αντίστροφοι και 
[image: image61.wmf]2
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 να βρείτε τους α,β. 
ΑΣΚΗΣΗ 47 

α) Για ποιες τιμές του x ορίζονται  τα κλάσματα  

Α = 
[image: image62.wmf]2
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  και   Β  = 
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β) Να δείξετε ότι οι Α , Β είναι αντίστροφοι



Κεφάλαιο 2Ο      ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
	►ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ ΠΡΟΤΑΣΕΩΝ
1) ΕΥΘΕΙΑ ΑΠΟΔΕΙΞΗ  (Συνθετική μέθοδος)
Ξεκινάμε από τα δεδομένα και με διαδοχικά βήματα (γνωστές συνεπαγωγές) καταλήγουμε στο ζητούμενο συμπέρασμα. 

Για την απόδειξη ισοδυναμίας ξεκινάμε απ’ το ένα μέλος της ισοδυναμίας και καταλήγουμε στο άλλο.

 ΑΣΚΗΣΗ 48
α)Να αποδειχθεί ότι το τετράγωνο άρτιου είναι  άρτιος
β)Να αποδειχθεί ότι το τετράγωνο  περιττού είναι περιττός

γ) Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο δύο διαδοχικών φυσικών είναι  

    άρτιος.

ΑΣΚΗΣΗ 49
1) Να αποδείξετε ότι:  «Αν α+β+γ = 0 τότε  α3+β3+γ3 = 3αβγ» Κατόπιν υπολογίστε γρήγορα την  Α=
[image: image64.wmf]333

x(x1)(12x)
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2) Αν α, β ρητοί να αποδειχθεί ότι α
[image: image65.wmf]-

β είναι ρητός.

3) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των τετραγώνων δύο διαδοχικών φυσικών είναι περιττός.

2) Η ΜΕΘΟΔΟΣ του «ΑΡΚΕΙ» (Αναλυτική μέθοδος)
Ξεκινάμε από το ζητούμενο και με ισοδυναμίες προσπαθούμε να φτάσουμε σε κάτι προφανές ή σε κάτι που ισχύει από τα δεδομένα.

Δηλαδή κάνουμε την παράδοξη (φαινομενικά) υπόθεση ότι το ζητούμενο ισχύει και με ισοδύναμες προτάσεις προσπαθούμε να το συνδέσουμε με τα δεδομένα.  Ο στόχος είναι να βρεθεί μία πορεία συλλογισμών απ’ το ζητούμενο προς τα δεδομένα η οποία να είναι αντιστρεπτή ώστε να μας δώσει τη σύνθεση.
i) ΑΠΟΔΕΙΞΗ  ΙΣΟΤΗΤΑΣ 
Ξεκινάμε από το ένα μέλος  και με πράξεις καταλήγουμε στο άλλο μέλος ή κάνουμε πράξεις και στα δύο μέλη ταυτόχρονα για να φτάσω σε προφανή ισότητα
ii) ΑΠΟΔΕΙΞΗ  ΑΝΙΣΟΤΗΤΑΣ
Συνήθως, μεταφέρουμε όλους τους όρους τους σε ένα μέλος και με ισοδύναμες προτάσεις φτάνουμε σε αληθή πρόταση.
ΑΣΚΗΣΗ 50
1) Να αποδείξετε ότι (α
[image: image66.wmf]-

β)3 = α3
[image: image67.wmf]-

3α2β+3αβ2
[image: image68.wmf]-

β3
2) Να αποδείξετε την ταυτότητα του Lagrange:                  (α2+β2) (x2+y2) = (αx+βy)2 + (αy
[image: image69.wmf]-

βx)2
3) Να αποδείξετε ότι (α+β)2
[image: image70.wmf]³

4αβ

4) Να αποδείξετε ότι 2(α2+β2)
[image: image71.wmf]³

 (α+β)2
5) Να αποδειχθεί ότι (α2+β2) (x2+y2) 
[image: image72.wmf]³

 (αx+βy)2 

6) Αν 
[image: image73.wmf]0
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 να αποδείξετε ότι 
[image: image74.wmf]11
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3) ΑΝΤΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Το χρησιμοποιούμε όταν θέλουμε να δείξουμε ότι μια πρόταση ΔΕΝ ισχύει πάντα.

ΑΣΚΗΣΗ 51
i) Να ελέγξετε αν ισχύει  πάντα:  

ii) Αν  α > 0  τότε  α2 > α 

iii) α2 = β2 
[image: image75.wmf]Þ

α = β

iv) Αν  x2 < 1  τότε  0 < x < 1
v) 
[image: image76.wmf]2
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vi) 
[image: image77.wmf]2
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vii) 
[image: image78.wmf]2
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viii) 
[image: image79.wmf]3  

και  412

xyxy
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	4) ΑΠΑΓΩΓΗ ΣΕ ΑΤΟΠΟ

Υποθέτουμε ότι δεν ισχύει αυτό που θέλουμε να αποδείξουμε και άρα θα ισχύει η άρνησή του. Τότε με διαδοχικές αληθείς προτάσεις φτάνουμε σε συμπέρασμα που έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση. Έτσι οδηγούμαστε σε άτοπο.
ΑΣΚΗΣΗ 52
Να αποδείξετε ότι: 

i) Aν ο α2 είναι περιττός τότε και ο α είναι περιττός
ii) Aν ο α2 είναι άρτιος τότε και ο α είναι άρτιος

iii) Το γινόμενο ενός αρρήτου με ρητό είναι άρρητος

iv) Δύο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία είναι παράλληλες

v) Αν α,β>0 με αβ<5 τότε ένας τουλάχιστον απ’ τους α,β είναι μικρότερος από 
[image: image80.wmf]5


ΆΣΚΗΣΗ 53
Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 
[image: image81.wmf]2

 είναι άρρητος. Με τη βοήθεια του κανόνα και του διαβήτη να βρεθεί η ακριβής του θέση στον άξονα των πραγματικών.

►ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ

· Αναλογία  λέγεται η ισότητα  δύο λόγων    π.χ. 
[image: image82.wmf]γ
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      (β, δ
[image: image83.wmf]¹

0)   (ιδιότητες αναλογιών σελίδα 50 σχολικού)
ΑΣΚΗΣΗ 54
1) Αν  
[image: image84.wmf]xyz
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   και   2x
[image: image85.wmf]-

5y + 6z = 38 να βρεθούν  τα  x, y, z.
2) Οι γωνίες τριγώνου είναι ανάλογες των αριθμών 2, 3 και 7. Να υπολογίσετε σε μοίρες τις γωνίες του τριγώνου.

3) Αν 
[image: image86.wmf]5
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 , να υπολογίσετε τις παραστάσεις :                      

      i) 
[image: image87.wmf]a+g

b+d

            ii) 
[image: image88.wmf]35
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4) Αν 
[image: image89.wmf]x2

y3
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 να υπολογίσετε τις παραστάσεις :          

     i) 
[image: image90.wmf]5x3y
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        ii) 
[image: image91.wmf]2x4y
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(§2.2)   ΔΙΑΤΑΞΗ ΣΤΟ 
[image: image92.wmf]¡

   (ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ)
►ΑΝΙΣΟΪΣΟΤΗΤΑ


[image: image93.wmf]·

 α 
[image: image94.wmf]³

 β  
[image: image95.wmf]Û

 α > β  ή α = β  

[image: image96.wmf]·

α 
[image: image97.wmf]£

 β 
[image: image98.wmf]Û

 α < β  ή α = β  
►ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

1.

Μπορούμε να προσθέσουμε ή να διαγράψουμε έναν όρο στα μέλη μιας ανισότητας


[image: image99.wmf]·

 α > β 
[image: image100.wmf]Û

α+γ > β+γ

2.

Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε τα μέλη ανισότητας με θετικό αριθμό, η ανισότητα  δεν  αλλάζει φορά


[image: image101.wmf]·

 Αν  γ > 0   τότε    
[image: image102.wmf]>Û>

αβαγβγ


3.

Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε τα μέλη ανισότητας με αρνητικό αριθμό , η ανισότητα ΑΛΛΑΖΕΙ  φορά


[image: image103.wmf]·

 Αν  γ < 0    τότε    
[image: image104.wmf]>Û<

αβαγβγ





Κεφάλαιο 2Ο :     ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
	4.

Μπορούμε να προσθέτουμε  κατά μέλη ανισότητες της ίδιας φοράς  

Προσοχή!!  ΔΕΝ  αφαιρούμε κατά μέλη  ανισότητες


[image: image105.wmf]·

Αν  
[image: image106.wmf]ό
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5.

Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε  κατά μέλη ανισότητες της ίδιας φοράς  με θετικούς όρους

Προσοχή!! ΔΕΝ  διαιρούμε κατά μέλη  ανισότητες

Αν  α, β, γ, δ  θετικοί αριθμοί:


[image: image107.wmf]>
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Þ>

³

ìü

íý

îþ

αβ

αγβδ

γδ


6.

· H δύναμη διατηρεί την ισότητα  θετικών όρων και αντίστροφα

· H δύναμη διατηρεί την ανισότητα  θετικών όρων και αντίστροφα


[image: image109.wmf]·

Αν α, β θετικοί και ν
[image: image110.wmf]*
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τότε:

i) α = β
[image: image111.wmf]Û

αν = βν
ii) α > β
[image: image112.wmf]Û

αν > βν
►ΠΡΟΦΑΝΕΙΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

1) Το άθροισμα τετραγώνων είναι μη αρνητικός
      α2 
[image: image113.wmf]³

 0,     α2+β2 
[image: image114.wmf]³

 0      α2+β2+γ2 
[image: image115.wmf]³

 0        κ.τ.λ.

     Συνέπειες

 α2+β2 = 0 
[image: image116.wmf]Û

 α = 0  και  β = 0

 α2+β2+γ2 = 0   
[image: image117.wmf]Û

 α = 0  και  β = 0  και  γ = 0    κ.τ.λ.

 α2+β2 > 0 
[image: image118.wmf]Û

α
[image: image119.wmf]¹

0  ή β
[image: image120.wmf]¹

0        

 α2+β2+γ2 > 0 
[image: image121.wmf]Û

α
[image: image122.wmf]¹

0 ή β
[image: image123.wmf]¹

0 ή γ 
[image: image124.wmf]¹

0      κ.τ.λ.
2)  α2 
[image: image125.wmf]£

 0 
[image: image126.wmf]Û

  α = 0

       Συνέπειες
  α2+β2 
[image: image127.wmf]£

 0 
[image: image128.wmf]Û

α = 0  και  β = 0     
  α2+β2+γ2 
[image: image129.wmf]£

 0 
[image: image130.wmf]Û

α = 0  και  β = 0  και  γ = 0     κ.τ.λ.

3)  α > β   
[image: image131.wmf]γ0
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  α+γ > β    και    α > β
[image: image132.wmf]-

γ

4) Αν α, β, γ > 0 τότε    
[image: image133.wmf]α+γ
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    και   
[image: image134.wmf]-
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ΑΣΚΗΣΗ 55
Να αποδειχθούν οι παρακάτω προτάσεις

1)  Αν  α, β ομόσημοι  τότε  
[image: image135.wmf]11
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2)  Αν  α > 0  τότε  
[image: image136.wmf]1

2

a+³
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   ενώ αν  α < 0  τότε 
[image: image137.wmf]1
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3)  α2+β2+γ2  
[image: image138.wmf]³

 αβ+βγ+γα   για κάθε  α,β,γ
[image: image139.wmf]Î

¡


4) Αν α, β θετικοί να συγκρίνετε τους αριθμούς   Α = α3+β3   και    Β = α2β+αβ2 . Πότε ισχύει το «ίσον»;
ΆΣΚΗΣΗ 56
Να αποδείξετε ότι: 

i)
[image: image140.wmf]2
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            iii) α2+γ2 ( 2β(α
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ii)
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         iv) 
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	ΆΣΚΗΣΗ 57
Αν α, β, γ είναι θετικοί αριθμοί ,τότε να  δείξετε ότι :                                                                         

i)  α2+1 ( 2α       ii) (α2+1)(β2+1)(γ2+1) ( 8αβγ
ΆΣΚΗΣΗ 58
i) Αν   α2+β2
[image: image144.wmf]-

2γ(α+2β)+5γ2 ( 0  να αποδείξετε ότι: α = 
[image: image145.wmf]2
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 = γ 
ii) Αν x2+y2+6y ( 2(5x
[image: image146.wmf]-

17) να βρείτε τους αριθμούς  x, y.
ΆΣΚΗΣΗ 59
Να αποδείξετε ότι  
1) αν  x > 2  τότε  να αποδείξετε ότι  x3 > 2x2
[image: image147.wmf]-

x+2
2) Αν  α+β = 1  τότε  να αποδείξετε ότι  α2+β2 
[image: image148.wmf]1
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3) Αν α < β και γ < δ , τότε να αποδείξετε ότι : α
[image: image149.wmf]-

δ < β
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γ
4) Αν α > β > γ τότε να δείξετε ότι :  (α
[image: image151.wmf]-

β)(β
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α) < 0
5) Αν 3α < β να αποδείξετε ότι :   
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1)  Αν   1 < x 
[image: image155.wmf]£

 3   και   
[image: image156.wmf]-

2 
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 y < 4   να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών  περιέχεται η παράσταση Α = 4x
[image: image158.wmf]-

5y+9
2)  Αν  0 < x < 1 και  
[image: image159.wmf]-

2 < y < 2 να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών  περιέχονται οι τιμές των παραστάσεων      

    x+y,    
[image: image160.wmf]-

y,   2x+3y,     x
[image: image161.wmf]-

y.
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Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί x, y  για τους οποίους ισχύει 

2 < x < y. Να γράψετε σε μια σειρά από τον μικρότερο στον 

μεγαλύτερο τους αριθμούς      x2,     y2,    (y+1)2,    (x
[image: image162.wmf]-

1)2.

ΆΣΚΗΣΗ 62
Έστω ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλευρές x, y. Να 

εκφράσετε με μαθηματικές σχέσεις τις προτάσεις «Η περίμετρος 

του ορθογωνίου είναι τουλάχιστον 45m»  και   «Το εμβαδό του 

ορθογωνίου είναι μικρότερο από 10 m2»
►ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΑ

Πρακτικά,  διάστημα είναι ένα κομμάτι της ευθείας  
[image: image163.wmf]xx
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 των πραγματικών αριθμών  δηλαδή ένα  συμπαγές  σύνολο αριθμών. Τα διαστήματα ορίζονται με την βοήθεια μιας ανίσωσης και στον παρακάτω πίνακα  βλέπουμε τα είδη αυτών.

ΑΝΙΣΩΣΗ
ΔΙΑΣΤΗΜΑ
ΓΡΑΦΙΚΗ ΛΥΣΗ
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[α, β]
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α < x < β
(α, β)
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άτιτλο-x 


α  < x 
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 x  < β
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