Κεφάλαιο  3Ο  :  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
	(§3.1)     ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 1ου ΒΑΘΜΟΥ
►ΓΕΝΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
Βήμα 1: Βρίσκω το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών και  πολλαπλασιάζω με αυτό όλους τους όρους της εξίσωσης. 

 Στις κλασματικές που έχουν τον άγνωστο στον παρονομαστή:

· Για να βρούμε το ΕΚΠ παραγοντοποιώ τους παρονομαστές και παίρνω όλους τους διαφορετικούς παράγοντες με το μεγαλύτερο εκθέτη στον καθένα.

· Με τη βοήθεια του Ε.Κ.Π. βρίσκω ποιες τιμές δεν μπορεί να  πάρει ο άγνωστος.  

Βήμα 2: Απλοποιώ το Ε.Κ.Π. με τους παρονομαστές (απαλοιφή παρονομαστών), βάζω σε παρένθεση τους αριθμητές και διώχνουμε τις παρενθέσεις με την επιμεριστική ιδιότητα.
Βήμα 3: Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους και κάνουμε αναγωγή όμοιων όρων .

Βήμα 4:   ►Αν προκύψει εξίσωση 1ου βαθμού:  Διαιρώ με τον συντελεστή του αγνώστου
                 ►Αν προκύψει  εξίσωση 2ου βαθμού, λύνω με 
· παραγοντοποίηση εφαρμόζοντας την ιδιότητα: 
[image: image1.wmf](x)(x)0      x
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· ή  λύνω με  διακρίνουσα
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Να επιλυθούν οι παρακάτω εξισώσεις και με τη βοήθεια της παραγοντοποίησης
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►ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ  1ου ΒΑΘΜΟΥ
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1)  Δίνεται η εξίσωση: (3λ+1)x
[image: image20.wmf]-

λx+5 = 5λx
[image: image21.wmf]-

12. Να βρεθεί το λ ώστε η εξίσωση να έχει λύση το 1.

2)  Δίνεται η εξίσωση 
[image: image22.wmf]x
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 + βx + 1 = 2.  Αν 
[image: image23.wmf]β2
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 να βρεθεί   το α  ώστε η εξίσωση να έχει ρίζα το  –1.
3) Δίνεται η εξίσωση αx+5 = 3x
[image: image24.wmf]-

7. 

     α) Για ποιο α είναι αδύνατη;  
     β) Για ποιό α έχει λύση το 1;            

     γ) Αν α = 0 να λύστε την  εξίσωση.
4)  Δίνεται η εξίσωση : 
[image: image25.wmf]x1
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     α) Για ποιο λ είναι αδύνατη;  
     β) Για ποιο λ έχει λύση το 1;           

     γ) Να λύσετε την εξίσωση αν λ = 1 .
5)  Δίνεται η εξίσωση λ(1
[image: image26.wmf]-

x)+3 = 2x+5+λ η οποία είναι αδύνατη ως προς το x. Να λυθεί η  εξίσωση 
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	►ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΑ
1)  |A(x)| = 5 
[image: image28.wmf]Û

 (A(x) = 5  ή  A(x) =
[image: image29.wmf]-

5)
2)  |A(x)| =
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5  
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 η εξίσωση είναι αδύνατη

3)  |A(x)| = 0 
[image: image32.wmf]Û

 A(x) = 0 
4)  |A(x)| = |Β(x)| 
[image: image33.wmf]Û

 (A(x) = B(x)  ή Α(x) =
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B(x))
5)  |A(x)| = Β(x) (π.χ. |x
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4| = 5
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2x)                                         1ος τρόπος: Διακρίνουμε περιπτώσεις 
[image: image37.wmf]·

Α(x)
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0 ή 
[image: image39.wmf]·

Α(x) < 0 για να βγάλω το απόλυτο. Σε κάθε περίπτωση ξεχωριστά, οι λύσεις που βρίσκουμε συναληθεύονται με τον αντίστοιχο περιορισμό.                                                                             2ος τρόπος: Παίρνουμε αρχικό περιορισμό Β(x)
[image: image40.wmf]³

 0           (π.χ. 5
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2x
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0) για να έχει νόημα η ισότητα. Συνεχίζουμε παίρνοντας (A(x) = B(x)  ή  Α(x) =
[image: image43.wmf]-

B(x)). Σε κάθε περίπτωση συναληθεύω με τον αρχικό περιορισμό. 

6)  |A(x)| + |Β(x)|  = 0 
[image: image44.wmf]Û

A(x) = 0 και Β(x) = 0  (συναληθεύω)!

7)   |A(x)| + |Β(x)|+ ….  = Κ(x)   (Κάνω πίνακα πρόσημων)                                                          

8) Ειδικές περιπτώσεις
i) |Α(x)| = A(x)
[image: image45.wmf]Û
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ii) |B(x)| = 
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Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις: 

1) 
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Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις γεωμετρικά (με αποστάσεις) 
α)
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►ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

ΑΣΚΗΣΗ 88
  Να λυθούν οι παραμετρικές εξισώσεις για τις διάφορες τιμές των    

  παραμέτρων κ, λ, μ
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4) κ2x 
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 κ2+1 = κx
5) κ2(x
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1)+3 = κx+2

6) μ2x
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μ2+1 = μx
(§3.2)     Η ΕΞΙΣΩΣΗ 
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ΑΣΚΗΣΗ  89     Να λύσετε τις εξισώσεις:
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Κεφάλαιο  3Ο  :   ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
	(§3.3) ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  αx2 + βx + γ = 0 , α
[image: image107.wmf]¹

0
· Διακρίνουσα του τριωνύμου αx2 + βx + γ:                                                                                                                                          λέγεται η αλγεβρική παράσταση  Δ = β2 – 4αγ  

· Ρίζα (ή λύση) της εξίσωσης αx2 + βx + γ  = 0 :                                                                                                                             Λέγεται κάθε πραγματικός αριθμός που την επαληθεύει.   
Αν Δ > 0   
Δύο  ρίζες πραγματικές και άνισες: 
x1,2 = 
[image: image108.wmf]-±
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Αν Δ = 0
Μία  (διπλή) ρίζα:   x0 
[image: image109.wmf]β
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Αν Δ < 0
δεν έχει  πραγματικές ρίζες
►ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΚΑΙ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΡΙΖΩΝ
Αν  x1 , x2  οι ρίζες της εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0, α
[image: image110.wmf]¹

0.

Tότε  ισχύουν οι τύποι: (τύποι του  Vieta)
S = x1+x2 =
[image: image111.wmf]-

b
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    και    P = x1 x2 =
[image: image112.wmf]g
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►ΠΟΡΙΣΜΑ

Με την βοήθεια των τύπων του Vieta αποδεικνύεται ότι: 

αx2 + βx + γ =0 
[image: image113.wmf]Û

x2 – Sx + P = 0
όπου S το άθροισμα  και  P το γινόμενο των ριζών (απόδειξη)
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Να βρείτε το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της καθεμιάς από τις παρακάτω εξισώσεις και κατόπιν βρείτε τις ρίζες τους.

        α) 2x2
[image: image114.wmf]-

3x+1 = 0     β) 4x2 +2(
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+1)x+
[image: image116.wmf]3

= 0        

►ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ
Τις γράφουμε συναρτήσει του αθροίσματος x1+x2=S και του γινομένου x1x2=P και να τις υπολογίσουμε.
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Αν  x1 , x2  οι ρίζες της εξίσωσης  x2
[image: image117.wmf]-

5x
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2=0 να υπολογισθούν οι παραστάσεις

   i) x1+x2                                 ii) x1 x2                      iii) (1+x1)(1+x2)     

iv)
[image: image119.wmf]12
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                  v) x12+x22                   vi) x13+x23
►ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΑΠΟ ΤΙΣ ΡΙΖΕΣ ΤΗΣ
Αν γνωρίζουμε το άθροισμα S και το γινόμενο P  των ριζών  τότε η ζητούμενη εξίσωση είναι x2–Sx +P = 0
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1) Να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες:  i)
[image: image120.wmf]-

6 και 1  ii)  ½ και 
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2     iii) 1+
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 και 1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image124.wmf]2

    iv) 1+α και 1
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α

2) Αν x1, x2 οι ρίζες της x2
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2x
[image: image127.wmf]-

5 = 0 να βρείτε την εξίσωση με ρίζες  i)2x1 και 2x2     ii) 1/x1και 1/x2
3) Να βρείτε δύο αριθμούς που έχουν:                                            i) άθροισμα 3/4, γινόμενο 1/8  ii) άθροισμα 4, γινόμενο 2         iii) άθροισμα 9, γινόμενο 10  iv) άθροισμα 9, γινόμενο 
[image: image128.wmf]-

52

►ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΓΙΑ ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΡΙΖΩΝ
1)  Αντίθετες ρίζες όταν:  (α
[image: image129.wmf]¹

0 και Δ
[image: image130.wmf]³

0 και S = 0)

2)  Αντίστροφες ρίζες όταν: (α
[image: image131.wmf]¹

0 και  Δ
[image: image132.wmf]³

0 και P = 1

3)  Ομόσημες ρίζες όταν:  (α
[image: image133.wmf]¹

0 και Δ
[image: image134.wmf]³

0 και P > 0)

4)  Ετερόσημες ρίζες όταν:Ρ < 0 (διότι P < 0
[image: image135.wmf]Þ

α
[image: image136.wmf]¹

0 και Δ>0)

5)  Θετικές ρίζες όταν:  (α
[image: image137.wmf]¹

0 και Δ
[image: image138.wmf]³

0 και  P > 0 και S > 0)

6)  Αρνητικές ρίζες όταν:  (α
[image: image139.wmf]¹

0 και  Δ
[image: image140.wmf]³

0 , P > 0 και S < 0)

7)  Η μία διπλάσια της άλλης (x2=2x1):                                  (α
[image: image141.wmf]¹

0 και Δ
[image: image142.wmf]³

0, και S = x1+x2=3x1 και P = x1x2=2x12)

8)  Η μία το τετράγωνο της άλλης (x2=x12):                                  (α
[image: image143.wmf]¹

0 και Δ
[image: image144.wmf]³

0, και P = x1x2=x13  και  S = x1+x2=x1+ x12)
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Δίνεται η εξίσωση 2x2+(λ
[image: image145.wmf]-

4)x
[image: image146.wmf]-

λ+2 = 0.

i) Να δείξετε ότι έχει πραγματικές ρίζες για κάθε τιμή του λ.

ii) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση έχει ρίζες α)αντίθετες  β) αντίστροφες, γ)ομόσημες δ)ετερόσημες ε)θετικές  ζ)αρνητικές
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1)  Δίνεται η εξίσωση x2
[image: image147.wmf]-

(λ+1)x+λ = 0.

i) Να δείξετε ότι έχει πραγματικές ρίζες για κάθε τιμή του λ.

ii) Να βρείτε το λ ώστε η μία ρίζα να είναι διπλάσια από την άλλη.

2)  Δίνεται η εξίσωση x2+ λx
[image: image148.wmf]-

27 = 0

i) Να δείξετε ότι έχει πραγματικές ρίζες για κάθε τιμή του λ.

ii) Αν η μία ρίζα ισούται με το τετράγωνο της άλλης να βρείτε τις ρίζες της και την τιμή του λ.

3)  Οι ρίζες της  x2
[image: image149.wmf]-

(5λ
[image: image150.wmf]-

6μ)x
[image: image151.wmf]-

1 = 0 είναι αντίθετες και οι ρίζες της  λx2+13x
[image: image152.wmf]-

λμ+λ2 = 0 είναι αντίστροφες.

i) Να βρείτε τις τιμές των λ, μ.

ii) Να λύσετε τις παραπάνω εξισώσεις.
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΠΟΥ ΑΝΑΓΟΝΤΑΙ  ΣΕ  2ου ΒΑΘΜΟΥ

1)
[image: image153.wmf]2

αx+βx+γ=0

        

    θέτω  
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ω0

  (Επειδή  
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x=|x|

)       
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Να λυθούν οι εξισώσεις:

1) 
[image: image156.wmf]2

x2|x|30
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6) 
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2(x4)|x4|150
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2) Διτετράγωνη :  
[image: image162.wmf]42

αx+βx+γ=0

                   

     Θέτω     
[image: image163.wmf]³

2

x=y0
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Να λυθούν οι εξισώσεις:

1) 
[image: image164.wmf]42

x2x30
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2) 
[image: image165.wmf]42

2x7x40
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3) 
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4) 
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5) 
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6) 
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ΆΣΚΗΣΗ  97  (**εκτός ύλης)
Έστω x1, x2 οι ρίζες της εξίσωσης 10x2
[image: image170.wmf]-

8x+1 = 0. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α και Β ενός δ.χ. Ω για τα οποία ισχύει: 
· P(A) = x1+x2, 
· P(B) = x1x2, και 
· 
[image: image171.wmf]22

1212

P(AB)xxxx

Ç=+

. 
Να βρείτε τις πιθανότητες:

P(A), P(B), 
[image: image172.wmf]P(AB)

Ç

, 
[image: image173.wmf]P(AB)

È

, 
[image: image174.wmf]P(AB)
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, 
[image: image175.wmf]P[(AB)(BA)]
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ΆΣΚΗΣΗ  98  (**εκτός ύλης)
Έστω Α, Β δύο ενδεχόμενα ενός δ.χ. Ω. Οι πιθανότητες Ρ(Α) και 
[image: image176.wmf]P(AB)

È

 είναι ρίζες της εξίσωσης 8x2
[image: image177.wmf]-

10x+3 = 0 και επιπλέον δίνεται ότι 
[image: image178.wmf]6
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i) Να βρείτε τις πιθανότητες Ρ(Α), 
[image: image179.wmf]P(AB)

È

και Ρ(Α
[image: image180.wmf]-

Β)

ii) Να βρείτε την πιθανότητα να πραγματοποιηθούν συγχρόνως τα Α , Β.

iii) Να βρείτε την πιθανότητα να μην πραγματοποιηθεί το Β.

Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image181.wmf]P(BA)
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Κεφάλαιο  3Ο  :  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  (ΘΕΜΑΤΑ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 2014)
	ΘΕΜΑ 2 (478)

Δίνεται η εξίσωση: x2 -λx +(λ2+λ-1)=0 (1), με παράμετρο λ
[image: image182.wmf]Î

¡

 .

α) Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό λ, ώστε η εξίσωση  

     (1) να έχει ρίζες πραγματικές.                             (Μονάδες 12)

β) Να λύσετε την ανίσωση: S2-P-2≥0, όπου S και P είναι  

     αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της (1).   

                                                                                   (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ 4 (1874)

Δίνεται η εξίσωση: x2-2(λ-1)x+λ+5=0 (1), με παράμετρο λ
[image: image183.wmf]Î

¡

.

α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα της εξίσωσης (1) είναι:

     Δ = 4λ2-12λ-16.                                                     (Μονάδες 7)

β) Να βρείτε τις τιμές του λ∈
[image: image184.wmf]¡

, ώστε η εξίσωση να έχει δύο    

    ρίζες πραγματικές και άνισες.                               (Μονάδες 10)

γ) Αν η εξίσωση (1) έχει ρίζες τους αριθμούς x1, x2 και d(x1, x2)     

    είναι η απόσταση των x1, x2  στον άξονα των πραγματικών  

    αριθμών, να βρείτε για ποιες τιμές του λ ισχύει:

    
[image: image185.wmf]12
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dxx
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.                                                    (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ 4 (1890)

Δίνεται η εξίσωση (λ+2)x2 +(2λ+3)x+λ-2=0 (1) , με  λ≠-2.
α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα της εξίσωσης (1) είναι:

  Δ=12λ+25                               (Μονάδες 6)

β) Να βρείτε τις τιμές του λ≠-2, ώστε η εξίσωση (1) να έχει δύο   

     ρίζες πραγματικές και άνισες.                                   (Μονάδες 7)

γ) Να εκφράσετε ως συνάρτηση του λ το άθροισμα των ριζών  

     S=x1+x2 και το  γινόμενο των ριζών P=x1∙x2.        (Μονάδες 4)

δ) Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του λ ώστε για τις ρίζες x1, x2  

  της εξίσωσης (1) να  ισχύει η σχέση :

    (x1+x2-1)2+( x1∙x2+3)2=0                    (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ 4 (2055)

Δίνεται η εξίσωση:
[image: image186.wmf]222
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, (1) με παράμετρο 
[image: image187.wmf]l
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α) Να βρεθούν οι τιμές του 
[image: image188.wmf]l
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, για τις οποίες η (1) είναι 

     εξίσωση 2ου βαθμού.                                                (Μονάδες 6)

β) Να αποδείξετε ότι για τις τιμές του 
[image: image189.wmf]l
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 που βρήκατε στο  

    (α) ερώτημα η (1) παίρνει τη μορφή : λx2 –(λ+1)x +1=0 

                                                                                             (Μονάδες 6)

γ) Να αποδείξετε ότι για τις τιμές του 
[image: image190.wmf]l
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  που βρήκατε στο  

    (α) ερώτημα η (1) έχει δυο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

                                                                                              (Μονάδες 7)

δ) Να προσδιορίσετε τις ρίζες της (1), αν αυτή είναι 2ου 

    βαθμού.                                                                          (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ 4 (2081)

Δίνεται η εξίσωση  λx2+2(λ-1)x+λ-2=0,  (1) με παράμετρο 
[image: image191.wmf]l
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α) Να λύσετε την εξίσωση όταν λ=0.                         (Μονάδες 5)

β) Έστω λ≠0.


  i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και   

      άνισες, τις οποίες στη συνέχεια να βρείτε.        (Μονάδες 10)

   ii) Αν 
[image: image192.wmf]1
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  και 
[image: image193.wmf]2
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 είναι οι δυο ρίζες της  

        εξίσωσης (1), να προσδιορίσετε τις τιμές του λ για τις  

        οποίες ισχύει 
[image: image194.wmf]12
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 .                                  (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (2082)

Δίνεται το τριώνυμο: x2-(α+1)x+4, 
[image: image195.wmf]a
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 α) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι:

      Δ=(α-1)2-16.                                                         (Μονάδες 5)
	β) Να βρείτε για ποιες τιμές του α το τριώνυμο έχει ρίζες 

     πραγματικές και άνισες.                                      (Μονάδες 10)

γ) Έστω ότι το τριώνυμο έχει δυο ρίζες, x1 και x2.

    i) Να βρείτε το άθροισμα S= x1+ x2, το γινόμενο P=x1∙x2 των  

       ριζών του.                                                            (Μονάδες 2)

    ii) Nα αποδείξετε ότι: d(x1,1)
[image: image196.wmf]×

 d(x2,1)  = 4             (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ 4 (2332)

Δίνεται η εξίσωση  x2 − 4x + 2 − λ2 = 0 (1) με παράμετρο λ
[image: image197.wmf]Î
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.

α) Να αποδείξετε ότι, για οποιαδήποτε τιμή του λ
[image: image198.wmf]Î
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, η (1) 

     έχει δύο ρίζες άνισες.                                           (Μονάδες 10)

β) Αν x1 και x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης (1):

     i) Να βρείτε το  S = x1 + x2 .

     ii) Να βρείτε το  P = x1
[image: image199.wmf]×

 x2  ως συνάρτηση του πραγματικού 

         αριθμού λ .                                                         (Μονάδες 5)

γ) Αν η μία ρίζα της εξίσωσης (1) είναι ο αριθμός 2 + 
[image: image200.wmf]3

  τότε:

     i) να αποδείξετε ότι η άλλη ρίζα της εξίσωσης (1) είναι ο 

        αριθμός 2 − 
[image: image201.wmf]3

 ,

     ii) να βρείτε το λ.                                                 (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (4548)

Δίνεται η εξίσωση: x2– x + (λ - λ2)=0, με παράμετρο λ
[image: image202.wmf]Î
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 (1)
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε  

     ότι η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λ
[image: image203.wmf]Î
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.   

                                                                                  (Μονάδες 10) 

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες;      

                                                                                     (Μονάδες 6)

γ) Να αποδείξετε ότι η παράσταση 
[image: image204.wmf]1
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, όπου S, P το  

     άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της εξίσωσης (1)  

     αντίστοιχα, έχει νόημα πραγματικού αριθμού για κάθε  

     πραγματικό αριθμό λ.                                            (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ 4 (4551)

Δίνεται το τριώνυμο: λx2-(λ2+1)x+λ, λ
[image: image205.wmf]Î
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α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να  

     αποδείξετε ότι το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  

     λ
[image: image206.wmf]Î
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-{0}                                                              (Μονάδες 8)

β) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το 

     άθροισμα S= x1+x2 συναρτήσει του λ≠0 και να βρείτε την τιμή   

     του γινομένου P= x1∙x2 των ριζών .                      (Μονάδες 5)

γ) Αν λ<0, τότε:

    i) το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή αρνητικές; Να  

       αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                     (Μονάδες 6)

    ii) να αποδείξετε ότι |x1+x2|
[image: image207.wmf]³

 2x1x2 , όπου x1, x2  είναι οι ρίζες  

        του παραπάνω τριωνύμου.                                (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ 4 (4558)

Δίνεται το τριώνυμο: f(x) = λx2 – (λ2+1)x + λ, με λ>0

α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να  

     αποδείξετε ότι το τριώνυμο έχει ρίζες θετικές για κάθε λ > 0 . 

                                                                                           (Μονάδες 10)

β) Αν οι ρίζες του τριωνύμου είναι τα μήκη των πλευρών ενός  

     ορθογωνίου παραλληλογράμμου, τότε:

     i) να βρείτε το εμβαδόν του ορθογωνίου.             (Μονάδες 4)

     ii) να βρείτε την περίμετρο Π του ορθογωνίου ως συνάρτηση  

         του λ και να αποδείξετε ότι Π≥ 4 για κάθε λ > 0 .  (Μον. 8)

     iii) για την τιμή του λ που η περίμετρος γίνεται ελάχιστη,  

          δηλαδή ίση με 4, τι συμπεραίνετε για το ορθογώνιο; Να 

          αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                  (Μονάδες 3)


Κεφάλαιο  3Ο  :  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  (ΘΕΜΑΤΑ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 2014)
	ΘΕΜΑ 4 (4654)

α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση: x4 – 7x 2 + 12=0

     Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει τέσσερις διαφορετικές   

     πραγματικές ρίζες, τις οποίες και να προσδιορίσετε.  

                                                                                  (Μονάδες 10)

β) Γενικεύοντας το παράδειγμα του προηγούμενου 

     ερωτήματος, θεωρούμε τη διτετράγωνη εξίσωση: 

     x4 + βx 2 + γ=0    (1) με παραμέτρους β, γ 
[image: image208.wmf]Î
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. Να δείξετε    

     ότι:  

     Αν β < 0 , γ > 0 και β2 – 4γ > 0, τότε η εξίσωση (1) έχει  

     τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες.          (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ 4 (4659)

Δίνεται η εξίσωση: αx2- 5x + α=0, με παράμετρο α≠0.
α) Να αποδείξετε ότι αν 
[image: image209.wmf]5
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 τότε η εξίσωση έχει ρίζες 

    πραγματικούς αριθμούς, που είναι αντίστροφοι μεταξύ τους.   

                                                                                 (Μονάδες 10)

β) Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης, όταν α=2.    (Μονάδες 5)

γ) Να λύσετε την εξίσωση:
[image: image210.wmf]2
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                                                                                  (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (4663)

Δίνεται η εξίσωση (x - 2) 2= λ(4x - 3), με παράμετρο λ
[image: image211.wmf]Î
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α) Να γράψετε την εξίσωση στη μορφή  αx2+βx+γ=0, α ≠ 0.           

                                                                                    (Μονάδες 5)

β) Να βρείτε για ποιές τιμές του λ η εξίσωση έχει ρίζες  

     πραγματικές και άνισες.                                      (Μονάδες 10)

γ) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης, στην περίπτωση που έχει  

     ρίζες πραγματικές και άνισες,

     i) να υπολογίσετε τα S=x1+x2 και P=x1x2
     ii) να αποδείξετε ότι η παράσταση Α = (4x1 - 3)(4x2 - 3) είναι   

         ανεξάρτητη του λ, δηλαδή σταθερή.             (Mονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (4665)

Δίνεται η εξίσωση: x2 − λx − ( λ2 + 5 ) = 0 (1) με παράμετρο λ
[image: image212.wmf]Î
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α) Να βρείτε τη διακρίνουσα  Δ  της εξίσωσης (1).    (Μονάδες 5)

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει δυο ρίζες πραγματικές 

     και άνισες για κάθε λ
[image: image213.wmf]Î
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.                                  (Μονάδες 10)

γ) Αν x1 , x2 είναι οι δύο ρίζες της εξίσωσης (1), να βρεθούν οι  

     τιμές του λ
[image: image214.wmf]Î
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  για τις οποίες ισχύει: ( x1−2 )(x2 −2 ) = − 4 

                                                                                  (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (4667)

α) Να λύσετε την εξίσωση: x2-3x-4=0 (1)             (Μονάδες 10)

β) Δίνονται οι ομόσημοι αριθμοί α, β για τους οποίους ισχύει:   

     α2 - 3αβ - 4β2=0.

 i) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image215.wmf]a
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  είναι λύση της εξίσωσης (1).  

                                                                                   (Μονάδες 7)

ii) Να αιτιολογήσετε γιατί ο α είναι τετραπλάσιος του β.  

                                                                                   (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ 4 (4680)

Δίνεται η εξίσωση: x2– x + λ – λ2= 0 , με παράμετρο λ
[image: image216.wmf]Î
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 (1)
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα  Δ  της εξίσωσης και να αποδείξετε  

     ότι η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λ
[image: image217.wmf]Î
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                                                                                  (Μονάδες 10)

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες; (Μον. 6)
	γ) Αν x1, x2  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης (1), τότε να  

     βρείτε για ποιες τιμές του λ ισχύει  0 < d(x1 , x2 ) < 2 . 

                                                                                   (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ 4 (4681)

Δίνεται η εξίσωση: x2– x +(λ - λ2)= 0, με παράμετρο λ
[image: image218.wmf]Î
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 (1)
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε  

     ότι η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λ
[image: image219.wmf]Î
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                                                                                 (Μονάδες 10)

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες; 

                                                                                  (Μονάδες 6)

γ) Αν 
[image: image220.wmf]1
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 και x1, x2 είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης (1), 

    τότε να βρείτε για ποιες τιμές του λ ισχύει: 

     
[image: image221.wmf]12
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                                         (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ 4 (4833)

Μία υπολογιστική μηχανή έχει προγραμματιστεί έτσι ώστε, όταν εισάγεται σε αυτήν ένας πραγματικός αριθμός x, να δίνει ως εξαγόμενο τον αριθμό λ που δίνεται από τη σχέση:

λ = (2x+5)2 - 8x (1)

α) Αν ο εισαγόμενος αριθμός είναι το -5, ποιος είναι ο  

     εξαγόμενος;                                                        (Μονάδες 6)

β) Αν ο εξαγόμενος αριθμός είναι το 20, ποιος μπορεί να είναι ο  

     εισαγόμενος;                                                       (Μονάδες 6)

γ) Να γράψετε τη σχέση (1) στη μορφή 4x2 + 12x + (25 - λ) = 0  

     και στη συνέχεια:

     i) να αποδείξετε ότι οποιαδήποτε τιμή και να έχει ο 

        εισαγόμενος αριθμός x, ο εξαγόμενος αριθμός λ δεν μπορεί 

        να είναι ίσος με 5.                                              (Μονάδες 6)

     ii) να προσδιορίσετε τις δυνατές τιμές του εξαγόμενου  

          αριθμού λ.                                                       (Μονάδες 7)

ΘΕΜΑ 4 (4835)

Δίνεται η εξίσωση x2 −βx +γ = 0 με β, γ πραγματικούς αριθμούς.

Αν η παραπάνω εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες για τις οποίες ισχύει  |x1 + x2|= 4 , τότε:

α) Να βρείτε τις δυνατές τιμές του β .                      (Μονάδες 6)

β) Να αποδείξετε ότι γ < 4 .                                      (Μονάδες 7)

γ) Δίνεται επιπλέον η εξίσωση  x2 −β |x| +3 = 0  (1)

     Να εξετάσετε για ποια από τις τιμές του β που βρήκατε     στο (α) ερώτημα, η εξίσωση (1) δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

                                                                              (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ 4 (4836)
Δίνεται η εξίσωση x2 – λx + 1=0 (1) με παράμετρο λ
[image: image222.wmf]Î
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α) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση (1) έχει ρίζες 

     πραγματικές και άνισες.                                       (Μονάδες 8)

β) Να αποδείξετε ότι αν ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1), 

     τότε και ο αριθμός 
[image: image223.wmf]1

r

  είναι επίσης ρίζα της εξίσωσης.                  

                                                                                 (Μονάδες 5)

γ) Για λ>2, να αποδείξετε ότι:

     i) Οι ρίζες  x1, x2  της εξίσωσης (1) είναι αριθμοί θετικοί.

     ii)  x1 + 4x2 ≥ 4 .                                                 (Μονάδες 12)


Κεφάλαιο  3Ο  :  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  (ΘΕΜΑΤΑ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 2014)
	ΘΕΜΑ 4 (4853) !!

Δίνεται το τριώνυμο αx2 +βx+γ, α≠0 με ρίζες τους αριθμούς 1 και 2.

α) Χρησιμοποιώντας τους τύπους για το άθροισμα S και το     

     γινόμενο P των ριζών του τριωνύμου, να αποδείξετε ότι:        

     γ = 2α και β = -3α.                                               (Μονάδες 9)

β) Αν επιπλέον γνωρίζουμε ότι το τριώνυμο παίρνει θετικές 

     τιμές για κάθε x
[image: image224.wmf]Î

(1, 2), τότε:

     i) να αποδείξετε ότι α<0.                                       (Μονάδες 9)

     ii) να λύσετε την ανίσωση γx2+βx+α<0.                 (Μονάδες 7)

ΘΕΜΑ 4 (4857)

Δίνεται η εξίσωση αβx2 − (α2+ β2)x+ αβ = 0 όπου α, β δύο θετικοί αριθμοί.

α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης είναι: 

      Δ= (α2− β2 )2                                                        (Μονάδες 8)

β) Να βρείτε τη σχέση μεταξύ των αριθμών α, β, ώστε η εξίσωση  

     να έχει δυο ρίζες άνισες, τις οποίες να προσδιορίσετε, ως 

     συνάρτηση των α, β.                                            (Μονάδες 10)

γ) Αν οι ρίζες της εξίσωσης είναι 
[image: image225.wmf]1
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     αποδείξετε ότι: (1+ x1)(1+ x2) ≥ 4 .                      (Μονάδες 7)

ΘΕΜΑ 4 (4903)

Δίνεται η εξίσωση λx2 + (2λ - 1)x + λ - 1=0, με παράμετρο             λ
[image: image227.wmf]Î
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α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης είναι 

     ανεξάρτητη του λ, δηλαδή σταθερή.                  (Μονάδες 8)

β) Να προσδιορίσετε τις ρίζες της εξίσωσης συναρτήσει του λ. 

                                                                                (Μονάδες 7)

γ) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η απόσταση των ριζών της 

    εξίσωσης στον άξονα των πραγματικών αριθμών είναι ίση με 

    2 μονάδες.        (Απ. 
[image: image228.wmf]1/2
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)                            (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (4957)

Δίνεται το τριώνυμο: λx2 - (λ2+1)x + λ,   λ
[image: image229.wmf]Î
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α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να 

     αποδείξετε ότι το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε        

     λ
[image: image230.wmf]Î
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-{0}                                                              (Μονάδες 8)

β) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το 

     άθροισμα S= x1+x2 συναρτήσει του λ≠0 και να βρείτε την τιμή 

     του γινομένου P= x1∙x2 των ριζών .                      (Μονάδες 5)
γ) Αν λ > 0 , το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή 

    αρνητικές; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  (Μονάδες 6)

δ) Για κάθε λ > 0 , αν x1, x2 είναι οι ρίζες του παραπάνω 

     τριωνύμου, να αποδείξετε ότι 
[image: image231.wmf]12
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   (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ 4 (4962)

Δίνεται το τριώνυμο: λx2 - (λ2+1)x + λ,    λ
[image: image232.wmf]Î

¡

-{0}

α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να  

     αποδείξετε ότι το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  

     λ
[image: image233.wmf]Î
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-{0} .                                                            (Μονάδες 8)

β) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το 

     άθροισμα S= x1+x2 συναρτήσει του λ≠0 και να βρείτε την τιμή 

     του γινομένου P= x1∙x2 των ριζών.                       (Μονάδες 5)

γ) Αν λ > 0 το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή  

    αρνητικές; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  (Μονάδες 6)

δ) Αν 0 < λ ≠1 και x1, x2  είναι οι ρίζες του παραπάνω τριωνύμου, 

     τότε να συγκρίνετε τους αριθμούς 
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2

xx

+
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	ΘΕΜΑ 4 (4965)

Δίνεται το τριώνυμο: λx2 - (λ2+1)x + λ,    λ
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α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να  

     αποδείξετε ότι το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  

     λ
[image: image236.wmf]Î
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-{0} .                                                            (Μονάδες 8)

β) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το 

     άθροισμα S= x1+x2 συναρτήσει του λ≠0 και να βρείτε την    

     τιμή του γινομένου P= x1∙x2 των ριζών.               (Μονάδες 5)

γ) Αν λ > 0 το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή  

    αρνητικές; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  (Μονάδες 6)

δ) Αν 0 < λ ≠1και x1, x2  με x1<x2  είναι οι ρίζες του παραπάνω 

     τριωνύμου, τότε να βρείτε το πρόσημο του γινομένου 

     f (0)
[image: image237.wmf]×

 f (κ) 
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f (μ) , όπου κ, μ είναι αριθμοί τέτοιοι ώστε

     x1 < κ < x2 < μ .                                                              (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ 4 (4970)

Δίνεται η εξίσωση: 2x2+λx – 36 = 0 (1) με παράμετρο λ
[image: image239.wmf]Î
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(α) Να δείξετε ότι, για κάθε τιμή του λ, η εξίσωση (1) έχει δύο 

       ρίζες πραγματικές και άνισες.                            (Μονάδες 8)

(β) Υποθέτουμε τώρα ότι μία από τις ρίζες της εξίσωσης (1) είναι 

      ο αριθμός ρ.

     (i) Να δείξετε ότι ο αριθμός  - ρ είναι ρίζα της εξίσωσης

          2x2- λx – 36 = 0                                              (Μονάδες 7)
     (ii) Να δείξετε ότι:

         • ρ ≠ 0 και

         • ο αριθμός 
[image: image240.wmf]1
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 είναι ρίζα της εξίσωσης: - 36x2+λx +2 = 0
                                                                                (Μονάδες 4+6=10)

ΘΕΜΑ 4 (4975)

α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση: x4 – 8x2 – 9 = 0 .

     Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει δύο μόνο πραγματικές 

     ρίζες, τις οποίες και να προσδιορίσετε.                (Μονάδες 10)

β) Γενικεύοντας το παράδειγμα του προηγούμενου 

     ερωτήματος, θεωρούμε τη διτετράγωνη εξίσωση: 

    x4 + βx2 + γ = 0 (1) με παραμέτρους β, γ
[image: image241.wmf]Î
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. Να δείξετε ότι: 

    Αν γ < 0 τότε

    i) β2 – 4γ > 0                                                          (Μονάδες 3)

    ii) η εξίσωση (1) έχει δύο μόνο διαφορετικές πραγματικές 

        ρίζες.                                                                (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ 4 (4992)

α) Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με περίμετρο  Π = 34 

     cm και διαγώνιο δ=13 cm

      i) Να δείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι E= 60cm2.  

                                                                                  (Μονάδες 5)

      ii) Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει      

          ρίζες τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου.  (Μονάδες 5)

     iii) Να βρείτε τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου.  

                                                                                  (Μονάδες 5)

β) Να εξετάσετε αν υπάρχει ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με 

     εμβαδόν 40 cm2 και διαγώνιο 8 cm.                 (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (5317)

α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση: x4 – 9x2 +20 = 0. Nα δείξετε 

     ότι η εξίσωση αυτή έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 

     ρίζες, τις οποίες και να προσδιορίσετε.               (Μονάδες 10)
β) Να κατασκευάσετε μία διτετράγωνη εξίσωση της μορφής

     x4 + βx2 +γ = 0 , η οποία να έχει δύο μόνο διαφορετικές 

     πραγματικές ρίζες. Να αποδείξετε τον ισχυρισμό σας 

     λύνοντας την εξίσωση που κατασκευάσατε.       (Μονάδες 15)


Κεφάλαιο  3Ο  :  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  (ΘΕΜΑΤΑ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 2014)
	ΘΕΜΑ 4 (6223)

Δίνεται η εξίσωση: x2 - 5λx - 1 = 0, με παράμετρο λ
[image: image242.wmf]Î
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α) Να αποδείξετε ότι, για κάθε λ
[image: image243.wmf]Î
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, η εξίσωση έχει δύο ρίζες 

     πραγματικές και άνισες.                                       (Μονάδες 7)

β) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, τότε:

     i) Να προσδιορίσετε τις τιμές του λ
[image: image244.wmf]Î
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, για τις οποίες ισχύει:

        (x1 + x2)2 - 18 - 7(x1∙x2)24 = 0.                            (Μονάδες 9)

     ii) Για λ = 1, να βρείτε την τιμή της παράστασης: 

         x12 x2 - 3x1 + 4 - 3x2 + x1∙x22.                          (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ 4 (6224)

Οι πλευρές x1, x2 ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι οι ρίζες της εξίσωσης  
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α) Να βρείτε:

     i) την περίμετρο Π  του ορθογωνίου συναρτήσει του λ.                

                                                                                   (Μονάδες 6)

    ii) το εμβαδόν Ε  του ορθογωνίου.                        (Μονάδες 6)

β) Να αποδείξετε ότι Π≥16 , για κάθε λ
[image: image247.wmf](0,4)
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.     (Μονάδες 7)

γ) Για ποια τιμή του λ η περίμετρος Π του ορθογωνίου γίνεται 

    ελάχιστη, δηλαδή ίση με 16; Τι μπορείτε να πείτε τότε για το 

    ορθογώνιο;                                                           (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ 4 (6678)

Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκη πλευρών α, β και εμβαδόν Ε, τέτοια ώστε οι αριθμοί α, Ε, β, με τη σειρά που δίνονται να είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου.

α) Να αποδείξετε ότι Ε=1                                       (Μονάδες 10)

β) Αν α + β = 10 τότε:

     i) Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τα 

        μήκη α, β                                                           (Μονάδες 5)

     ii) Να βρείτε τα μήκη α, β                                  (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ 4 (7263)

Δίνεται το τριώνυμο: x2 – 6x + λ – 7, όπου λ
[image: image248.wmf]Î
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α) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες το τριώνυμο έχει   

     πραγματικές ρίζες.                                                (Μονάδες 7)

β) i) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να βρείτε την τιμή 

        του αθροίσματος S= x1+x2 των ριζών και να εκφράσετε 

        συναρτήσει του λ το γινόμενο P= x1∙x2 των ριζών.

                                                                                   (Μονάδες 2)

    ii) Να δείξετε ότι, για κάθε λ με 7 < λ < 16, το τριώνυμο έχει 

        δύο άνισες ομόσημες ρίζες. Ποιο είναι τότε το πρόσημο των 

        ριζών; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.     (Μονάδες 4)

γ) i) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση

        x2 – 6|x| + λ = 7 (1) έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές  

        ρίζες.                                                                  (Μονάδες 8)

    ii) Έχει η εξίσωση (1) για λ =
[image: image249.wmf]310

  τέσσερις διαφορετικές 

        πραγματικές ρίζες; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.   

                                                                                   (Μονάδες 4)

ΘΕΜΑ 4 (7515)

Δίνεται η εξίσωση: x2 − 2x + λ = 0 , με παράμετρο λ < 1.

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει δύο ρίζες x1 , x2 

     διαφορετικές μεταξύ τους.                                  (Μονάδες 6)

β) Να δείξετε ότι:  x1 + x2 = 2.                                 (Μονάδες 4)

γ) Αν για τις ρίζες  x1 , x2 ισχύει επιπλέον: |x1 – 2| = |x2 + 2|, 

    τότε:

    i) Να δείξετε ότι: x1 – x2 = 4 .                             (Μονάδες 7)

    ii) Να προσδιορίσετε τις ρίζες  x1 , x2 και η τιμή του λ. 

                                                                                  (Μονάδες 8)
	ΘΕΜΑ 4 (7516)

Δίνονται η εξίσωση: αx2 − ( α2 − 1 )x − α = 0 , με παράμετρο α≠0.

α) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι: 

      Δ = (α2+1)2 .                                                       (Μονάδες 5)

β) Να αποδείξετε ότι οι ρίζες της εξίσωσης είναι: ρ1 = α και 

      ρ2=
[image: image250.wmf]1
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                                                              (Μονάδες 10)

γ) Να βρεθούν οι τιμές του α ώστε:|ρ1 – ρ2| = 2.    (Μονάδες 10)

ΘEMA 4 (7940)

α) Να λύσετε τις εξισώσεις

     3x2 – 14x + 8 = 0 (1)  και 8x2 – 14x + 3 = 0 (2)

                                                                                  (Μονάδες 10)

β) Ένας μαθητής παρατήρησε ότι οι ρίζες της εξίσωσης (2) είναι   

    οι αντίστροφοι των ριζών της εξίσωσης (1) και ισχυρίστηκε 
    ότι το ίδιο θα ισχύει για οποιοδήποτε ζευγάρι εξισώσεων της 

    μορφής: αx2 + βx + γ = 0 (3) και γx2 + βx + α = 0 (4), 
    με α∙γ ≠0.

    Αποδείξτε τον ισχυρισμό του μαθητή, δείχνοντας ότι:

    Αν ο αριθμός είναι ρίζα της εξίσωσης (3) και α∙γ ≠0, τότε

    i) ρ≠0 και                                                              (Μονάδες 5)

    ii) o 
[image: image251.wmf]1
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  επαληθεύει την εξίσωση (4).                 (Μονάδες 10)
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