
 

 

 

20 επαναληπτικά θέματα 
για τα μαθηματικά κατεύθυνσης Γ΄ λυκείου 

 

(τεύχος 7  –  σχολικό έτος 2018-2019) 

 

 
Γράφουν οι μαθηματικοί: 
 

Βαςιλόπουλοσ Κων/νοσ  

Βζρρασ Οδυςςζασ 

Κλίτςασ Γιώργοσ 

Κώνςτασ Χάρθσ 

Λιτηερίνοσ Χριςτόδουλοσ 

Μποφηασ Δθμιτρθσ 

Πάτςθσ Ανδρζασ 

Σκζντηοσ Δθμιτρθσ 

Τρφφων Παφλοσ 

 

 

 

ελεφκερθ διάκεςθ για εκπαιδευτικοφσ ςκοποφσ από: 

Μαθηματικά για το τελευταίο θρανίο! 

 
 

 

Απαγορεφεται η όποιασ μορφήσ εμπορική χρήςη! 

Τα πνευματικά δικαιώματα των θεμάτων 

ανήκουν αποκλειςτικά ςτουσ δημιουργοφσ τουσ 

(Ν. 2121/93  και  2557/97). 
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Θέμα 1ο
 

Έζηω ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ ην R , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

 Η f  είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην R  κε ζπλερή δεύηεξε παξάγωγν. 

 Η αξρή ηωλ αμόλωλ  0,0  είλαη ην κνλαδηθό ζεκείν θακπήο ηεο f  . 

 Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f   απεηθνλίδεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Α.  Να κειεηεζεί f  ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα δεηρζεί όηη έρεη δύν ηνπηθά ειάρηζηα θαη έλα 

ηνπηθό κέγηζην. 

Β.  Να κειεηεζεί ε f  ωο πξνο ηα θνίια θαη ηα ζεκεία θακπήο. 

Γ.   

Γ.1.  Να κειεηεζεί ε f   ωο πξνο ηε κνλνηνλία. 

Γ.2.  Να απνδεηρζεί όηη  0 0f    
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Γ.3.  Να ππνινγηζηεί ην όξην 
  3

2

1
lim

1x

f α x x

x x

   

 
  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α R   

Γ.4.  Να απνδεηρζεί όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία εθαπηνκέλε ηεο fC  , ζε ζεκείν κε 

ηεηκεκέλε  2, 2ox   , πνπ λα είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία 
4

1821
5

y x     

Γ.  Δπηπιένλ δίλεηαη όηη  2 10f   . 

Γ.1.  Να απνδεηρζεί όηη   2 4 28f    

Γ.2.  Να ιπζεί ε εμίζωζε    3 16f x x    ζην δηάζηεκα  , 2  

Γ.3.  Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα       
2

1

2

ln
ln

e

e

x
I f x f x dx f x dx

x

 
       

     

Δ.  Έζηω Δ ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε fC  , ηνλ άμνλα x x , ηνλ άμνλα y y   θαη ηε 

θαηαθόξπθε επζεία 4x  . Να απνδεηρζεί όηη ππάξρεη αθξηβώο κία θαηαθόξπθε επζεία x α , 

κε  0,4α , πνπ λα ρωξίδεη ην Δ ζε δύν ηζνεκβαδηθά ρωξία. 
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Θέμα 2ο 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 1f x x x    ,  κε  0,x   

Α.  Να νξηζηεί ε ζπλάξηεζε  f f  

Β.  Να ππνινγηζηεί ην όξην 
  4

1
lim
x f f x 

 

Γ.  Έζηω ζπλάξηεζε g  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  4, . 

Αλ ηζρύεη όηη       4 3xf f x g x e x    ,  γηα θάζε  4,x  , ηόηε λα βξεζεί ν ηύπνο 

ηεο g  ζην δηάζηεκα  4,  

Γ.  Να δεηρζεί όηη ε εμίζωζε  
    
1 1

0
f x f f x

 


 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  1,4  

Δ.  Να βξεζεί ε εθαπηνκέλε    ηεο f fC   ζην ζεκείν  9, 1  θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδόλ 

ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο   , f fC   θαη ηνλ άμνλα x x . 
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Θέμα 3ο
 

Έζηω ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ ην R , δύν θνξέο παξαγωγίζηκε κε ζπλερή δεύηεξε 

παξάγωγν γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

   0f x   , γηα θάζε x R   

  f x x  , γηα θάζε x R   

   1 1f  . 

Α.  Να δεηρζεί όηη ε επζεία   : y x   εθάπηεηαη ηεο fC  ζην ζεκείν  1,1 . 

Β.  Να απνδεηρζεί όηη ε fC  θαη ε επζεία    δελ έρνπλ άιιν θνηλό ζεκείν εθηόο ηνπ Α. 

Γ.  Να απνδεηρζεί όηη     
2

1

0

2

2 2

f xx e
f x e dx

  
   

 
   

Γ.  Να δεηρζεί όηη ε f   είλαη θπξηή ζε όιν ην R  

Δ.  Αλ επηπιένλ ηζρύεη όηη  
2 1

2

x
f x


   γηα θάζε x R , ηόηε λα δεηρζεί όηη ε fC  δελ έρεη 

αζύκπηωηεο. 

ΣΤ.  Δπηπιένλ δίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη πνιπώλπκν.  

Να βξεζεί ν ηύπνο ηεο f  αλ ηζρύεη       
2

2 1f x f x f x      , γηα θάζε x R . 
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Θέμα 4ο
 

Έζηω ζπλάξηεζε  : 0,f R  ,  παξαγωγίζηκε ζην  0, , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ:  

  
2

xe
f x

x

 
 
 

   , γηα θάπνην 0    

 
 

ln

1 1
1

f

dx
x

  
 

    

Α.  Να απνδείμεηε όηη 1   

Β.  Γίλεηαη επηπιένλ ε ζπλάξηεζε  g  κε   
1

xg x e    θαη   0,gD     

Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ  f  θαη g   έρνπλ παξάιιειεο 

εθαπηόκελεο ζε νπνηαδήπνηε ζεκεία   ,x f x  θαη   ,x g x  κε 0x   

Γ.  Αλ επηπιένλ ππάξρεη  0  , ηέηνην ώζηε: 

 
 

   
1 lim

2 1x
f x

e f f  

  
       

Να βξεζεί ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο f  

Γ.  Αλ  
1

xf x e   , κε 0x  ,  λα απνδεηρζεί όηη ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν ηεο fC  πνπ έρεη 

ειάρηζηε απόζηαζε από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ  0,0 . 
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Θέμα 5ο  

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    1xg x e x     θαη    
3 1 3 2x xg f x e x x      νξηζκέλεο ζην R  

Α.  Να δεηρζεί όηη ν ηύπνο ηεο f  είλαη   3 1f x x x    

Β.  Να βξεζεί αθέξαηνο   ώζηε ε εμίζωζε   0f x   λα έρεη αθξηβώο κία ξίδα ζην δηάζηεκα 

 , 1    

Γ.  Έζηω    ε εθαπηνκέλε ηεο fC  πνπ άγεηαη από ην ζεκείν  0, 3  . 

Γ.1.  Να βξεζεί ην ζεκείν Β ζην νπνίν ε επζεία    εθάπηεηαη ηεο fC  θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

βξεζεί ε    

Γ.2.  Να απνδεηρζεί όηη ε fC  θαη ε επζεία    έρνπλ θαη δεύηεξν θνηλό ζεκείν, εθηόο ηνπ Β, 

ζην νπνίν ηέκλνληαη. 

Γ.3.  Έζηω θηλεηό ζεκείν   , f   επί ηεο fC  θαη    ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Μ. Η 

επζεία    ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  ζην ζεκείν Ν. Αλ ε ηεηκεκέλε ηνπ Μ απμάλεηαη κε 

ξπζκό κεηαβνιήο 8 / sec  λα βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ Ν ηε 

ρξνληθή ζηηγκή ot  θαηά ηελ νπνία ην Μ δηέξρεηαη από ην Β  

(όποσ Β το σημείο τοσ ερωτήματος Γ.1) 

Γ.  Να δεηρζεί όηη ε εμίζωζε  
   

1 1
0

1f x g x
 


  έρεη κνλαδηθή ξίδα  0,1ox  . 
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Θέμα 6ο
 

 Έζηω ηζνζθειέο ηξίγωλν ΑΒΓ κε πεξίκεηξν 30  θαη βάζε ΒΓ. 

Α.  Να απνδεηρζεί όηη ην Δκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

ΑΒΓ γίλεηαη κέγηζην όηαλ 10x y  . 

Β.  Αλ ην x  κεηαβάιιεηαη κε ξπζκό  

  3x t   κνλ/sec, λα βξεζεί  

ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο γωλίαο βάζεο ζ  

ηε ρξνληθή ζηηγκή ot  θαηά ηελ νπνία  

ην Δκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ  

γίλεηαη κέγηζην. 

Γ.  Όηαλ ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ γίλεηαη κέγηζην εγγξάθνπκε νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν ΚΛΜΝ όπωο θαίλεηαη 

ζην δηπιαλό ζρήκα: 

 Γ.1. Να βξεζνύλ νη δηαζηάζεηο ηνπ ΚΛΜΝ 

ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ λα γίλεηαη κέγηζην. 

Γ2.  Έζηω ζπλερήο ζπλάξηεζε f  κε πεδίν 

νξηζκνύ ην R  θαη ζύλνιν ηηκώλ  

ην δηάζηεκα 8 3, 10 3 
 

. 

α)  Να ππνινγηζηεί ην 
 

lim
x

f x

x
 

β)  Αλ Δ ε ζπλάξηεζε πνπ δίλεη ην εκβαδόλ ηνπ ΚΛΜΝ λα δεηρζεί όηη ππάξρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλα  2,4ox   ηέηνην ώζηε    o of x E x  
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Θέμα 7ο
 

Έζηω νη παξαγωγίζηκεο ζπλαξηήζεηο ,f g  κε πεδίν νξηζκνύ θαη ζύλνιν ηηκώλ ην δηάζηεκα 

 0,1 . Γίλεηαη επίζεο όηη ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

Α.  Να δεηρζεί όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  0,1ox   ηέηνην ώζηε    o of x g x  

Β.  Δπηπιένλ ηζρύεη όηη              1 1f x f x f x g x g x g x          γηα 

θάζε  0,1x . Να δεηρζεί όηη νη ζπλαξηήζεηο ,f g  είλαη ίζεο. 

Γ.  Να δεηρζεί όηη ππάξρνπλ  1 2, 0,1   , κε 1 2  , ώζηε   
   1

1 2

0 2

f f
f x dx

  
  

Γ.  Αλ, επηπιένλ, ηζρύεη όηη  
1

0

1

4
f x dx    λα δεηρζεί όηη ε f  αληηζηξέθεηαη θαη όηη 

 
1

1

0

3

4
f x dx  ,  κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε 

1f 
 είλαη ζπλερήο. 
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Θέμα 8ο 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    2 2 1xf x e x x     θαη    2 4 1g x x x   ,  κε πεδίν νξηζκνύ όιν 

ην R . 

Α.  Να δεηρζεί όηη ε f  έρεη νιηθό ειάρηζην ζε κνλαδηθό ζεκείν ox ,  κε  0,1ox   

Β.  Να απνδεηρζεί όηη ε εμίζωζε   0f x   έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο, ηηο 1 0x   θαη 2x   κε 

0  . 

Γ.  Να απνδεηρζεί όηη    of x g x  γηα θάζε x R .  (όποσ ox  τοσ ερωτήματος Α) 

Γ.  Αλ   ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε fC  θαη ηνλ άμνλα x x , λα απνδεηρζεί όηη 

 og x     

Δ.  Να ππνινγηζηεί ην όξην  
 

 

2
lim

ox x

f x

f x




   (όποσ ox  τοσ ερωτήματος Α) 
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Θέμα 9ο
 

Έζηω ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ ην  0,3 , ζην νπνίν είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Δπηπιένλ ηζρύεη όηη          
223 34 2 2

0 0
2 1 4 1x x xf x e e dx x f x e dx        

        

Α.  Να βξεζεί ν ηύπνο ηεο f . 

Β.  Να απνδεηρζεί όηη ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν ηεο fC  όπνπ ε απόζηαζε από ην ζεκείν 

 2,0  λα γίλεηαη ειάρηζηε. 

Γ.  Έζηω θηλεηό ζεκείν Μ επί ηεο fC . Αλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ είλαη 

ζηαζεξόο θαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο, λα βξεζεί ην ζεκείν   ηεο fC  όπνπ ν ξπζκόο 

κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο είλαη ίζνο κε απηόλ ηεο ηεηαγκέλεο. 

Γ.  Έζηω ζπλάξηεζε g , κε    3ln lng x x x x   .  Να βξεζεί ε 
1f 
 θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

εμεηάζεηε αλ 
1f g  . 

Δ.  Να δεηρζεί όηη ε f  δελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0ox  . 

ΣΤ.  Να ππνινγηζηεί ην όξην  
 

   0

1
lim
x

f x

f x f x




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Θέμα 10ο 

Έζηω ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ fD R  θαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην R , γηα ηελ 

νπνία ηζρύνπλ: 

  
  22 4

0
2019 0

f
xe dx



   

 
 

4

2
lim 1

4x

f x

x





  

Α.  Να βξεζεί ην   4f    θαη ην   2f . 

Β.  Να απνδεηρζεί όηη ε fC , γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , ηέκλεη ηελ επζεία   :ε y x   ζε 

ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν κε ηεηκεκέλε  4,2ξ  . 

Γ.  Να δεηρζεί όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  4,2ox    ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο fC , ζην ox , λα 

είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία   : 2019 0x y     

Γ.  Να δεηρζεί όηη ε εμίζωζε      1 1x f x f x    έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα 

 4,2   

Δ.  Αλ  
   

0

3 3 2
lim 3
h

f h f h

h

  
   ηόηε λα απνδεηρζεί όηη ε fC  έρεη ηνπιάρηζηνλ δύν πηζαλά 

ζεκεία θακπήο ζην δηάζηεκα  4,3 . 

ΣΤ.  Αλ, επίζεο, δίλεηαη όηη         4 1f x x f x x x     ,  γηα θάζε Rx , ηόηε λα βξεζεί ν 

ηύπνο ηεο f  ζην R . 
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Θέμα 11ο
 

Γίλνληαη ζπλαξηήζεηο , :f g R R  γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ: 

 Η f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην R  

    2
22

g x
f x e x


  ,  γηα θάζε Rx  

Α.  Να απνδείμεηε όηη    0 0 0f f     

Β.  Να απνδείμεηε όηη  
1

2
f x x    γηα θάζε Rx  

Γ. 

Γ.1.  Να απνδείμεηε όηη ε 
2g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  ,0  θαη ζην  0,  

Γ.2.  Έζηω h  ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη ε 
2h  είλαη παξαγωγίζηκε ζην R  

Να δώζεηε θαηάιιειν αληηπαξάδεηγκα γηα λα πείζεηε έλαλ ζπκκαζεηή ζαο πνπ είλαη 

βέβαηνο όηη ηζρύεη  

      2 2h x h x h x
    γηα θάζε x R  

όηη  ν ηζρπξηζκόο ηνπ δελ είλαη ζωζηόο 

Γ.  Αλ δίλεηαη επηπιένλ όηη ε g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 λα ππνινγίζεηε ην όξην: 

     2 1 1 1
lim 0 0 0
x

x
x g g g g g

x x x

      
      

     
 

Δ.  Να απνδείμεηε όηη  
 

2
2

1 1 2 5

xe e
dx

f x


  
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Θέμα 12ο  

Έζηω ζπλάξηεζε :f R R  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

   3f x x  ,  γηα θάζε x R . 

  
2

0
lim 9
x

f x


    

Α.  Να δεηρζεί όηη: 

Α.1.   
 

2

9

6

f x
f x

  
 ,  γηα θάζε x R . 

Α.2.   
0

lim 3
x

f x


  

Β.  Γίλεηαη επηπιένλ όηη ε f  είλαη παξαγωγίζηκε γηα θάζε x R . 

Β.1.  Να δεηρζεί όηη  0 1f    

Β.2.  Να ππνινγηζηνύλ ηα όξηα  
   

0

3
lim
x

f x f x

x






  θαη  

  3

0
lim

f x

x

e e

x


 

Β.3.  Έζηω ζεκείν  ,x y  πνπ θηλείηαη επί ηεο fC . Να δεηρζεί όηη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή 

ot , θαηά ηελ νπνία ην Μ δηέξρεηαη από ην  0,3 , ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο 

ηνπ είλαη ίζνο κε απηόλ ηεο ηεηαγκέλεο ηνπ. 

Β.4.  Δάλ    
/4 1

0 0
2ln 2x f t dt dx



        λα ππνινγηζηεί ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ 

πεξηθιείεηαη από ηε fC , ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 0x  , ηνλ άμνλα y y  θαη ηελ 

θαηαθόξπθε επζεία 1x  . 
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Θέμα 13ο
 

Έζηω ζπλάξηεζε f  παξαγωγίζηκε ζην R   

κε    

2 1 , 0

0 , 0

, 0x

x x

f x f x

e x

 


  
 

  

Α.  Να ππνινγηζηεί ην  0f   

Β.  Δπηπιένλ ηζρύεη όηη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν   0, 0f  δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

 2,4 . Να βξεζεί ν ηύπνο ηεο f  

Γ.  Έζηω Δ ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε fC , ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο θαηαθόξπθεο επζείεο 

2x    θαη 2x   

Γ.1.  Να ππνινγηζηεί ην Δ. 

Γ.2.  Να απνδεηρζεί όηη ππάξρεη κνλαδηθή θαηαθόξπθε επζεία x   πνπ λα ρωξίδεη ην Δ ζε 

δύν ηζνεκβαδηθά ρωξία. 

Γ.  Να απνδεηρζεί όηη   
7

4
f x   ,  γηα θάζε x R . 

Δ.  Έζηω ζπλάξηεζε F  κία παξάγνπζα ηεο f  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη  0 1F  . 

Να απνδεηρζεί όηη: 

   
7 4

4

o
o

x
F x


  , γηα θάζε 0ox    

θαη   
7 4

4

o
o

x
F x


  , γηα θάζε 

1
0

2
ox    
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Θέμα 14ο
 

Έζηω ζπλάξηεζε f  παξαγωγίζηκε ζην R  γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

   
2

2 1 0f x x f x      ,  γηα θάζε x R . 

Α.  Να δεηρζεί όηη ε f  δελ έρεη αθξόηαηα. 

Β.  Γίλεηαη, επηπιένλ, όηη ν άμνλαο x x  είλαη αζύκπηωηε επζεία ηεο fC  ζην  . 

Β.1.  Να βξεζεί ν ηύπνο ηεο f . 

Β.2.  Να βξεζεί ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f . 

Γ.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g , κε ηύπν   lng x x , 0x  . 

Γ.1.  Να νξηζηεί ε ζπλάξηεζε g f  

Γ.2.  Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

g f , ηνλ άμνλα x x  θαη ηελ θαηαθόξπθε επζεία 1x  . 

Γ.3.  Να ππνινγηζηεί ε παξάκεηξνο R , κε 0  , ώζηε ην όξην 

    lim 1
x

f x x g  


       λα ππάξρεη ζην R . 

Γ.  Έζηω F  κία παξάγνπζα ηεο f . 

Να απνδεηρζεί όηη        3 2 1F x F x F x F x      , γηα θάζε x R . 
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Θέμα 15ο
 

Α.  Να ιπζεί ε εμίζωζε   
2

2

1 3 x

x

x e 



  ζην δηάζηεκα  0,    

Β.  Θεωξνύκε ζπλερή ζπλάξηεζε  :f R R    

κε ηύπν   f x x ,  κε 0   θαη  2, 3, 4, ...    

γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη:   
 

1

20 0

1 1
lim

2 2 3x

x t
f dt

x e 


  
        

   

Β.1.  Να απνδείμεηε όηη  2   

Β.2.  Σην παξαθάηω ζρήκα βιέπνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο    ζε ηπραίν ζεκείν Μ  ηνπ 1νπ ηεηαξηεκνξίνπ θαη ηα εκβαδά 1 2,   

ηωλ γξακκνζθηαζκέλωλ ρωξίωλ. 

Αλ ηζρύεη όηη   1

2

1 ln 4f 
 

  
 

  λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f . 
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Θέμα 16ο
 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε :f R R  θαη F  κηα παξάγνπζα ηεο f  ζην R  γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ: 

      
2 2

2 2

x y y y
y y x y y

x y

e e
f x e f y e e e x y e

e

 




          ,  γηα θάζε ,x y R  

 
 0

lim 1
x F

x

x




  

 
   0 1

0
f

e f

  

A.  Να απνδείμεηε όηη  0 0F 
 
θαη  0 1f   

Β.  Να απνδείμεηε όηη  
2

,xf x e x R   

Γ.  Να απνδείμεηε όηη   f t dt a



    γηα θάζε , R    

Γ.   

Γ.1.  Να κειεηήζεηε ηελ F  ωο πξνο ηε θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο 

Γ.2.  Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 2 30

lim
x

x

x F x x



 
 

Δ. 

Δ.1.  Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε     ,h x F x x x R    είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην R  

Δ.2.  Να ιύζεηε ηελ αλίζωζε: 

         
1 1 1 1

0 0 0 0
2 2 2 2 1 2 1xF t xdx x dt F t dt F dx F x          

ζην ζύλνιν ηωλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
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Θέμα 17ο
 

Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ,f g  κε πεδίν νξηζκνύ ην R , κε ηύπν: 

   
1

2

1

4
2

3
g x x x x g t dt


      

θαη   
 

,

,

g x

x

e x
f x

x e x





 
 

 

   , κε  R  θαη 0  

Α.  Να δεηρζεί όηη 
2)( xxg  , γηα θάζε Rx . 

Β.  Να δεηρζεί όηη: 

Β.1.  xxx ln2  ,  γηα θάζε 0x . 

Β.2.  1 . 

Γ.  Να δεηρζεί όηη: 

Γ.1.  ε f   είλαη ζπλερήο γηα θάζε Rx . 

Γ.2.    

21

3 2 2

0

(ln ) 8 6 3
3 2

5 5

e

e

f t
x x dx dt e e

t


       . 

Γ.  Έζηω F  κηα αξρηθή ηεο f  γηα θάζε ( ,1]x   κε 0)1( F , λα βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ 

ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ FC , ηελ επζεία 1x  θαη ηνπο άμνλεο  x x  θαη y y . 

Δ.  Να δεηρζεί όηη ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ fC  ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 10 x
 

θαη ηελ επζεία 2x  ηζνύηαη κε ee 22  .  
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Θέμα 18ο 

Έζηω ζπλάξηεζε :f R R  , δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην R  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

 
  2 0

f x
e x  ,  γηα θάζε x R  

  1 0f   

   0f x  ,  γηα θάζε x R  

      4 21 2f x f f x x x x     ,  γηα θάζε x R  

Α.  Να απνδεηρζεί όηη  1 2f    

Β.   

Β.1.  Να απνδεηρζεί όηη ην 0ox   είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο   0f x   

Β.2.  Να κειεηεζεί ε f  ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

Γ.  Να δεηρζεί όηη ε εμίζωζε  
  1

1
2

f x
f

 
  

 
  έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο. 

Γ. 

Γ.1.  Να απνδεηρζεί όηη    2 2f x x   ,  γηα θάζε x R  

Γ.2.  Να ιπζεί ε εμίζωζε         
2

ln 2 1 ln 1f x x x e f x        

Γ.3.  Να απνδεηρζεί όηη     2

1

17

6

f x
f x e dx    
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Θέμα 19ο 

Έζηω ζπλάξηεζε  : 0,f R   γηα ηελ νπνία ηζρύεη       2 2f x y x f y y f x   ,  γηα θάζε 

0, 0x y  . 

Γίλεηαη επίζεο όηη ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 1ox   κε  1 1f    

Α.  Να δεηρζεί όηη γηα θάζε 0x   ηζρύεη όηη   
     

1

2
lim
h

f x h f x f x
x

x h x x

  
  

  
  

Β.  Να δεηρζεί όηη ε f  είλαη παξαγωγίζηκε γηα θάζε 0x   θαη ηζρύεη όηη    2 32x f x x f x x      

Γ.  Να δεηρζεί όηη ν ηύπνο ηεο f  είλαη:    2 lnf x x x , γηα 0x  . 

Γ.  Να βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο  f x  , γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ R . 

Δ.  Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ fC , ηνλ άμνλα x x  θαη ηελ 

θαηαθόξπθε επζεία x e . 
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 Θέμα 20ο 

Έζηω ζπλάξηεζε f , αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο πνπ είλαη ην R . 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  δηέξρεηαη από ηα ζεκεία: 

 4 3 2, 4 4        θαη   21, 4 4        , κε R   

Α.  Να δεηρζεί όηη 2    

Β.  Να ιπζεί ε αλίζωζε      2

2

1
1 1 ln

1

x
f x f x

x

 
     

 
 ,  ζην  0,  

Γ.  Να ππνινγηζηεί ην όξην   2lim 1 ln
3x

e
x x f x






   
     

  
 

Γ.  Να απνδεηρζεί όηη     22 1 ln 2x xf f x    , γηα θάζε x R . 

Δ.  Να απνδεηρζεί όηη ζην δηάζηεκα  2,3  ε f  είλαη ζηαζεξή. 

 

 


