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9η Άσκηση 
 

Έως το κ/0 

 

Δίνεται συνάρτηση f:  για την οποία ισχύει ότι  f x 4x για κάθε x και 
 

x 0

f x
lim

x
  . 

α) Να δείξετε ότι 
 

x 0

f x
lim 4

x
  

β) Να υπολογίσετε τα όρια: 
 

x 0

f x 2x
lim

ημx


,  

 
2x 0

ημxf x xεφx
lim

x


     και     

  
x 0

f f x
lim

x
. 

γ) Αν      f λx f 2x f x  για κάθε x , να δείξετε ότι λ = 3. 

δ) Αν για τη συνάρτηση g:  ισχύει ότι       g x g x 2f x 0   για κάθε x , να δείξετε ότι  

     
x 0
limg x 0


 . 

ε) Να δείξετε ότι 
 

   

5

2 4x 0

1
f x ημ

xlim 0
f x g x




 

στ) Να υπολογίσετε το όριο 
   

1821x 0

f 2x f x
lim

x


. 

 

Στέλιος Μιχαήλογλου 
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Λύση 

 

α) Επειδή 
 

x 0

f x
lim

x
  , είναι 

   
x 0 x 0

f x f x
lim lim

x x  
   . 

Για x 0 είναι:  
     

x 0x 0

f x f x f x
f x 4x 4 lim 4 lim 4

x x x 
        (1) 

Για x 0 είναι:  
     

x 0x 0

f x f x f x
f x 4x 4 lim 4 lim 4

x x x 
        (2) 

Από (1),(2): 
 

x 0

f x
lim 4

x
  

 

β) Έστω 
 

 

x 0 x 0

f x 2 x

f x 2x x
lim lim

ημx 





x 4 2

2
ημx 1

x


    

   
2 2x 0 x 0

ημxf x xεφx ημxf x x
lim lim

x x 


 

2

εφx

x

 
x 0

ημx
f xημx συνxlim

x x x

 
  

     
   

 

 

        
 

x 0

f xημx ημx 1
lim 1 4 1 1 3

x x x συνx

 
        

 
 

     
 

 
x 0 x 0

f f x f f x f x
lim lim

x f x x 
   

Θέτουμε 
 

     
f x

h x , x 0 f x xh x
x

        
x 0 x 0
limf x lim xh x 0 4 0
 

      

Είναι 
  
 

   f x u

x 0 x 0 u 0
u 0

f f x f u
lim lim 4

f x u



   


  , οπότε 
     

 

 
x 0 x 0

f f x f f x f x
lim lim 4 4 16

x f x x 
      

 

 

γ) Για x 0 είναι: 

     
           

x 0 x 0

f λx f 2x f x f λx f 2x f x
f λx f 2x f x lim lim

x x x x x x  

 
         

 
 

     
x 0 x 0

f λx f 2x f x
lim λ lim 2 4λ 8 4 4λ 12 λ 3

λx 2x x  

 
         

 
  (3) 

Για x 0 είναι: 

     
           

x 0 x 0

f λx f 2x f x f λx f 2x f x
f λx f 2x f x lim lim

x x x x x x  

 
         

 
 

     
x 0 x 0

f λx f 2x f x
lim λ lim 2 4λ 8 4 4λ 12 λ 3

λx 2x x  

 
         

 
  (4) 

Από (3),(4): λ 3  

 

Είναι 
   λx u

x 0 x 0 u 0
u 0

f λx f u
lim lim 4

λx u
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δ)                       2 2 2 2g x g x 2f x 0 g x 2g x f x 0 g x 2g x f x f x f x           

                    
2 2g x f x f x g x f x f x f x g x f x f x           

         f x f x g x f x f x      

Είναι          
x 0 x 0
lim f x f x 0, lim f x f x 0
 

     , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και  

 
x 0
limg x 0


  

 

ε) 
 

   

 

   

 

   

 

 

 
5 5 55 5

2 4 2 4 2 4 2

1
f x ημ f x f x f x f x1x ημ

f x g x f x g x x f x g x f x
   

    

3

2

f x
 

3

f x   

 
 

   
 

5

3 3

2 4

1
f x ημ

xf x f x
f x g x

  


. 

Είναι     
3 3

x 0 x 0
lim f x 0 lim f x
 

   , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και 
 

   

5

2 4x 0

1
f x ημ

xlim 0
f x g x




 

 

 

στ) 
   

   

1821x 0 x 0 1821

f 2x f x
f 2x f x x xlim lim

x x 




1820

x

   

1820x 0

f 2x f x
2

2x xlim
x



  

            
   

  1820x 0

f 2x f x 1
lim 2 8 4

2x x x

  
       

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


