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2ovaptiosag
1 H ypagikn mapdctacn g cvuvaptnong —f  eivoi GOPUETPIKY, ¢ TPog Tov dEovd XX, TNG
Ypepikng mapdotacng e f.
2 Av £, g givon 600 cuvaptioselg pe medic opiopob A, B avtictoyyo, tote n gof opiletar ov
f(A)nB=D.
3 Av yo dvo cuvaptioeg f,g opifoviat ot cuvapticelg feg kut gof, Tote 1o)det mévtote
on feg=gof.
4 Av ya dvo cuvapticeig f,g opifovtat ot fog kot gof, tdte eivor voypemtikd fog=gof .
5 To medio opicpov g go f anoteleitol und dia Ta oToLyEin X TOL MEGioV Op1GHOL TG T, Yo
T omoia to T (x) OVAKEL GTO TEH10 OPIGHOD TS g .
6 Av f, g, h eivan tpeig cuvapticeg kot opiletain ho(gof) t6te opiletan ko (hog)of ko
woyvet ho(gof)=(hog)of.
7 Mia cvvaptnon f e tedio opiopod A Aépe 6Tt Tapovcidlet (0rkd) erdyicTo 6T0 X, €A,
otav f(x)=f(x,) niaxabe x €A
8 Mia cuvaptnon [ Aéyetal yvneing aviovoa G; éva d100Tn p:x A 1oV mediov opIGLOY NG, aV
omdpyowv XX, €A pe x; <x, tétowa, dote f(x,)<f(x,).
9 Kdabe cuvdptnon, mov eivat 1-1 610 medio optopod e, eival yvnoimg povotovn.
10 | Mia oovéptnon f: A - R réyetar cuvdptnon 1-1, 6tay yio omowdimote X,, X, €A 1o)det
ooverayoyn: av X, #X,, ote f(x,)=f(x,).
11 | Mia cuvépmonf: A — R eivot covdpmmon 1 — 1, av Kot Uovo av yio 0TodHIToTe
XX, €A woydetn cvvenayoyn: av X, =X, , téte £(x,)=1(x,).
12 | Av o cvvaptnon f elval yvnoiog povotovn o éva dtdotnpa A, T0Te eivar kot 1-1 oto
AT TN QVTO.
13 | Yrapyovv covaptioelg mov eivar 1-1, addd dev eivan yvnoing povotove.
14 | M covépmon f etvar 1-1, av kot pdvo av yio kd0e GToryelo y ToU GUVOAOL TILAOV THE N
ekicmon f (X) =y &yet axpiPig pio Ao g Tpog X.
15 | Avn £ &et avtiotpoon cuvdptnon £~ kot ypaewn napdotacn e £ £xet £va koo onueio
A pe v evbeia y =X, T0Te T0 onueio A aviKel 6T YpUPIKn Topdctacn e £ .
16 | Ay n ovvaptnon f:A — Reivat 1-1, 1618 1608t £ (f(x)) =X, XecA.
17 | Av o cuvépmon f: A — R eivan 1-1, 161 Y100 v avtictpoen cuvdpmon ' 1oydet:
f’l(f(x)) =X, XA xn f(f’l(y)) =y,yef(A).
18 | Ouypagiég mapactdoeg C kat C’ tov cvvapticeny f kot £ eivat cuppeTpicés og mpog
v gubela ¥y =X mov diyotopel Tig yovieg XOy ka1 x Oy’
19 | Av éva onpeio M(a,B)owf]Km GTN YPUPIKN TOPAGTOCT HOS aVTIGTPEYIUNG Guvdptnong f,
1612 10 onueio M'(B,a) aviket oy ypagiki tapdotaon mg .
Av i ouvépmon f eivar 1-1 610 medio opiGHoD TG, TOTE VILAPYOLV GNLEIL TS YPUAPIKNG
napactaons gt pe my idia tetaypévn.




Opwa

21 | Iimf(x)={(, avkatpévo av lim f(x)=limf(x)=".
22 | "Eotm wa cvvapmon fopiopévn o” éva oivoro g popeng (a.x, ) (x,.B) kat { évag
mporypatikds apibpos. Tote woyvel n 1oodvvapio: lim f(x) =/ < lim (f(x) — 6) =0.
23 | Av vmdpyet To 6po e cuvéapnong f oto X, kot lim |f(x )l =0tote limf(x)=0.
24 | Av limf(x)>0 téte f(x)>0 kovtd 610 X, .
25 | Av lim f(X)<O, T0TE f(x)<0 KOVTG GTO X, .
26 | Av o1 GUVOPTIHGEIS £XYOVV OPIO GTO X KA1 IGYVEL f(x) < g(x) KOVTA GTO Xy, TOTE
lim f(x) < lim g(x).
27 | Avumépyovv to lim (f (X) + g(x)) , TOTe Kot avdykn vadpyovv ta lim f(x) KOl
lim g(x).
28 | I'to k@6e Levyog ovvapmoeny R >R kot g:R >R, av lim f(x)=0 «kat
lim g(x) =+, tote lim[f(x)-g(x)]=0.
29 | Av vmépyet to 6pto e f 610 X, 101e lim df(x) =xflimf(x) epdcov f(x)=0 kovid 610
X, pe keN kot k=2.
30 . . .
Av limf(x)=0 kot f(x)>0 xovtd ot0 X,, té18 lim f(x) =+
X—)XO X_>XO X
31 . . . -
Av lim f(x):+oc- n —o0 , 1018 Ilm——=0.
X%, x—x, f (X)
32 : o v T (o)) —
Av }}1_1)1\10f(x) 0, TOTE 511_%10( f(x)) 400 .
33 | Aveivor imf(x)=+w, tote £(x)<0 xovid ot0 X, .
34 | Av lim f(x) = —o0 | TOTE f(X) >0 xovid oto X, .
X—Xg
35

Av givar lim f(x) =—oo, tote lIIm f(x)| =+,

X=X XX




36

Eoto o cuvapmnon f mov eivar opiopévn o éva GOHVoo TG HOPPNG (a,xo ) u(XO,B).

Ioyder n 1odvvauio )}1_{{10 f(x)=—0 < ( \lltgﬂlf f(x)= 11m+ f(x)=—0)

X—X,

37 | Av u>1 tote lim o =0.
X——o0
38 | Av O0<a<l, tote lim o =+
X—>—=0
39 limGWX_l 1
x—0 X
40
Ioyvel 6ti: lim I,
X—>+o0 X
41 .
Ioyver ot EmIEE o
=0 X
42 | Ioyber 61u: |npx| s|x| 1o kabe x R .
Xovéyewn — Oeopquata cvvEelug

43 | Avn ovvaptnon f eival coveyng 6To X, Kdi 1 GUVAPTNGT g ival GUVEYAS 6TO X, , TOTE 1|
ouvBeon Tovg ge f elvat ouveyng oto X, .

44 | Av n ovvaptnon f eivar opiopévn 6to [a,B] K01 GUVEYNG OTO (a,B] , tote N f maipver mdvrote
GTo [a,B] Wi HEYIGTN TIUN.

45 | Av wa cvvdapmon f eivar coveyng o éva drdomua A kat 8e pndevileton og qvTd, TOTE QLT
N eivar BeTikn) yio kdBe X € A 1 eivar apvnTikn yio kdfe X € A, dnhadn dwompei otabepo
TPOGNUO GTO A.

46 | H ewcova f (A) eVOG SIOGTANATOS A LEGH UG GLVEYOVS Kal LN 6Ta0epNS cuvaptnong f eivat
SdoTnua.

47 | Avn feivat ovveyiig oto [a,B] pe £(o) <0 korvnapyet &e(o,B) dote £(§)=0, tote kat’
avaykn £(B)>0.

48 | Av 1 ovvdptnon f eivar coveyng oto Stdotno [u,B] K01 VTTAPYEL X, e(a,ﬁ) TETO10 MOTE
f(x,)=0, t61€ kot avaykn o woyver f(a)f(B)<0.

49 | Mw cvveyng cvvaptnon £ dwtnpel Tpdonuo oe Kabéva omd o S10GTHUNTE GTU OTOL0 01
Sadoyikég pilec e f yopilovv to medio opiopov NG.

S0 | Av mma cuvapmon f eivar yvnoing eBivousa kot GuVEYHS GE £V 0VOIKTO S1AGTNH (OL,B),
TOTE TO GOVOAO TIUAV TNEG GTO SIAGTNUO CVTO VAL TO JIUGTC (A,B), omov A = lim f(x)
kat B=lim f(x).

x—f"

51

Av n f eival cuveyng oto [(1_,[’)] , Tote N f moipvel GTo [a,[’)] o péyiotn iy M kot o

gAAIGTN TIUY m.
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52 | Kdbe cuvapmnon £ cuveyng oe éva onpeio tov mediov opiaron g eival Kot mupay@yicn
OTO GNLELD TVTO.
53 | Av a cvvdaptnon f dev eivar coveyng ato X, , T0TE N f dev elvon Tapaymyiciun 6To X, .
54 | Avn f eivar topoyoyion oto x, , tote ) £ eivat mdvtote cuveng oTo X, .
55 | Avn f épet debtepn mapdymyo 6to X, ,16Te N {7 eivar cuveyns 61O X, .
~6 (ouvx)’ =nux, xeR.
57 - - x ! x-1 I
Ioyver o TOmog (3 ) =x-3",yakdbe xR
58 , . . 1
TNo kabe x R =R —{x/ovvx =0} woyver: (epx) = ———.
GLV'X
59 '
(oox) = 12 cxeR - {x/nux=0}.
nex
60 . . . ' 1 .
Av f(x)=In|x| y1o kdbe x =0, 1618 f'(x) :ﬂ Y1 kéOe x = 0.
X
61 ' x-1

Av f(x)=0a", a>0, 1612 1001 (a") = X0

62

Av ot ovvaptioeig f,g eivat Topay®yiciues 6To X, , T0TE N cuvdpmon f-g eivon

Tapayoyicm oto x, kot wyvet: (f- g)r (x,)=1"(x,)g'(%,)-

63

I'to 600 omotecdnmote cuvaptioelg f, g mapaywyicipeg 6to X, 1oyvet:

(£-2) (x)='(x,)e(x,) £(x,)e'(xo)-

64

Av ot cuvaptiocelg f kat g etvat Topoyyicieg 6T0 X, Kot g(xo ) # 0 101e KO N GLVApPTNON

f f . :f'(xo)g(xo)—f(xo)g'(xo).
g]( o) (g(xo))2

., , .
— elvat Topay®yicun 6To X, Kol1oyveL:

65

I ka6 cuveyn cvvaptnon f: [a, B] — R . n onoia eivan mapayoyion oto (wp), av

f(a)=1(B) . tote vudpyet axpiBacg éva &< (a,B) tétoto dote £'(£)=0.

66

Av 1 ovvaptnon f eivon mopavoyiciun oto R xot 6ev eival ovTioTpEWLUN, TOTE DIAPYEL
KAE1GTO Mo TN [a,B] , 6710 omoio 1 f iKavomotel Tig Tpoimobicelg Tov Bempnpatog Rolle.

67

Kdabe cuvaptnon £, yio nv omota 1oydet f’(x) =0 yw xdbe x € (OL,XO ) u(XO,B) , Etvan

otabepn oto (a,X, ) (X,.B)-

68

Ecto dvo cuvaptmioeig f.g opicuévec oe éva didotnua A. Av ot f,g eivar cvveyeig 610 A Kot

f'(x)=g'(x) Y10 k60e ecmTeptcd onpeio x Tov A 618 1oyt f(x)=g(x) y1a kébe x €A,
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‘Ecto o cuvdptnen f cuveyng oe éva SacTnie A Kot Tapay@yiGIUn 6To eGOTEPIKO Tou A,
Av 1 f eivor yvnoiong avovca 610 A, T0TE N TAPAY®YOS NG OV EIVOL VTTOYPEDTIKA BETIKN
GTO ECMOTEPIKO TOL A.

70

'Eoto wo cvvaptnon f, n omoin eivat cuveyng oe &va didatnua A, Av '(X) >0 oeKkdbe

ECMTEPIKO ONUELD X TOV A, ToTE 1 T eivan Yvnoimg pBivouca 6e 010 10 A.

71

‘Ecto f o cuvdptnon cuveyne ¢’ éva Saotnua A Kot Tapay@yiciun oe kdbe ecotepiko X
oV A. Av 1 cuvaptnon feivar ywvnoiog adéovca oto A tote f '(X) >0 og kdBe ecoTEPIKO

onueio x Tov A.

72

‘Ecto cuvaptnon f cuveyng oe éva dtdotnpo A Kot Topoy@yiciun o€ KAOe ecOTEPIKO GNUEID
o0 A. Av 1 cuvaptnon f etvar yvnoiong ebivovca ato A, TOTE N TUPAY®YOS TNG Eivat
VITOYPEDTIKA CPVNTIKH GTO EGOTEPIKO TOL A |

73

‘Ecto o cuvdptnen f opiopévn ce éva Srdotnua A kot X, £va ecoTePIkd onueio tov A. Av
n f etvan topayoyicun oto x, kot £ '(xo) =0, to1e 1 f mepovc1alel VTOYPEDTIKA TOTIKO

aKpOTATO OTO X, .

74

‘Eoto cuvapton f opiopévy kat tapayayioyn oto Sidotuala,B] xat onueio x, €[a,f]

610 omoio N f mapovcidlet Tomikd péyioto. Tote mavta ioyvel 6Tt T ’(XO) =0.

75

76

['a kdfe covdpmon f:R =R mov eivar mapayoyiciun xat dev tapovcidlet axpotata,
oyvet f'(x)=0 yakabe xR .

Av o cuvaptnon f mapovoidlet (olkd) péyioTo, 10Te 0VTo Ba eival To PEYOAVTEPO OO T
TOMIKA TN HEYIGTO.

77

‘Evo tomikd péy1eto peg cuvdptnong f umopet va eival pukpdtepo amnd éva Tomikd eLdyioto
mef.

78

Ta ecotepikd onpueia Tov diwotiuatoc A, ota omoia 1 f dev mapayoyiletor NN TopdymYOS
¢ etvat iom pe 1o 0, Aéyovtal kploa onpeia ¢ f oto ddetnua A.

79

Eoto pio cvvapmon f napoyoyicyn o' éve didomua (a.B), pe egaipeon icog éva onpeio
OV X, , 6T0 omoio opmg N I eivan cvveyng. Av f’(x) >0 oto (a,xo) Kot f’(x) <0 oto

(XO,B) , TOTE TO X, &ivau TomKO eAdy1oTo NG f.

80

‘Ecto pio cuvapmon f cuveynic og éva d1aotnpa A Kot 00 QOPES TOPUYOYIGIUN GTO
£0MTEPIKO TOL A, Av f"(x) >0 v kd0e ecoTepKd onueio X Tov A, tote N f elvat Kopn

ot0 A.

81

Av o cuvaptnon f etvat Kopt o€ Eva S1doTNUa A, TOTE 1] EQUTTOUEVT] TG YPAOTKAG
napactaong g £ g kdbe onueio Tov A PpIcKeTOl «TAVE» amd TN YPUPIKY TNES TUPACTUGT.

82

Av o cuvaptnon f eivat koiAn 6 éva ddotnua A, TOTE 1| EQATTOUEVT TNG YPUOIKNG
nopdotacns ™ £ oe kdbe onueio Tov A PpickeTal KAT® Ao TN YPUQIKN TOPAGTAUGY, e
eEaipeon to GNUEio ETAPNG.

83

Av o cuvdptnon £ eivor 800 eopéc Tapayoyicyun oto R ka1 otpéeer To koiha mpog ta dvo,
161 ket avéykn Ba 1oydert £(x)>0 yio kdbe xR .

84

‘Ecto wa cuvapmon f cuveyng oe éva Sidomuad A Kot duo Qopég TapaymyiGIun 6To
eo@TePKO Tov A . Av ) fetvar kupth oto A , ToTe vtoypemTid "(x) >0 yia kabe

£0MTEPIKO ONUEID TOV A .

85

‘Ecto mo cuvapmon f napayoyiciun 6° eva sidetnua ((1,[3) ne e&aipeon i6mg Eva onpeio
0V X, .Av N feivar kopm 610 (u,xo) KOl KOTAT GTO (XO,B) N OVTIGTPOP®S, TOTE TO GNUELD

A(Xo,f (XO)) elval VTOYPEMTIKA GNHEIO KOUTNG TG YPUPIKNG TapdoTacns e f.

86

Yrdpyet tolvovopky cuovaptnon Babuod v =2, 1 onoid £yel aGOUTTOT.




Oloxkinpopota

5 Ioybdet n oyéon Jﬁ.f(x)g’(x)dx = [f(x)g(x)]i - j.f'(x)g(x)dx , 6mov ', g’ elvan cuveyeig
GUVAPTNGELS GT(: [a.B]. “
B Mg (x)ax = £(x)g(x) |* + [ F(x)g(x)dx. 6mov £’ eiven cvveyei oovaprices
oto [0 p].
89 Av f cuvaptnen coveyig 6o Sidotua [o,B] kot yio kabe x [a,p] 1oyver £(x)=0, 1618
[Pr(x)ax>o0.
20 I'a k@0e cuvdpmon £, coveyn oto [a,B], wyder: av jji(x)dx >0, t6te f(x)>0 o10
[o.B].
91 | 'Eoto  pa cuverig suvdpmon oe éva Sidotnua [a,B] . Av ioyder o1 £(x)>0 yia kébe
x €[a,B] kot n covapmon f dev eivar mavtov udév oTo SrdoTRa CVTO, TOTE
jif(x)dx >0.
2 | Av wa GuvapTon f eivar cuvexig oTo Krewtd diotnpa [o,B] kat oyxder £(x)>0yi0 kade
x €[a,p], tot8 Jﬁ.f(x)dx >0.
93 Av Iff(x)dx >0 1618 kT avaykn Oa sivar £(x)>0 yia kibe x [a.p].
94 Av n f etvon ovveyng oe didotnue A ko o,p,y € A, 10Te 1woylet:
.[jf(x)dx = I:f(x)dx + .[ff(x)dx :
95 Av a covdptnon f eivat cuveyng oe éva didotnpa [a,B] kot 1oydet f(x)<0 yo kade
X [cc,ﬁ] , TOTE 1O guPadov tov ywpiov Q mov opiletar amd N ypaeikn tapdotacn g 1,
T evBeieg x =a, X =P Kkat tov dEova x'x eivar E(Q) = _[ff(x)dx .
96 Av f,g, g’ etvat Guveyeic GLVEPTNOCELS GTO SIACTN A [a,ﬁ] , TOTE:
jff(x)g’(x)dx :J-ff(x)dx-.[jg(x)dx
97 INa kabe cuveyn ovvaptnon f: [a,B] — R, av G givan i mopayovaa g £ oto [a,B] TOTE
I;f(x)dx =G(a)-G(p).
98 ‘Ecto f o cvveyng covaptnon o éva SdeTud [a,B] . Av G givar (e Topdyovoa g
oto [o.p]. tote: J.ff(t)dt =G(B)—G(a).
2 Ta kdbe coveyy cuvapman f:[a.p] =R , av ioyder '[;f (x)dx =0 tote f(x)=0 vt
x60e x [a,f].
100 | 4, n f eivor cuveyic oto [a,B] , T6Te 10Dt Lﬁ f(x)dx = —_[: f(x)dx.
101

To olokAnpeL I f(x)dx eivat ico pe 10 dOporsua TOV epfaddy Tov yopiov Tov

a
Bpiokovton mave amd Tov dEova XX pelov To dfpoicua Teov eufuad®v ToV Yopimv To
Bpickovton kdto and tov dEova XX,




Anavtioeag

TuvopTioElg
1213 14|56 7|8 |9 10111213 /1415|1617 181920
T IZIAAIZ I IZIAAIEIAE | | X2 2|22 XA
Opw
21 |22 23242512627 28293031 [32]33[34|35]|36[37|38[39]140 4142
Al |2  Z|Z|Z2IAA|Z|Z|2|Z|IA|A|Z|IZ|IZ]IZIA|IA]AIZX
Yuverero — QOempNPoTo GUVEYELUG
43 | 44 | 45 |46 | 47 | 48|49 |50 | 51
AA|IZ|Z|A|AZ|A|Z
Iapaywyog
52 53|54 |55|56|57 5859|6061 ]|62|63|64]65|66|67|68]69]70
ATXEXIA ZIAIAAIAIAIAIAIATEZEIATIZIAIATLTI A
7172173 |74 175176 | 77|78 |79 |80 | 81| 82|83 |84 |85 86
ATAITA AAZ  Z|IZIAZIAIAIAIAIALA
Olokinpopata
87 |88 89 190 9119293194 195]96]97]198]99 100 101
ZIAIA A AIZIAAZ|IZ|IAE X




