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L4
YUVOPTNGELS

1 Kabe kataxdpuen evbeio £yl To TOAD €va KOO onpeio [E TN YPAPIKT TOPAGTAON LG
ovvaptnong f .

2 H ypagn mapdotacn g ovvaptnong —f  elvar coppetpiky, og mpog tov dEova XX, g
YPAPIKNG Tapdotoong g f.

3 H ypagiki mapdotaon tng cuvaptnong f ( X) = |X|, X eR éyer a&ova ovppetpiog tov
y'y.

4 Av £, g givan 600 cuvaptioelc pe tedio optopod A, B avtictoya, toten g o f opiletor av
f(A)nB=QJ.

5 Av y1a 800 cuvoptioelg T,9 opifovral ot cuvaptioelg T og kot geof , td1e 10y0EL
navtote 011 feg=gof.

6 Av y1a 800 cuvoptioelg £, g opioviar ot f o g kot g o f , td1€ givan vmoypewTiKd
fog=#geof.

7 To medio opiopov g g o f amoteAeitan amd dho Ta oToKEia X TOL TEdioV opiopov ¢ f,
v T omoio to f (X) avNKeL 6To TTedio OpIGHOD TG g -

8 | Avf, g, h givar tpeig cuvaptioeig kot opiletonn he(gef) tote opiCeron kaum (heog)ef
karoyoet he(gef)=(hog)-f.

9 Mia cuvapton f pe nedio opiopod A Aépe 01t tapovctalet (0Akd) eldyioto 610 X, €A,
otav f(x)>f(x,) v kabe x e A.
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10 | Mia cvvaptnon fAéyetar yvnoing adéovca oe Eva dtdotnua A TOV TEGIOV OPIGHOD NG,
av VEPXOVV X, X, €A pE X, <X, tétown, dote f(X,)<f(X,).

11 | Kd&Be ovvaptmon, mov givar 1-1 oo medio opiopon e, sivar yvneiog povotovn.

12 | M ovvapnon f: A—> R Aéyeton ovvapon 1-1, tav yo omowodnnote X;, X, € A
10)0EL N GUVEMOYOYN: v X, # X, , TOTE T (Xl) =T (X2 ) .

13 | Mia cuvaptnon f: A— R givar covdptmon 1 — 1, av kot pdévo av yio 0TolednmoTe
X,X, € A 1ox0eL N cuveroyoyh: av X, =X, , tote f(x,)=F(X,).

14 | Av o cuvaptnon f eivor yvneimg povotovn oe éva ddotnua A, tote givar kot 1-1 oto
dloTn e, aTo.

15 | Yrdpyovv cuvaptnoelg mov eivar 1-1, odrd dev givar yvnoimg Lovotoved.

16 | M cuvaptnon fetvan 1-1, av kot pdvo av yia kaOe oToryeio y Tov GLVOLOL TWDY TGN
e&iocoon f(X)=y é&et axppog pia Mo og mpog X.

17 | Avn f égstavtiotpoen cuvaptnon ' kot n ypagum mapdotoon e f éxet éva koo
onueio A pe v gubeia Y =X, 10T€ TO ONUEID A OVIKEL GT YPOPIKT TAPAGTOOT] TNG
fr.

18 | Ay n ovvaptnon F: A — Reivor 1-1, to1¢ 150€1 f (f (X)) =X, XeA.

19 | Av ma ovvépmon f: A — R eivon 1-1, 161 Y10 Ty avtiotpoen cuvépmon ™ woydet:
f’l(f (X)) =X, X€ A kat f(f’l(y)) =y,y€ f(A).

20 | Ovypagikéc mopootaoeg C kar C’ Tov cvvapthcenv f ko ™ sivan coppstpikéc g mpog

v gubeio Y =X mov dryotopel Tig yovieg xOy ka1 x Oy’
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21

Av éva onueio M(a,B) OVIKEL OTY| YPOPIKT TOPACTOON UIOG OVTIGTPEYIUNG CUVAPTNONG

f, tote 10 onueio M’(B,a) OVKEL OT1 YpoQikh mapdotaon g ' .

22

Av e ovvaptnon fetvar 1-1 oto Tedio 0piGHOD TG, TOTE VIAPYOVY GNUEIN TNG YPAPIKNG
mapdotoong g f pe v 0o teTaypévn.

23

H ovvaptnon f(x)=nux pe xeR éyet pio pdvo Héom odkod peyictov.

24

Av i cvovapmon f:R — R eivar <1-17, tote k4Oe oprlovtia vbeia tépvel T ypogikn
mapdotoon g f 1o ToAd og éva onpeio.

25

Av ot cuvapioelg f kot g £xovv medio opiopov to [0, 1] kot chvoro Tipudv to [2, 3], tote
opiCetoun f og ue medio opiopov to [0, 1] ko chvoro Tiumv 10 [2, 3] .

Opw

26

limf(x)=/, av ka1 povo av lim f(x)=limf(x)=7.

X—Xq X—>Xg X—=Xg

27

"Eoto pia cuvaptnon f opiopévn 6> éva sivoro g popeig (. X, ) U (xy,B) ko £ évag

mparypotikog apBpds. Tote 1oyveL 1 wodvvapia: lim f(x)=( < lim (f (x)- 8) =0.

X—>Xg X—>Xg

28

Av vmapyet to 0pro g cvuvaptnong f oto Xo ko lim

0

f(x)|=076te lim f (x)=0.

29 | Av limf(x)>0 tote f(x)>0 kovté 6t0 Xo.
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30 | Av limf(x)<0, téte f(x)<0 kovié oto X, .

31

Av 01 GUVAPTAGELS £XOVY OPLO 6TO Xo Kot oVl T (X) <g (X) KOVTIQ GTO Xo, TOTE

limf(x)<limg(x).

X—>Xg X—>Xg

32

I'a kae (evyog suvaptioeoy f, g yio Tig omoieg vadpyovy ta 6po lim f(x), lim g(x)

X—>Xq X—>Xq

kv f(X)<g(X) y1a k4O X kovrd 610 X, , 16)DEL limf(x)< limg(x).

33

Av vrapyovv o lim (f (x)+g (X)) , TTE KOt avérykn vapyovy ta lim f(x) kon

X—>Xg

limg(x).

X—>Xq

34

Ta kae Cevyog suvaptioeoy TR >R kot g:R > R, av limf(x)=0 ko

X—>Xg

lim g(x) =+, téte lim[f(x)-g(x)]=0.

X—>Xq X—>Xg

35

Av vrdpyst 1o 6pro g f oto X, toTE liM (/f (x) =x/limf(x) epdcov f(x)=0 kovra

X—Xg X—>Xg

oto X, pe KeN kot k>2.

36

Av XIiﬂrQ)f(X):O Kot f(X)>0 KOVT( 670 X, , TOTE X|i_>nx1oT1X)=+oo.

37

Av XILrgf(X)=+w | —0 , 10TE Xllmﬁzo

38

Av limf(x)=—o0, 16te lim (—f(x))=+oo .

X—>X, X—>Xqo

39

Av gtvar lim f (x) =+, 1618 f(X) <0 KOVTE GTO X, .

X—Xo

40

Av lim f(x)=—o0, 16t¢ f(X)>0 xovrd c10 X, .
X—Xg
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" Av givor lim f(x)=—o0, 1018 lim f(x)|:+oo.
42 |im(%}z+oo v kabe ve N
x—0{ xV*
43 | 'Ecto pa cvvépmon £ mov eivar opiopévi o€ £va 6HVOAO TG LOPPRG (a,xo ) U (XO,B) .

Ioyvet 1 1odvvapia )!Ln)?o f(x)=—0 < (Xllr;?_f (x)= X|_I>r)2+ f(x)=—0)

44

Av a>1 tote limo* =0.

X—>—00

45 | Av O<o<l1,tote lim o* =+,
Askisopolis
46 | lime* =—w0
X—>—0
47 -
imox 1y
x—0 X
48 .
Ioyder 6t lim X _1.
X—>+0 X
49
Ioyvet otu: |ingM=o.
x-0 X

50

Ioyvel ot |nux| < |x| v kéBe X eR.

51

1-ovvx
X

Ioyvet lim =0
x—0

YuvEyera — QOe@pPNUoTo GUVEYELNG

52

Av n ovvapton f eivar cuveyig 6o X, Kot n cuvaptnon g eivat GuveyHg 6To X, , TOTE M

obvOeon tovgg o f eivan cuveyng oto X, .

53

Av 1 ovvaptnon f eivor opiopévn 610 [a,B] KOl GLVEYNG OTO (a,B], tote M T maipvel

TOVTOTE GTO [a,B] pio péyotn Tyu.

54

Av o ovvaptnon f elvar coveync oe éva didomua A kot de undeviletor o owtod, tote
avt 7 givor Oetikn yio kdBe X € A 1 givar apynTikn Yo kGO X € A, dnAadn| dotnpel
otafepd TpdonUo 610 A.

56

H ewcova f (A) €vOG OO TAHOTOC A HECH UL0G GLVEYXOVG Kol Uun otafepnc cuvaptnong

glvan dStaoTna.

56

Av n f eivan cuveyig oto [0,B] pe f(a) <0 ko vmdpyet & € (0,B) dote F(£)=0, 6te
kot avéykn f(B)>0.

57

Av 1 ovvdptnon f elvar Guveyng oto ddotnua [a,B] KOl VRLAPYEL X, € (a,B) TETOL0 MOOTE

f(X,) =0, 1ot KO’ avéykn Oo woyve f(a)f(B)<0.

58

Mia cuveyng ouvaptnon f datmpei tpdonpo o€ kabéva oo To SI0GTHLLOTO 6T 0Toio Ot
dradoyikég pilec e fywpilovv 1o medio opiopod g,

59

Av wa cvvaptmon f eivar cuveyng oe va dotua A kat dgv undeviletal o€ avto, TOTE M
f datnpel Tpdonpo cto ddotnua A.

60

Av o cvvaptnon f elvan yvnoiog bivovoa kat cuveyng o€ éva avoikTd S1ieTnuo (a,B) .
TOTE TO GHVOAO TILMV TNG GTO SLAGTN O AVTO vl TO S1AGTNHO (A,B) , OTOL
A= lim f(x) ko B= limf(x).

x—a" X—p~
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61

Av n f eivan suveyng oto [a,B] , T0te 1 f maipvel 6to [a,B] po LéEytotn T M ko pia
Ao TIUN m.

Hapdaywyog

62

KdaBe cuvaptmon f cuveyng o éva onueio tov Tedion optopod ¢ eivol Kot Topay@yiciun
610 onueio avtd.

63

Av o ovvapton f dev eivan cuveyng oto X, , T0te N f dev eivan mapaywyioyn oto X, .

64

Av n f etvar mapayoyiown oto X, , t0te n f* efvar mhvtote cuveyng 6to X, .

65

Av n f &yer devtepn mapdywyo oto X, ,t0te N f glvon cuveync oto X, .

66 (cn)vx)’ =nux, xeR.
67 7 7 X ! Xx-1 4

Ioyvet o TOmOG (3 ) =X-3"7, yie kabe X eR.
o8 o ke x € R, =R —{x/ovvx = 0} woydeu: (g(px)' =— 12

oLV°X
o (cs(px)': 12 , xe R—{x/nux =0} .
Mu’x

70 , : 1 ’

Av f(x)=In|x| yw k40 x =0, to18 f’(x):m T k60 X = 0.
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& (In|x|)’ =—l,yux Kk4he X <0
X

72 '

Av f(x)=0", a>0, t61¢ W0y0EL (ax) =xa .

73

Av ot ovvaptriceig f,g eivon mapaywyioipes oto X, , TotE 1 vvapton f-g sivon

napayoyioun oto X, kot woyvet: (f -g), (%) =F"(X)9'(Xo)-

74

"o 800 omoesdnnote cvvaptnoels £, g mapaywyiciueg 6to X, 1oydeL:

(f -g), (%) =1"(%0)9(X0) =T (%,)9'(%,).-

75

Av ot cuvaptricelg f kot g efvon mopaywyicipueg 6to X, Kot g (X0 ) #0 10te KO M
. f . : ,
ocvvaptnon — eivor Tapayoyioyn 6to X, Kot oyst:

i X f'(XO)g(Xo)_f(Xo)g'(xo).
[ j( ! (9(x,))’

76

INa k4Oe cvveyn cvovaptnon f :[a,B] — R, n omoia eivon Tapoyoyioun oto (a,B) , OV

f(a)=f(B) , téte vRGpyEL axpog éva & € (a,B) tétow0 dote F(£)=0.

77

Av 1 ouvapton f eivan Tapayoyicun oto R kot dev etvor aviiotpéyipn, T0Te vVIdpyEL
KAEOTO S1G0TN A [a,B] , 670 omoio 1 f kavomotel T Tpobmobécelg Tov BewpnpoTog
Rolle.

78

K&0e cuvaptnon f, yio v onoio woyder f'(X) =0 yio ke X € (o, Xy ) U(X,,B), eivan

otafepy 610 (0, X, ) U (X4, B) .
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79

Eoto 800 cvuvaptioelg f,g opiopévec o éva didotnua A. Av ot f,g eivar cvveyeic oto A
ko f'(Xx)=0'(X) yw k60 ecwtepcd onpeio X Tov A o€ woyder f(X)=g(X) yuo k6be
XeA.

80

‘Eoto pia cuvapton f cuveyng o€ Eva didotnpo A Kot Topoy®yiolun 6To E6MTEPIKO TOV
A. Av ) f givan yvnoiog avovoa 6to A, TOTE 1 TOPAY®YOS TG OEV EIVOIL VITOYPEMTIKA
OeT1Kn 67O E0MTEPIKO TOL A,

81

‘Ecto o cuvdptnon f, n omoia givarl cuveyng oe éva didotnua A. Av f’(x) >0 o¢ kGbe
£0mTEPIKO onueio X tov A, tote 1 T elvan yvnoiong pdivovca o 6Ao o A.

82

‘Eoto f o ocuvaptnon cvveyng 6° £va ddotnuo A Kot Topaymyioiun 6€ Kabe E6MTEPIKO
X tov A. Av 1 suvépmon f eivan yvnoiog adéovsa oto A tote f'(X)>0 o8 kdbe
£0MTEPIKO oMeio X Tov A.

83

‘Eotm cuvvaptnon f ocuveyng oe éva didotnuo A kot wapayoyiciun o€ kdbe ecmTEPIKO
onueio tov A. Av 1 cuvépton f elvar yvnoiog Bivovca oto A, 1d1E 1| TAPAYOYOS TNG
€V VTOYPEMTIKA OPVNTIKT] GTO ECMTEPIKO TOV A .

84

‘Eoto o cvvapton f opiopévn oe éva dtdotnpa A kot X, éva 50TePIKO onpeio Tov A.
Av n f givor mapayoyiown oto X, kon f'(X,) =0, t6te n f mapovoialel vroypemTikd,

TOTIKO OKPOTATO GTO X, .
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85

'Eotm ovvaptnon f opiouévn kot Topaymyiciun oto d1dot pa[a,B] Kot onuelo X, € [a,B]

o710 onoio 1 f mapovcdlel tomikd péytoto. Tote mhvto woyvel ot F'(X,)=0.
I8 0

86

INo kaBe cvvapton f:R >R mov eivor mapoaywyiciun kot dev mapovsidlel akpotota,
wydet f'(x)#0 ywok6e xeR.

87

Atvetan 6T 1 ovvdptnon f tapaywyiletar oto R ko 611 M ypapikn g napdotaom etvon
mhvo omd Tov aEova X X . Av vrdpyel Kémolo onpeio A(X0 f (X0 )) ¢ Ct, ToV omoiov N

amoctaot ond Tov aova x'x givarl péytom (M eAdylotn), TOTE G€ aVTO TO GNUEIO M
epantopévn g Creivar opriovria.

88

Av ma ovvéptnon f mtapovcidletl (0Ako) péyioto, T0te aVTO Ba glvar To peyolvTePO amd
TO, TOTUKQ TNG HEYIGTA.

89

‘Eva tomikd péyioto pog cuvaptnong f pmopei vo gival pukpotepo amd £va Tomiko
gldyioto g f.

90

Ta eowtepikd onueio Tov daotipatog A, ota omoia 1 f dev mapaywyileTor ) n
Tapaywyog g etvar ion pe to 0, Aéyovran kpicwo onueia g f oto didotnua A.

91

‘Eoto pio cuvaptnon f mapayoyioiun ¢' éva dtdotnua (a,B) , Le e€aipeon lomg éva
onpeto Tov X, , 670 omoio dpmg N f eivon cuvexng. Av '(x)>0 oto (@,x,) ko f'(x)<0

GT0 (X0 , [3) , T0TE T0 X, £ivan Tomikd eldyioto g f.

92

‘Eoto pio cvvdptnon f ooveync oe éva didotua A kot 800 @opég mapaymyicun 6to
gomTEPKO TOL A. AV f"(X) >0y kGbe ecmwtepKo onpeio X tov A, tote 1 T eivar kupty
o610 A.

93

Av o cvvapnon f elvan kopt o€ éva dtdotnpa A, TOTE 1 EQATTOUEVT] TNG YPUPIKNG
napbdotacng g f oe kGO onueio Tov A BpickeTon «TAvOY» Ao TN YPOUPIKN TNG
TopAcTOCT).

94

Av o cvvaptnon f eivat koidn 6° éva Stdotnua A, TOTE 1) EQOTTOUEVT TNG YPOPIKNG
napdotaocng g f oe kGO onueio Tov A Bpicketon KAT® Amd T YPAPIKY TAPEGTAGT, UE
e€aipeon 1o onueio EMOENG.

95

Av o ovvapnon f eivan 8060 popég mapayoyicyn 6to R kot otpéet Ta Koilo mpog ta
avo, tote Kot avaykn o wwydel F(X)>0 e kdbe X eR.
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"Eoto pa cuvaptnon f cuveyng o éva ddotnpa A Kot SVo EOPES TOPAYOYICIUN OTO
96 | ecwtepucd Tov A . Av 1 feivon kvpth 670 A , TOTE LIOYPEOTIKG. f"(x)>0 Yo kabe

gomTEPKO onueio tov A .

‘Eoto wo cvvaptnon f mapayoyioun 6° éva didotnpa (a,B) pe e€aipeon iowg Eva
97

f.

onueto Tov X, . Av n f etvor kvpt oto (a,xo) Kot KotAn 610 ( XO,B) N avTIoTPOPMC, TOTE

T0 onueio A(x0 f ( X, )) elval VITOYPEMTIKA GNLELD KOUTNG TG YPUPLIKNG TAPAGTOONG TNG
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98 | Yrapyet molvwvouiky cuvaptnon fabupov v =2, n onoia &xel ooOUTTOT.

99 | H ypagwn mapdotaocn wog cuovaptnong iR - R pmopet va tépverl po acduntot me.

Amavtioelg

YuvapTioElg

112|3 |4 |5|6|7|8]9|10(11)|12]13|14|15|16|17|18|19|20|21 |22
SIEZ|Z|X|IA|IA|Z|Z|Z|IA|IA|IZ|IA|Z|IZ|IZ|Z|Z|Z2|2Z |2 |A
2312425

Al X | A

Opwr

2121221333333 [3|3|3|3[4|4|4|4|4|4]4)4
6|7|/8/9/0|1|2|3|4|5|6|7|8]9|]0|1]|2|3|4|5]|6]|7
AZ|Z|Z|Z|Z2|A|A|IA|IZ|IZ2]|Z|Z|A|IA|IZ|IA|Z|Z|Z|A|A
48 | 49 | 50 | 51

A|lA|Z|Z

Yovéyero, — OemPIoTo GUVELELNG

52 |53 |54 | 55|56 |57|58|59]|60]61

A|A|Z|Z]IA|A|EZE]|Z|A|X

Hapdymyog

62 63|64 |65|66|67|68|69|70|71|72|73|74|75|76|77|78|79]|80]|81
A|Z|A|Z|IA|A|A|A|IA]A|AIA]A|IZ|IA|Z|IA]A|Z|A

8218384 |85|86|87|88|89/90/91/92[93[94195[96[97]98]99
AAIAIAIAIZ | Z|IZ|Z|A[ZIAIAIAIA]IAIA]ZE




