
 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

1. Δικαιολογήςτε γιατί οι γραφικέσ παραςτάςεισ των ςυναρτήςεων   είναι ςυμμετρικέσ 

ωσ προσ την ευθεία y = x δηλαδή τη διχοτόμο των γωνιών xOy και xOy’. 

Αρ πάποςμε ηώπα μια 11  ζςνάπηηζη  f  και αρ θεωπήζοςμε ηιρ γπαθικέρ 

παπαζηάζειρ C και C   ηων  f  και ηηρ 1f  ζηο ίδιο ζύζηημα αξόνων (Σσ. 37). 

Επειδή   xyfyxf   )()( 1 , 

αν ένα ζημείο ),( βαM  ανήκει ζηη γπαθική παπάζηαζη C ηηρ  f , ηόηε ηο 

ζημείο ),( αβΜ   θα ανήκει ζηη γπαθική παπάζηαζη C   ηηρ 1f  και 

ανηιζηπόθωρ. Τα ζημεία, όμωρ, αςηά είναι ζςμμεηπικά ωρ ππορ ηην εςθεία 

πος δισοηομεί ηιρ γωνίερ xOy  και yOx  . Επομένωρ: 

Οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ C  και C   ηων ζςναπηήζεων  f  και 1f  είναι 

ζςμμεηπικέρ ωρ ππορ ηην εςθεία xy   πος δισοηομεί ηιρ γωνίερ xOy  και 

yOx  . 
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3. Έςτω η ρητή ςυνάρτηςη 
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— Έζηω η πηηή ζςνάπηηζη 
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4. Να αποδειχθεί ότι , 0
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5. Να διατυπώςετε και να αποδείξετε το θεώρημα των ενδιαμέςων τιμών. 

Θεώρημα ενδιάμεζων ηιμών  

Έζηω μια ζςνάπηηζη  f, η οποία είναι οπιζμένη ζε ένα κλειζηό διάζηημα ],[ βα . Αν: 

        η f είναι ζςνεσήρ ζηο ],[ βα  και 

        )()( βfαf   

ηόηε, για κάθε απιθμό η μεηαξύ ηων )(αf  και )(βf  ςπάπσει έναρ, ηοςλάσιζηον ),(0 βαx   ηέηοιορ, ώζηε  

ηxf )( 0  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αρ ςποθέζοςμε όηι )()( βfαf  . Τόηε θα ιζσύει )()( βfηαf   (Σσ. 67). Αν θεωπήζοςμε ηη ζςνάπηηζη 

ηxfxg  )()( , ],[ βαx , παπαηηπούμε όηι:  

 η g είναι ζςνεσήρ ζηο ],[ βα  και   

 0)()( βgαg , 

Αθού   0)()(  ηαfαg    και  0)()(  ηβfβg . 

),(0 βαx   ηέηοιο, Επομένωρ, ζύμθωνα με ηο θεώπημα ηος Bolzano, ςπάπσει 

ώζηε 0)()( 00  ηxfxg , οπόηε ηxf )( 0 .    ■ 
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6. Να αποδείξετε ότι  αν μια ςυνάρτηςη  f  είναι παραγωγίςιμη ς’ ένα ςημείο 0x , τότε είναι και 

ςυνεχήσ ςτο ςημείο αυτό. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Για 0xx   έσοςμε )(
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αθού η  f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 0x . Επομένωρ, )()(lim 0
0

xfxf
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
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, δηλαδή η  f  είναι ζςνεσήρ ζηο 0x .     ■ 

7. Εςτω η ςταθερή ςυνάρτηςη cxf )( , . Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη  f  είναι παραγωγίςιμη 

ςτο  και ιςχύει 0)(  xf  δηλαδή  0)( c  

 Ππάγμαηι, αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος R, ηόηε για 0xx   ιζσύει: 0
)()(

00

0 









xx

cc

xx

xfxf
. 

Επομένωρ,      0
)()(

lim
0

0

0






 xx

xfxf

xx
,    δηλαδή 0)( c .      ■ 

8. Έςτω η ςυνάρτηςη xxf )( . Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη  f είναι παραγωγίςιμη ςτο  και 

ιςχύει 1)(  xf , δηλαδή 1)( x  

 Ππάγμαηι, αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος , ηόηε για 0xx   ιζσύει:  1
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9. Έςτω η ςυνάρτηςη xxf )( , . Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη  f  είναι παραγωγίςιμη 

ςτο  και ιςχύει 1)(  xxf , δηλαδή  1)(   xx  

  Ππάγμαηι, αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος , ηόηε για 0xx   ιζσύει: 
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10. Έςτω η ςυνάρτηςη xxf )( . Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη  f  είναι παραγωγίςιμη ςτο ),0(   

και ιςχύει 
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 Ππάγμαηι, αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος ),0(  , ηόηε για 0xx   ιζσύει: 
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η xxf )(  δεν είναι παραγωγίζιμη       ζηο 0.      ■ 

11. Αν οι ςυναρτήςεισ gf ,  είναι παραγωγίςιμεσ ςτο 0x , τότε αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη gf   

είναι παραγωγίςιμη ςτο 0x  και ιςχύει: )()()()( 000 xgxfxgf   

Για 0xx  , ιζσύει:
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Επειδή οι ζςναπηήζειρ gf ,  είναι παπαγωγίζιμερ ζηο 0x , έσοςμε: 
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Δηλαδή    )()()()( 000 xgxfxgf  .      

12. Αν οι ςυναρτήςεισ gf ,  ,h είναι παραγωγίςιμεσ ς’ ένα διάςτημα Δ, τότε για κάθε Δx  

ιςχύει: )().().()()( xhxgxfxhxh  )()()()()()( xgxfxgxfxg.hf . 

)()()()()()()()()())()()(( )()(])[( xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf    

        )()()()()]()()()([ xhxgxfxhxgxfxgxf  )()()()()()()()()( xhxgxfxhxgxfxhxgxf  . 

13. Έςτω η ςυνάρτηςη  xxf )( , . Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη  f  είναι παραγωγι- ςιμη 

ςτο  και ιςχύει 1)(  xxf , δηλαδή  1)(    xx  

 Έζηω η ζςνάπηηζη νxxf )( , 
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Είδαμε, όμωρ, πιο ππιν όηι 
1)(   xx , για κάθε θςζικό 1ν . Επομένωρ, αν }1,0{N , ηόηε 
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14. Έςτω η ςυνάρτήςη xxf εθ)(  . Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη  f  είναι παραγωγίςιμη ςτο 
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15. Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη xxf )( ,  είναι παραγωγίςιμη ςτο ),0(   και ιςχύει 

1)(  xxf , δηλαδή  1)(   xx  

Άμεζη ζςνέπεια ηος κανόνα ηηρ αλςζίδαρ  είναι : 

 Ππάγμαηι, αν xαα exy ln  και θέζοςμε xαu ln , ηόηε  έσοςμε uey  . Επομένωρ,  

              1ln 1
)(  ααxαuu xα

x

α
x

x
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16. Αποδείξτε ότι η ςυνάρτηςη xxf )( , 0  είναι παραγωγίςιμη ςτο  και ιςχύει 

 ln)( xxf  , δηλαδή  

   Ππάγμαηι, αν αxx eαy ln  και θέζοςμε αxu ln , ηόηε έσοςμε uey  .  

Επομένωρ,   αααeueey xαxuu lnln)( ln  .                             Άρα    ln)( xx   

17. Η ςυνάρτηςη ||ln)( xxf  ,  είναι παραγωγίςιμη ςτο  και ιςχύει 
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18. Έςτω μια ςυνάρτηςη f οριςμένη ςε ένα διάςτημα Δ. Αν  

       •  η f είναι ςυνεχήσ ςτο Δ και          

      • f’(x) = 0 για κάθε εςωτερικό ςημείο x του Δ 

τότε να αποδείξετε ότι η f είναι ςταθερή ςε όλο το διάςτημα Δ. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Απκεί να αποδείξοςμε όηι για οποιαδήποηε Δxx 21 ,  ιζσύει )()( 21 xfxf  . Ππάγμαηι 

 Αν 21 xx  , ηόηε πποθανώρ )()( 21 xfxf  . 

 Αν 21 xx  , ηόηε ζηο διάζηημα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί ηιρ ςποθέζειρ ηος θεωπήμαηορ μέζηρ ηιμήρ. Επομένωρ, ςπάπσει 

),( 21 xxξ  ηέηοιο, ώζηε      
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 .           (1) 

Επειδή ηο ξ είναι εζωηεπικό ζημείο ηος Δ, ιζσύει 0)(  ξf ,οπόηε, λόγω ηηρ (1), είναι )()( 21 xfxf  . Αν 12 xx  , ηόηε 

ομοίωρ αποδεικνύεηαι όηι )()( 21 xfxf  . Σε όλερ, λοιπόν,  ηιρ πεπιπηώζειρ είναι )()( 21 xfxf  .      ■ 

19. Έςτω δύο ςυναρτήςεισ f και g  οριςμένεσ ςε ένα διάςτημα Δ. Αν 

     •  οι f,g είναι ςυνεχείσ ςτο Δ και 

     •  f’(x) = g’(x) για κάθε εςωτερικό ςημείο x του Δ 

τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει ςταθερά c τέτοια ώςτε f(x) = g(x) + c 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Η ζςνάπηηζη gf   είναι ζςνεσήρ ζηο Δ και για κάθε εζωηεπικό ζημείο Δx  

ιζσύει 0)()()()(  xgxfxgf . 

Επομένωρ, ζύμθωνα με ηο παπαπάνω θεώπημα, η ζςνάπηηζη gf   είναι ζηαθεπή 

ζηο Δ. Άπα, ςπάπσει ζηαθεπά C ηέηοια, ώζηε για κάθε Δx  να ιζσύει 

cxgxf  )()( , οπόηε       cxgxf  )()( .     ■ 

20. Αν η f είναι ςυνεχήσ ςτο Δ και  ςε κάθε εςωτερικό ςημείο του Δ, τότε να αποδείξετε 

ότι η f είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο Δ 

 Αποδεικνύοςμε ηο θεώπημα ζηην πεπίπηωζη πος είναι 0)(  xf . 

Έζηω Δxx 21 ,  με 21 xx  . Θα δείξοςμε όηι )()( 21 xfxf  . Ππάγμαηι, ζηο διάζηημα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί ηιρ 

πποϋποθέζειρ ηος Θ.Μ.Τ. Επομένωρ, ςπάπσει ),( 21 xxξ  ηέηοιο, ώζηε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 , οπόηε έσοςμε 

))(()()( 1212 xxξfxfxf   

Επειδή 0)(  ξf  και 012  xx , έσοςμε 0)()( 12  xfxf , οπόηε )()( 21 xfxf  . 

 Σηην πεπίπηωζη πος είναι 0)(  xf  επγαζόμαζηε αναλόγωρ.     ■ 

 y

 O  x

 y=g(x)+c

 y=g(x)
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21.  Έςτω μια ςυνάρτηςη f οριςμένη ςε ένα διάςτημα Δ και  ένα εςωτερικό ςημείο του Δ. Αν η 

f παρουςιάζει τοπικό ακρότατο ςτο   και είναι παραγωγίςιμη ςτο ςημείο αυτό τότε να 

αποδείξετε ότι           (Θεώρημα Fermat) 

Αρ ςποθέζοςμε όηι η  f  παποςζιάζει ζηο 0x  ηοπικό μέγιζηο. Επειδή ηο 0x  είναι 

εζωηεπικό ζημείο ηος Δ και η  f  παποςζιάζει ζ’ αςηό ηοπικό μέγιζηο, ςπάπσει 

0δ  ηέηοιο, ώζηε Δδxδx  ),( 00         και 

)()( 0xfxf  , για κάθε ),( 00 δxδxx  .     (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 0x , ιζσύει 

0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx 











.       Επομένωρ, 

— αν ),( 00 xδxx  , ηόηε, λόγω ηηρ (1), θα είναι  0
)()(

0

0 




xx

xfxf
, οπόηε θα έσοςμε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0

0 





 xx

xfxf
xf

xx

           (2) 

— αν ),( 00 δxxx  , ηόηε, λόγω ηηρ (1), θα είναι  0
)()(

0

0 




xx

xfxf
, οπόηε θα έσοςμε 

   0
)()(

lim)(
0

0

0
0







 xx

xfxf
xf

xx
.           (3) 

Έηζι, από ηιρ (2) και (3) έσοςμε 0)( 0  xf .        Η απόδειξη για ηοπικό ελάσιζηο είναι ανάλογη.      ■ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y

 O

 f (x0)

 x0δ  x0+δ x0  x

33

 


