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1 Γραµµικά Συστήµατα

1.1 Στοιχεία Θεωρίας

• Μία εξίσωση µε δύο αγνώστους x, y είναι µία ισότητα που περιέχει τις
µεταβλητές x και y.

• Κάθε εξίσωση της µορφής αx + βy = γ µε ένα τουλάχιστον από τα α, β
διάφορο του µηδενός καλείται γραµµική εξίσωση µε αγνώστους τα x και
y. Οι αριθµοί α και β καλούνται συντελεστές των αγνώστων και ο αριθµός
γ καλείται σταθερός όρος της εξίσωσης.

• ΄Ενα Ϲεύγος (x0, y0) πραγµατικών αριθµών καλείται λύση της εξίσωσης αν
αx0 + βy0 = γ

1.1 Παράδειγµα. Οι εξισώσεις 2x+3y = 5, −x+2y+2 = 0,
√

2x = 2y, x−2 = 0
είναι γραµµικές, ενώ οι εξισώσεις x2 + y2 = 1, y = 1

x , 2x + xy = 1 δεν είναι
γραµµικές.

1.2 Παράδειγµα.

α) Το Ϲεύγος (x, y) = (−2, 3) αποτελεί λύση της εξίσωσης 2x + 3y = 5 γιατί
2 · (−2) + 3 · 3 = 5 , ενώ το Ϲεύγος (x, y) = (2, 1) δεν αποτελεί λύση αυτής
της εξίσωσης γιατί 2 · 2 + 3 · 1 = 7 6= 5.

ϐ) Το Ϲεύγος (x, y) = (5, −7) αποτελεί λύση της εξίσωσης x = 5, ενώ το Ϲεύγος
(x, y) = (2, 5) δεν αποτελεί λύση αυτής της εξίσωσης γιατί 2 6= 5.

• Αν

{
α1x+ β1y = γ1

α2x+ β2y = γ2

είναι ένα Ϲεύγος γραµµικών εξισώσεων, ϑα λέµε ότι

έχουµε ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους (τους
x, y) ή πιο απλά ϑα λέµε ότι έχουµε ένα 2× 2 γραµµικό σύστηµα.

• ΄Ενα Ϲεύγος (x0, y0) πραγµατικών αριθµών καλείται λύση του συστήµατος

αν είναι λύση και των δύο εξισώσεων του συστήµατος, δηλαδή αν:

α1x0 + β1y0 = γ1 και α2x0 + β2y0 = γ2

1.3 Παράδειγµα. Τα συστήµατα{
−x+ 2y = 1

3x+ 2
3y = −6

,

{√
5x+ 3y = 3

2x− 7y = 1
,

{
x = 1

−2x+ y = 1

είναι 2× 2 γραµµικά συστήµατα, ενώ τα συστήµατα{
xy = 1

3x+ 2
3y = −6

,

{
2x− 7y = 1

x2 + y2 = 3
,

{
x2 + y = 1

xy2 = −1
δεν είναι γραµµικά.

1.4 Παράδειγµα. Το Ϲεύγος (1, 0) είναι λύση του συστήµατος

{
x+ y = 1

x− y = 1
για-

τί είναι λύση και των δύο εξισώσεων του συστήµατος, ενώ το Ϲεύγος (0, 1) δεν
αποτελεί λύση του συστήµατος αφού δεν είναι λύση της δεύτερης εξίσωσης.
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1.1.1 Προσδιορισµός όλων των λύσεων της γραµµικής εξίσωσης

αx+ βy = γ

Αν ϑεωρήσουµε την εξίσωση x − 4y = 2 τότε για να ϐρούµε µία λύση αυτής της
εξίσωσης µπορούµε να δουλέψουµε ως εξής :
∆ίνοντας µία οποιαδήποτε τιµή σε µία από τις δύο µεταβλητές, για παράδειγµα
x = −2 και λύνοντας την εξίσωση που προκύπτει µε άγνωστο την µεταβλητή y,
έχουµε:

−2− 4y = 2⇒ −4y = 4⇒ y = −1

Συνεπώς το Ϲεύγος (x, y) = (−2, −1) είναι λύση της εξίσωσης. ΄Οµοια για y = 1,
ϐρίσκουµε x = 6. Συνεπώς και το Ϲεύγος (x, y) = (6, 1) είναι λύση της εξίσωσης.
Με αυτό τον τρόπο παρατηρούµε ότι αυτή η εξίσωση έχει άπειρες λύσεις. Για να
τις προσδιορίσουµε όλες εργαζόµαστε ως εξής :

1. Λύνουµε την εξίσωση ως προς το ένα άγνωστο (όποιον εµείς ϑέλουµε),
στην περίπτωσή µας λύνοντας ως προς x έχουµε: x = 4y + 2

2. Θέτουµε την άλλη µεταβλητή ίση µε µία παράµετρο έστω y = k και στην
συνέχεια εκφράζουµε και την µεταβλητή x συναρτήσει της παραµέτρου
k, δηλαδή x = 4k + 2.
Συνεπώς οι λύσεις της εξίσωσης x− 4y = 2 είναι :

(x, y) = (4k + 2, k), k ∈ R (1)

Παρατήρηση: Ο ϱόλος της παραµέτρου k είναι ο εξής : ∆ίνοντας µία οποιαδήπο-
τε τιµή στην παράµετρο k τότε έχουµε και µία λύση της εξίσωσης. Για παράδειγµα
για k = 1, ϐρίσκουµε την λύση (6, 1), ενώ για k = 1

4 έχουµε την λύση (3, 1
4 ) και

ούτω καθεξής.
Αν τώρα είχαµε επιλέξει να επιλύσουµε την εξίσωση ως προς την µεταβλητή y ϑα
είχαµε y = 1

4x − 2 και ϑέτοντας x = k ϑα είχαµε ότι y = 1
4k −

1
2 και συνεπώς οι

λύσεις της εξίσωσης x− 4y = 2 είναι :

(x, y) = (k, 1
4k −

1
2 ), k ∈ R (2).

Οι εκφράσεις (1) και (2) είναι ισοδύναµες µε την έννοια ότι προσδιορίζουν το ίδιο
σύνολο λύσεων. Για παράδειγµα η λύση (10, 2) προκύπτει για k = 2 στην έκφραση
(1) και η ίδια λύση προκύπτει για k = 10 στην έκφραση (2).
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1.1.2 Γεωµετρική (ανά)παράσταση της γραµµικής εξίσωσης

αx+ βy = γ

Αν Oxy ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, τότε κάθε Ϲεύγος πραγµατικών
αριθµών (x0, y0), παριστάνει ένα σηµείο του καρτεσιανού επιπέδου και αντίστρο-
ϕα.

Σχήµα 1: Το σηµείο Α του επιπέδου παριστάνεται από το Ϲεύγος (x0, y0)

΄Οπως είδαµε η εξίσωση αx+ βy = γ έχει ως λύσεις, άπειρα Ϲεύγη πραγµατι-
κών αριθµών. Αν όλα αυτά τα Ϲεύγη τα τοποθετήσουµε στο καρτεσιανό σύστηµα
συντεταγµένων τότε ϑα σχηµατιστεί µία ευθεία γραµµή. Γι΄ αυτό ακριβώς το λόγο
η εξίσωση αx + βy = γ λέγεται γραµµική. Επιπλέον χρησιµοποιούµε και την
έκφραση ότι η εξίσωση αx+ βy = γ παριστάνει µία ευθεία γραµµή.

Λέγοντας ότι η εξίσωση αx+βy = γ παριστάνει µία ευθεία εννοούµε ότι οι
λύσεις της εξίσωσης αυτής ως σηµεία του καρτεσιανού επιπέδου σχηµατίζουν
µία ευθεία γραµµή.

Παρατήρηση: Συµβολίζουµε συνήθως τις ευθείες του επιπέδου µε µικρά γράµ-
µατα του ελληνικού αλφαβήτου, π.χ ε, η, .... Για να δηλώσουµε ότι µία ευθε-
ία ε είναι η ευθεία που παριστάνεται από τις λύσεις µίας γραµµικής εξίσωσης
αx+βy = γ, ϑα γράφουµε ε : αx+βy = γ και ϑα χρησιµοποιούµε την έκφραση:
η ευθεία ε έχει εξίσωση αx+ βy = γ.

1.1.3 Σχεδιασµός του γραφήµατος της αx+ βy = γ

΄Εστω ότι ϑέλουµε να παραστήσουµε γραφικά την εξίσωση x− 4y = 2.
∆εδοµένου ότι για να σχεδιάσουµε µία ευθεία γραµµή χρειάζεται να γνωρίζου-

µε δύο σηµεία από τα οποία αυτή διέρχεται, και δεδοµένου ότι τα σηµεία τα οποία
αποτελούν την ευθεία που παριστάνει η εξίσωση, είναι οι λύσεις αυτής της εξίσω-
σης, για να σχεδιάσουµε την ευθεία δουλεύουµε ως εξής :

• Βρίσκουµε δύο οποιεσδήποτε λύσεις της εξίσωσης.

• Από τα δύο παραπάνω Ϲεύγη λύσεων κατασκευάζουµε στο καρτεσιανό σύστη-
µα συντεταγµένων τα σηµεία που αντιστοιχούν.
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• Ενώνουµε τα δύο αυτά σηµεία µε µία ευθεία γραµµή και προεκτείνουµε.

Οπότε, για x = 0 ϐρίσκουµε y = − 1
2 άρα ένα σηµείο από το οποίο διέρχεται

η ευθεία είναι το A(0, − 1
2 ) (το οποίο είναι και το σηµείο τοµής µε τον y′y). Αν

ϑέσουµε τώρα στην εξίσωση όπου y = 0 ϐρίσκουµε ότι x = 2, άρα άλλο ένα σηµείο
από το οποίο διέρχεται η ευθεία είναι τοB(2, 0) (το οποίο είναι και το σηµείο τοµής
µε τον x′x). Σχεδιάζοντας τώρα σε ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων Oxy,
έχουµε:

Σχήµα 2: Η γραφική παράσταση των λύσεων της εξίσωσης x− 4y = 2

Παρατήρηση: Αν ϑεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε σηµείο της παραπάνω ευθείας
τότε οι συντεταγµένες αυτού του σηµείου ϑα αποτελούν λύση της εξίσωσης x−4y =
2. Αντίστροφα τώρα, αν (x0, y0) µία λύση της εξίσωσης x− 4y = 2, τότε το σηµείο
A(x0, y0), ϑα ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία του παραπάνω σχήµατος.

Παρατήρηση: Θα µπορούσαµε αντί για τις παραπάνω λύσεις να ϐρούµε δύο
οποιεσδήποτε άλλες λύσεις τις εξίσωσης και στην συνέχεια να σχεδιάσουµε.

1.1.4 Γεωµετρική διερεύνηση της γραµµικής εξίσωσης αx+ βy = γ

• Αν α 6= 0 β 6= 0 τότε επιλύοντας την εξίσωση ως προς y έχουµε:

y = −α
β
x+

γ

β

Ο αριθµός λ = −αβ (ο συντελεστής του x όταν επιλύσουµε την εξίσωση ως
προς y) καλείται συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας.
Επιπλέον

– για x = 0 έχουµε y = γ
β , συνεπώς η ευθεία τέµνει τον άξονα y′y στο

σηµείο (0, γ
β ).

– για y = 0 έχουµε x = γ
α , συνεπώς η ευθεία τέµνει τον άξονα x′x στο

σηµείο ( γα , 0).
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• Αν α = 0 και β 6= 0 τότε έχουµε την εξίσωση: y = γ
β . Η εξίσωση αυτή

παριστάνει µία ευθεία παράλληλη στον άξονα x′x η οποία τέµνει τον άξονα
y′y στο σηµείο (0, γ

β ). Ο συντελεστής διεύθυνσης αυτής της ευθείας είναι
λ = 0.

• Αν α 6= 0 και β = 0 τότε έχουµε την εξίσωση: x = γ
α . . Η εξίσωση

αυτή παριστάνει µία ευθεία παράλληλη στον άξονα y′y η οποία τέµνει τον
άξονα x′x στο σηµείο ( γα , 0). Για την ευθεία αυτή δεν ορίζεται συντελεστής
διεύθυνσης.
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Γενικότερα έχουµε ότι :

• Κάθε ευθεία η οποία δεν είναι παράλληλη στον y′y παριστάνεται από
µία εξίσωση της µορφής y = λx+ β.

• Κάθε ευθεία η οποία είναι παράλληλη στον y′y παριστάνεται από µία
εξίσωση της µορφής x = x0.

Παρατήρηση: Η εξίσωση y = 0, παριστάνει σ΄ ένα ορθογώνιο σύστηµα συντε-
ταγµένων Oxy τον άξονα x′x και η εξίσωση x = 0 τον άξονα y′y.

1.1.5 Συντελεστής ∆ιεύθυνσης Ευθείας

Αν ε : y = λx + β µία (εξίσωση) ευθεία(ς) η οποία δεν είναι παράλληλη στον
άξονα y′y, τότε όπως έχουµε πει, ο αριθµός λ ονοµάζεται συντελεστής διεύθυνσης
της ε. Ο συντελεστής διεύθυνσης ισούται µε την εφαπτοµένη της γωνίας ω που
σχηµατίζεται από τον άξονα x′x και την ευθεία ε. Ως γωνία ω ϑεωρούµε την γωνία
που σχηµατίζετε αν ο άξονας x′x περιστραφεί µε ϕορά αντίθετη των δεικτών του
ϱολογιού µέχρι να συµπέσει µε την ευθεία ε.

Παρατήρηση: Από το γεγονός ότι δύο εντός εκτός και επί τ΄ αυτά γωνίες µεταξύ
δύο παραλλήλων είναι ίσες, έχουµε ότι1:

∆ύο ευθείες είναι παράλληλες αν και µόνο αν έχουν τον ίδιο συντελεστή
διεύθυνσης.

1Με την προϋπόθεση ότι οι δύο ευθείες δεν είναι παράλληλες στον y′y και συνεπώς ϑα ορίζονται οι
συντελεστές διεύθυνσης αυτών.
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1.5 Παράδειγµα. Να δείξετε ότι οι ευθείες ε1 : x − 2y + 6 = 0 και 2x − 4y = 7
είναι παράλληλες.

Λύση

Φέρνουµε τις εξισώσεις και των δύο ευθειών στην µορφή y = αx+ β (Λύνουµε ως
προς y έτσι ώστε να προσδιορίσουµε τον συντελεστή διεύθυνσης).

x− 2y + 6 = 0⇔ 2y = x+ 6⇔ y =
1

2
x+ 3

΄Αρα ο συντελεστής διεύθυνσης της ε1 είναι λε1 = 1
2

2x− 4y = 7⇔ 4y = 2x− 7⇔ y =
1

2
x− 3

7

΄Αρα ο συντελεστής διεύθυνσης της ε2 είναι λε2 = 1
2

΄Αρα οι ευθείες είναι παράλληλες, αφού έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης.

1.6 Παράδειγµα. ∆ίνονται οι ευθείες ε1 : 4µ2x − 2y = µ και 2µx + y = 0. Να
ϐρείτε για ποιες τιµές του µ ∈ R:

α) Οι ευθείες είναι παράλληλες και δεν ταυτίζονται,

ϐ) Οι ευθείες ταυτίζονται,

γ) Οι ευθείες τέµνονται σε µοναδικό σηµείο του επιπέδου.

Λύση

Λύνοντας ως προς y τις εξισώσεις των ευθειών έχουµε: ε1 : y = 2µ2x − µ
2 και

ε2 : y = −2µx. Συνεπώς έχουµε:

• Η ευθεία ε1 έχει συντελεστή διεύθυνσης λε1 = 2µ2 και τέµνει τον y′y στο
σηµείο A(0, −µ2 )

• Η ευθεία ε2 έχει συντελεστή διεύθυνσης λε2 = −2µ και τέµνει τον y′y στο
σηµείο O(0, 0).

΄Αρα:
α) Οι ευθείες είναι παράλληλες και δεν ταυτίζονται, όταν έχουν τον ίδιο συντελεστή
διεύθυνσης και τέµνουν τον άξονα y′y σε διαφορετικά σηµεία. ΄Αρα:

λε1 = λε2 ⇔ 2µ2 = −2µ⇔ µ2 + µ = 0⇔ µ(µ+ 1) = 0⇔ µ = 0 ή µ = −1
και

−µ2 6= 0⇔ µ 6= 0

΄Αρα οι ευθείες είναι παράλληλες και δεν ταυτίζονται, όταν µ = −1
ϐ) Οι ευθείες ταυτίζονται, όταν όταν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης και

τέµνουν τον άξονα y′y στο ίδιο σηµείο. ΄Αρα:

λε1 = λε2 ⇔ µ = 0 ή µ = −1
και

−µ2 = 0⇔ µ = 0

΄Αρα οι ευθείες είναι παράλληλες και δεν ταυτίζονται, όταν µ = 0
γ) Οι ευθείες τέµνονται σε µοναδικό σηµείο του επιπέδου όταν δεν είναι πα-

ϱάλληλες και δεν ταυτίζονται, δηλαδή όταν

µ 6= −1 και µ 6= 0
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1.1.6 Πλήθος Λύσεων ενός Γραµµικού 2× 2 Συστήµατος

Από το γεγονός ότι η εξίσωση αx+βy = γ παριστάνει µία ευθεία γραµµή, έχουµε
ότι η επίλυση ενός γραµµικού 2 × 2 συστήµατος γεωµετρικά ϑα σήµαινε την
εύρεση (αν υπάρχουν) των σηµείων τοµής των ευθειών που παριστάνει η κάθε
εξίσωση του συστήµατος. ∆εδοµένου τώρα ότι δύο ευθείες του επιπέδου µπορεί ή
να τέµνονται σε ένα µοναδικό σηµείο του επιπέδου ή να είναι παράλληλες (κανένα
σηµείο τοµής) ή να ταυτίζονται έχουµε ότι :

΄Ενα 2× 2 γραµµικό σύστηµα

{
α1x+ β1y = γ1

α2x+ β2y = γ2

έχει :

• είτε µοναδική λύση (x0, y0) (οι ευθείες τέµνονται),

• είτε καµία λύση (οι ευθείες είναι παράλληλες),

• είτε άπειρες λύσεις (οι ευθείες ταυτίζονται).

Παρατήρηση: ΄Οταν ένα σύστηµα δεν έχει καµία λύση λέµε ότι το σύστηµα
είναι αδύνατο, ενώ όταν ένα σύστηµα έχει άπειρες λύσεις λέµε ότι το σύστηµα
είναι αόριστο.

1.7 Παράδειγµα. Να επιλυθούν γραφικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
−2x+ 3y = 6

4x+ 3y = 12
, ϐ)

{
2x = 4

x+ y = 1
, γ)

{
y = −2

x− y = 1
, δ)

{
2x− 2y = −2

x− y = 1

Λύση

α) Για να σχεδιάσουµε την ευθεία που παριστάνει η εξίσωση −2x + 3y = 6
ϐρίσκουµε που τέµνει τους άξονες :
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• Για y = 0 στην εξίσωση της ευθείας, ϐρίσκουµε ότι x = −3. Συνεπώς το
σηµείο τοµής µε τον x′x είναι το A(−3, 0)

• Για x = 0 στην εξίσωση της ευθείας, ϐρίσκουµε ότι y = 2. Συνεπώς το
σηµείο τοµής µε τον x′x είναι το B(0, 2)

΄Οµοια ϐρίσκουµε ότι η ευθεία που παριστάνει η εξίσωση 4x+ 3y = 12 τέµνει τον
άξονα x′x στο σηµείο Γ(3, 0) και τον άξονα y′y στο σηµείο ∆(0, 4). Σχεδιάζοντας
τώρα σ΄ ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, έχουµε ότι το σηµείο T είναι το
σηµείο τοµής των ευθειών :

ϐ) Η εξίσωση 2x = 4 ⇔ x = 2 παριστάνει µία ευθεία παράλληλη στον y′y η
οποία τέµνει τον x′x στο A(2, 0).
΄Οµοια τώρα µε το προηγούµενο ερώτηµα ϐρίσκουµε ότι η ευθεία µε εξίσωση
x−y = 1 τέµνει τον x′x στο B(1, 0) και τέµνει τον y′y στο Γ(0, −1). Σχεδιάζοντας
τώρα σ΄ ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, έχουµε ότι το σηµείο T είναι το
σηµείο τοµής των ευθειών :
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γ) Η εξίσωση y = −2 παριστάνει µία ευθεία παράλληλη στον x′x η οποία
τέµνει τον y′y στο A(0,−2).
Η ευθεία µε εξίσωση x−y = −1 τέµνει τον x′x στο B(−1, 0) και τέµνει τον y′y στο
Γ(0, 1). Σχεδιάζοντας τώρα σ΄ ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, έχουµε ότι
το σηµείο T είναι το σηµείο τοµής των ευθειών :

δ) Οι εξισώσεις 2x − 2y = −2 ⇔ y = x + 1 και x − y = 1 ⇔ y = x − 1
παριστάνουν δύο παράλληλες ευθείες (έχουν και οι δύο συντελεστή διεύθυνσης 1
). Σχεδιάζοντας έχουµε ότι οι ευθείες δεν τέµνονται σε κανένα σηµείο :
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1.2 Αλγεβρική Επίλυση Γραµµικών Συστηµάτων

∆ύο συστήµατα εξισώσεων καλούνται ισοδύναµα αν έχουν ακριβώς τις ίδιες λύσεις.
Για την αλγεβρική επίλυση ενός γραµµικού 2 × 2 συστήµατος έχουµε τρεις µε-
ϑόδους. Οι δύο πρώτες (η µέθοδος της αντικατάστασης και η µέθοδος των αντι-
ϑέτων συντελεστών) δουλεύουν ως εξής :

Σε κάθε ϐήµα της µεθόδου µετατρέπουµε το δοσµένο σύστηµα σ΄ ένα ισοδύναµό του

µέχρι που να καταλήξουµε στην λύση του.

1.2.1 Η µέθοδος της αντικατάστασης

΄Εστω

{
α1x+ β1y = γ1

α2x+ β2y = γ2

ένα 2×2 γραµµικό σύστηµα. Για να το επιλύσουµε

µε την µέθοδο της αντικατάστασης ακολουθούµε τα εξής ϐήµατα:

Μέθοδος της αντικατάστασης

1. Λύνουµε την µία εξίσωση (όποια ϑέλουµε) ως προς τον ένα άγνωστο
(όποιον ϑέλουµε).

2. Αντικαθιστούµε στην άλλη εξίσωση τον άγνωστο ως προς τον οποίο επι-
λύσαµε και έτσι προκύπτει µία εξίσωση µ΄ ένα άγνωστο την οποία και
επιλύουµε.

3. Αντικαθιστούµε στην άλλη εξίσωση τον άγνωστο τον οποίο ϐρήκαµε και
έτσι προκύπτει µία εξίσωση ως προς τον άλλο άγνωστο την οποία και
επιλύουµε ϐρίσκοντας έτσι και τον άλλο άγνωστο.

1.8 Παράδειγµα. Να επιλυθεί το σύστηµα

{
x
7 = y

8

x+ y = 45

Λύση

Εφαρµόζοντας διαδοχικά τα παραπάνω ϐήµατα έχουµε:{
x
7 = y

8

x+ y = 45
⇔

{
8x = 7y

y = 45− x
⇔

{
8x = 7(45− x)

y = 45− x
⇔

{
8x = 315− 7x

y = 45− x
⇔{

15x = 315

y = 45− x
⇔

{
x = 21

y = 45− x
⇔

{
x = 21

y = 45− 21
⇔

{
x = 21

y = 24

΄Αρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση την (x, y) = (21, 24)

Παρατήρηση: Μπορούµε να επαληθεύσουµε αν η λύση που ϐρήκαµε είναι η
σωστή ελέγχοντας αν η λύση που ϐρήκαµε είναι λύση και των δύο εξισώσεων του
συστήµατος. Στο προηγούµενο παράδειγµα για x = 21 και y = 24

• Στην πρώτη εξίσωση έχουµε 21
7 = 24

8 ⇔ 3 = 3

• Στην δεύτερη εξίσωση έχουµε 21 + 24 = 45⇔ 45 = 45

΄Αρα το Ϲεύγος (21, 24) είναι λύση του συστήµατος.
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Παρατήρηση: Αν σε κάποιο ϐήµα της επίλυσης του συστήµατος προκύψει µία
ισότητα που δεν ισχύει ισχύει ποτέ (π.χ 3=0 ή ...), αυτό ϑα σηµαίνει ότι το σύστηµα
δεν έχει καµία λύση (αδύνατο)

1.9 Παράδειγµα. Να επιλυθεί το σύστηµα

{
x− 2 = 2(y − 1)

x− 2y = 3

Λύση{
x− 2 = 2(y − 1)

x− 2y = 3
⇔

{
x− 2 = 2y − 2

x = 2y + 3
⇔

{
2y + 3− 2 = 2y − 2

x = 2y + 3
⇔

{
1 = −2

x = 2y + 3

Αφού καταλήξαµε σε µία αδύνατη ισότητα, έχουµε ότι το σύστηµα είναι αδύνατο.

Παρατήρηση: Αν σε κάποιο ϐήµα της επίλυσης του συστήµατος προκύψει µία
ισότητα που ισχύει πάντα (π.χ 3=3 ή 0=0 ή 2y = 2y ή ...), αυτό ϑα σηµαίνει
ότι το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις και σε αυτή τις περίπτωση οι εξισώσεις είναι
ουσιαστικά ίδιες (η µία ϑα είναι ένα πολλαπλάσιο της άλλης). ΄Αρα ουσιαστικά
έχουµε µόνο µία εξίσωση από την οποία και προσδιορίζουµε την απειρία των
λύσεων του συστήµατος.

1.10 Παράδειγµα. Να επιλυθεί το σύστηµα

{
2y = x+ 2
1
2x− y + 1 = 0

Λύση{
2y = x+ 2
1
2x− y + 1 = 0

⇔

{
x = 2y − 2
1
2x− y + 1 = 0 = 0

⇔

{
x = 2y − 2
1
2 (2y − 2)− y + 1 = 0 = 0

⇔{
x = 2y − 2

y − 1− y + 1 = 0
⇔

{
x = 2y − 2

0 = 0

Το ότι καταλήξαµε σε µία ισότητα που ισχύει πάντα σηµαίνει ότι οι δύο εξισώσεις
του συστήµατος είναι ίδιες. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε την δεύτερη εξίσωση, έχου-
µε :

1
2x− y + 1 = 0⇔ x− 2y + 2 = 0⇔ 2y = x+ 2

΄Αρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. Για να προσδιορίσουµε τις λύσεις έχουµε:

2y = x+ 2⇔ x = 2y − 2

Θέτουµε y = k οπότε x = 2k − 2. Συνεπώς οι άπειρες λύσεις του συστήµατος
είναι της µορφής:

(x, y) = (k, 2k − 2), k ∈ R

1.11 Παράδειγµα.

α) Να ϐρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών του παρακάτω σχήµατος.
ϐ) Να προσδιοριστούν αλγεβρικά οι συντεταγµένες του σηµείου τοµής τους.
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Λύση

α) Αν ε1 : y = αx + β (αφού ε1 ∦ y′y), τότε αφού η ε1 διέρχεται από τα σηµεία
(1, 0) και (0, 2) έχουµε ότι :

0 = α+ β (1) και 2 = α · 0 + β ⇔ β = 2 (2)

Λύνοντας το σύστηµα των (1), (2) έχουµε: α = −2, β = 2, άρα η ευθεία ε1 έχει
εξίσωση y = −2x+ 2.
΄Οµοια ϐρίσκουµε ότι η ευθεία ε1 έχει εξίσωση y = 1

2x − 2. Για να ϐρούµε τις
συντεταγµένες του σηµείο τοµής των δύο ευθειών, λύνουµε το σύστηµα των εξι-
σώσεων τους.{
y = −2x+ 2

y = 1
2x− 2

⇔

{
y = −2x+ 2

−2x+ 2 = 1
2x− 2

⇔

{
y = −2x+ 2

−4x+ 4 = x− 4
⇔

{
y = −2x+ 2

−5x = −8
⇔{

y = −2x+ 2

x = 8
5

⇔

{
y = −2 8

5 + 2

x = 8
5

⇔

{
y = − 6

5

x = 8
5

΄Αρα το σηµείο τοµής των δύο ευθειών είναι το A( 8
5 ,−

6
5 )

1.2.2 Η Μέθοδος των Αντίθετων Συντελεστών

΄Οπως έχουµε αναφέρει και πιο πάνω δύο συστήµατα εξισώσεων καλούνται ισο-
δύναµα αν έχουν ακριβώς τις ίδιες λύσεις. Αν τώρα έχουµε ένα γραµµικό σύστηµα,
τότε κάθε µία από τις παρακάτω ενέργειες οδηγούν σ΄ ένα ισοδύναµο γραµµικό
σύστηµα.

• Αντικατάσταση µίας εξίσωσης του συστήµατος µε την εξίσωση που προκύπτει
αν η εξίσωση πολλαπλασιαστεί µ΄ ένα µη µηδενικό αριθµό.

• Αντικατάσταση µίας εξίσωσης του συστήµατος µε την εξίσωση που προκύπτει
αν η εξίσωση προστεθεί σε µία άλλη εξίσωση του συστήµατος.

Με ϐάση τα παραπάνω για να λύσουµε ένα γραµµικό 2× 2 σύστηµα χρησιµο-
ποιούµε µία µέθοδο η οποία καλείται η µέθοδος των αντιθέτων συντελεστών

η οποία περιγράφεται µε τα παρακάτω ϐήµατα:
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Μέθοδος των αντιθέτων συντελεστών

1. Πολλαπλασιάζουµε κατάλληλα µία οι και τις δύο εξισώσεις του συ-
στήµατος έτσι ώστε οι συντελεστές του ενός αγνώστου στις δύο εξισώσεις,
να είναι αντίθετοι.

2. Προσθέτουµε τις δύο εξισώσεις κατά µέλη και έτσι προκύπτει µία και-
νούρια εξίσωση η οποία ϑα περιέχει µόνο τον ένα άγνωστο. Επιλύουµε
αυτή την εξίσωση και ϐρίσκουµε τον ένα άγνωστο.

3. Αντικαθιστούµε τον άγνωστο τον οποίο ϐρήκαµε σε µία από τις αρχικές
µας εξισώσεις και έτσι προκύπτει µια εξίσωση µε µόνο ένα άγνωστο την
οποία επιλύουµε.

1.12 Παράδειγµα. Να επιλυθεί το σύστηµα

{
x−5

2 + 2y+1
7 + 2 = 0

x+6
3 −

y−6
2 = 8

Λύση

Αρχικά µετασχηµατίζουµε το σύστηµα σ΄ ένα ισοδύναµό του που έχει την γενική

µορφή

{
α1x+ β1y = γ1

α2x+ β2y = γ2{
x−5

2 + 2y+1
7 + 2 = 0

x+6
3 −

y−6
2 = 8

∣∣∣∣ ·14
·6 ⇔

{
7(x− 5) + 2(2y + 1) + 28 = 0

2(x+ 6)− 3(y − 6) = 48
⇔
{

7x+ 4y = 5
2x− 3y = 18

Εφαρµόζουµε τώρα την µέθοδο των αντιθέτων συντελεστών, πολλαπλασιάζοντας
την πρώτη εξίσωση µε 3 και την δεύτερη εξίσωση µε 4 έτσι ώστε οι συντελεστές του
αγνώστου y να είναι αντίθετοι.{

7x+ 4y = 5
2x− 3y = 18

∣∣∣∣ ·3·4 ⇔
{

21x+ 12y = 15
8x− 12y = 72

Προσθέτοντας τώρα τις δύο εξισώσεις κατά µέλη έχουµε:

29x = 87⇔ x = 3.

Αντικαθιστώντας τώρα την τιµή που ϐρήκαµε για τον άγνωστο x στην εξίσωση
7x+ 4y = 5 έχουµε:

7 · 3 + 4y = 5⇔ 4y = −16⇔ y = −4

΄Αρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση (x, y) = (3, −4)
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1.2.3 Ορίζουσες

Αν α, β, γ, δ τέσσερις πραγµατικοί αριθµοί, τότε γράφοντας
∣∣∣∣ α β
γ δ

∣∣∣∣ εννοούµε
τον αριθµό αδ − βγ. ∆ηλαδή:

∣∣∣∣ α β
γ δ

∣∣∣∣ = αδ − βγ

Η ποσότητα
∣∣∣∣ α β
γ δ

∣∣∣∣ ονοµάζεται ορίζουσα 2× 2.

1.13 Παράδειγµα. Να υπολογιστούν οι παρακάτω ορίζουσες :

α)

∣∣∣∣ 2 3
1 5

∣∣∣∣, ϐ)

∣∣∣∣ 3 2
6 −5

∣∣∣∣, γ)

∣∣∣∣ 2 −3
4 2

∣∣∣∣, δ)

∣∣∣∣ √8−
√

3 −1

−5
√

8 +
√

3

∣∣∣∣
Λύση

α)

∣∣∣∣ 2 3
1 5

∣∣∣∣ = 2 · 5− 3 · 1 = 10− 3 = 7

ϐ)

∣∣∣∣ 3 2
6 −5

∣∣∣∣ = 3 · (−5)− 2 · 6 = −15− 12 = −27

γ)

∣∣∣∣ 2 −3
4 2

∣∣∣∣ = 2 · 2− (−3) · 4 = 4 + 12 = 16

δ)

∣∣∣∣ √8−
√

3 −1

−5
√

8 +
√

3

∣∣∣∣ = (
√

8−
√

3) · (
√

8 +
√

3)− (−1)(−5) = 8−3 + 5 = 0

1.14 Παράδειγµα. Να επιλυθούν οι παρακάτω εξισώσεις :

α)

∣∣∣∣ x 3
−2 x− 5

∣∣∣∣ = 0, ϐ)

∣∣∣∣ t −2
8 t

∣∣∣∣ = 0

Λύση

α)

∣∣∣∣ x 3
−2 x− 5

∣∣∣∣ = 0⇔ x(x− 5) + 6 = 0⇔ x2 − 5x+ 6 = 0

Η διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης είναι ∆ = 1. ΄Αρα η εξίσωση έχει δύο
λύσεις

x = 5+1
2 = 3 ή x = 5−1

2 = 2

ϐ)

∣∣∣∣ t −2
8 t

∣∣∣∣ = 0 ⇔ t2 + 16 = 0 ⇔ t2 = −16. Η τελευταία εξίσωση δεν έχει

λύσεις.

17



Γρηγόρης Προτσώνης 1 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

1.2.4 Επίλυση ενός 2 × 2 γραµµικού συστήµατος µε την µέθοδο των ορι-

Ϲουσών

Αν

{
α1x+ β1y = γ1

α2x+ β2y = γ2

, ένα γραµµικό 2× 2 σύστηµα µε αγνώστους τα x, y, τότε

η ποσότηταD =

∣∣∣∣ α1 β1

α2 β2

∣∣∣∣ = α1β2−β1α2 καλείται ορίζουσα του συστήµατος.

Επιπλέον :

- Αν στην ορίζουσα D αντί για τους συντελεστές του αγνώστου x ϐάλουµε τους
σταθερούς όρους των εξισώσεων τότε η ορίζουσα που προκύπτει συµβολίζεται
µε Dx, δηλαδή:

Dx =

∣∣∣∣ γ1 β1

γ2 β2

∣∣∣∣ = γ1β2 − β1γ2

- Αν στην ορίζουσα D αντί για τους συντελεστές του αγνώστου y ϐάλουµε τους
σταθερούς όρους των εξισώσεων τότε η ορίζουσα που προκύπτει συµβολίζεται
µε Dy, δηλαδή:

Dy =

∣∣∣∣ α1 γ1

α2 γ2

∣∣∣∣ = α1γ2 − γ1α2

Για ένα 2× 2 γραµµικό σύστηµα, ισχύουν τα εξής :

• Αν D 6= 0 τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση και η µοναδική αυτή
λύση δίνεται από τους τύπους :

x = Dx

D , y =
Dy

D

• Αν D = 0 τότε το σύστηµα είτε είναι αδύνατο είτε έχει άπειρες λύσεις.

Παρατήρηση: Για να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των οριζουσών για να την
επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος πρέπει να ϕέρουµε και τις δύο εξισώσεις του
συστήµατος στην γενική τους µορφή που είναι η : αx+ βy = γ.

1.15 Παράδειγµα. Να επιλυθεί µε την µέθοδο των οριζουσών το σύστηµα:

{
x
2 −

y
3 = 4−5x

6

2y − x = 3

Λύση

Μετατρέπουµε τις εξισώσεις του συστήµατος στην µορφή αx+ βy = γ

• Η πρώτη εξίσωση γίνεται :

x

2
− y

3
=

4− 5x

6
⇔ 3x− 2y = 4− 5x⇔ 8x− 2y = 4⇔ 4x− y = 2
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• Η δεύτερη εξίσωση γίνεται :

2y − x = 3⇔ −x+ 2y = 3

΄Εχουµε λοιπόν το σύστηµα: {
4x− y = 2

−x+ 2y = 3

Η ορίζουσα του συστήµατος είναι :

D =

∣∣∣∣ 4 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 4 · 2− (−1) · (−1) = 8− 1 = 7

Αφού D = 7 6= 0, το σύστηµα έχει µοναδική λύση.
Για να προσδιορίσουµε τώρα την µοναδική λύση του συστήµατος, υπολογίζουµε
τις ορίζουσες Dx και Dy.

Dx =

∣∣∣∣ 2 −1
3 2

∣∣∣∣ = 2 · 2− (−1) · 3 = 4 + 3 = 7

Dy =

∣∣∣∣ 4 2
−1 3

∣∣∣∣ = 4 · 3− 2 · (−1) = 12 + 2 = 14

΄Αρα η µοναδική λύση του συστήµατος είναι :

(x, y) = (Dx

D ,
Dy

D ) = (1, 2)

Παρατήρηση: Αν η ορίζουσα ενός συστήµατος είναι 0, τότε το σύστηµα ϑα είναι
ή αδύνατο ή ϑα έχει άπειρες λύσεις. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε πάντα αν
πολλαπλασιάσουµε µε κατάλληλους αριθµούς την µία ή και τις δύο εξισώσεις του
συστήµατος, να καταλήξουµε σ΄ ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής:{

αx+ βy = γ1

αx+ βy = γ2

δηλαδή σ΄ ένα σύστηµα όπου τα πρώτα µέλη και των δύο εξισώσεων είναι ίδια.
∆ιακρίνουµε τότε δύο περιπτώσεις :

1η Περίπτωση: Αν γ1 6= γ2 τότε το σύστηµα είναι αδύνατο,

2η Περίπτωση: Αν γ1 = γ2 τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, αφού έχουµε µία µόνο
γραµµική εξίσωση. Στην περίπτωση αυτή δεν ξεχνάµε να προσδιορίσουµε
τις άπειρες αυτές λύσεις.

1.16 Παράδειγµα. Να επιλύσετε τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
y − 1 = x− 1

2x− 2y = 7
, ϐ)

{
(
√

3− 1)x+ 2y = −2

x+ (
√

3 + 1)y = −1−
√

3

Λύση
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α)

{
y − 1 = x− 1

2x− 2y = 7
⇔

{
−x+ y = −2

2x− 2y = 7

Η ορίζουσα του συστήµατος είναι : D =

∣∣∣∣ −1 1
2 −2

∣∣∣∣ = −1·(−2)−1·2 = 2−2 = 0.

Αφού D = 0 το σύστηµα είναι είτε αδύνατο είτε έχει άπειρες λύσεις.
Μετασχηµατίζοντας το σύστηµα έχουµε:{

−x+ y = −2
2x− 2y = 7

∣∣∣∣ ·(−2)
·(1)

⇔
{

2x− 2y = 4
2x− 2y = 7

΄Αρα το σύστηµα είναι αδύνατο.

ϐ) Η ορίζουσα του συστήµατος

{
(
√

3− 1)x+ 2y = −2

x+ (
√

3 + 1)y = −1−
√

3
είναι :

D =

∣∣∣∣ √3− 1 2

1
√

3 + 1

∣∣∣∣ = (
√

3− 1) · (
√

3 + 1)− 2 · 1 =
√

3
2 − 12 − 2 = 0

Αφού D = 0 το σύστηµα είναι είτε αδύνατο είτε έχει άπειρες λύσεις.
Μετασχηµατίζοντας το σύστηµα έχουµε:{

(
√

3− 1)x+ 2y = −2

x+ (
√

3 + 1)y = −1−
√

3

∣∣∣∣ ·(1)

·(
√

3− 1)
⇔
{

(
√

3− 1)x+ 2y = −2

(
√

3− 1)x+ 2y = −2
⇔

(
√

3− 1)x+ 2y = −2⇔ y = 1−
√

3
2 x− 2

΄Αρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. Θέτουµε x = k, οπότε y = 1−
√

3
2 k − 2.

Συνεπώς το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις της µορφής:

(x, y) = (k, 1−
√

3
2 k − 2), k ∈ R

1.17 Παράδειγµα. ∆ίνεται το σύστηµα

{
−2x+ 3y = µ2

1
2x−

3
4y = µ

α) Να αποδείξετε ότι το παραπάνω σύστηµα δεν έχει µοναδική λύση για καµία
τιµή του πραγµατικού αριθµού µ.

ϐ) Για ποιες τιµές του µ το παραπάνω σύστηµα έχει άπειρες λύσεις και για
ποιες τιµές του µ είναι αδύνατο.

Λύση

α) Η ορίζουσα του συστήµατος είναι : D =

∣∣∣∣ −2 3
1
2 − 3

4

∣∣∣∣ = −2 · (− 3
4 ) − 3 · 1

2 =

3
2 −

3
2 = 0.

Αφού D = 0 το σύστηµα δεν έχει µοναδική λύση.

ϐ) Μετασχηµατίζοντας το σύστηµα έχουµε:{
−2x+ 3y = µ2

1
2x−

3
4y = µ

∣∣∣∣ ·(1)
·(−4)

⇔
{
−2x+ 3y = µ2

−2x+ 3y = 4µ

΄Αρα:

• Αν µ2 = 4µ⇔ µ2 − 4µ = 0⇔ µ(µ− 4) = 0⇔ µ = 0 ή µ = 4, το σύστηµα
έχει άπειρες λύσεις.

• Αν µ2 6= 4µ⇔ µ 6= 0 και µ 6= 4 το σύστηµα είναι αδύνατο.
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1.2.5 Παραµετρικά Συστήµατα

΄Ενα σύστηµα στο οποίο οι συντελεστές ή οι σταθεροί όροι του συστήµατος
εξαρτώνται από µία η περισσότερες παραµέτρους, ονοµάζεται παραµετρικό.

Ας δούµε τώρα µε ένα παράδειγµα τι ακριβώς εννοούµε λέγοντας παράµετρο
και τι παραµετρικό σύστηµα.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε το σύστηµα:

{
λx+ (λ+ 2)y = 2

x− 4y = λ2
µε αγνώστους

τα x και y.
Αφού τα x, y είναι οι άγνωστοι του συστήµατος, έχουµε ότι το λ είναι µία παράµε-
τρος του συστήµατος µε την έννοια ότι δίνοντας τιµές στο λ ϑα προκύπτει κάθε
ϕορά και ένα καινούριο σύστηµα. Για παράδειγµα:

Για λ = 1 έχουµε το σύστηµα

{
x+ 3y = 2

x− 4y = 4
,

Για λ = 0 έχουµε το σύστηµα

{
2y = 2

x− 4y = 0
και ούτω καθεξής.

∆ιερεύνηση- Λύση Παραµετρικού Συστήµατος

΄Οταν έχουµε ένα παραµετρικό σύστηµα τότε για τις διάφορες τιµές που µπορεί
να πάρει η παράµετρος λ προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα το οποίο όπως έχουµε
πει µπορεί είτε να έχει µία µόνο λύση, είτε να είναι αδύνατο, είτε να έχει άπειρες
λύσεις. Για να διερευνήσουµε αναλυτικά τι συµβαίνει ανάλογα µε τις τιµές της
παραµέτρου λ, ακολουθούµε συνήθως την παρακάτω µέθοδο.

1. Βρίσκουµε τις ορίζουσες D, Dx, Dy του συστήµατος ως συνάρτηση της
παραµέτρου και τις παραγοντοποιούµε.

2. Βρίσκουµε για ποιες τιµές τις παραµέτρου έχουµε D = 0.

3. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

α) Για τις τιµές της παραµέτρου για τις τις οποίες D 6= 0 έχουµε
ότι το σύστηµα έχει µοναδική λύση την οποία και ϐρίσκουµε (ως
συνάρτηση της παραµέτρου) από τους τύπους x = Dx

D , y =
Dy

D .

ϐ) Για τις τιµές της παραµέτρου για τις τις οποίες D 6= 0 έχουµε
ότι το σύστηµα είναι αδύνατο ή έχει άπειρες λύσεις. Για κάθε
µία από αυτές τις τιµές την αντικαθιστούµε στο αρχικό σύστηµα
και ελέγχουµε αν είναι αδύνατο ή αν έχει άπειρες λύσεις. Στην
περίπτωση που έχει άπειρες λύσεις τις προσδιορίζουµε.

1.18 Παράδειγµα. Να λύσετε το σύστηµα

{
λ2x+ 2(y − 1) = λ

λ(2x+ 1) + λ(y − 3) = 0
για τις

διάφορες τιµές της παραµέτρου λ.

Λύση
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Μετασχηµατίζουµε αρχικά τις εξισώσεις του συστήµατος στην γενική µορφή γραµ-
µικών εξισώσεων.

λ2x+ 2(y − 1) = λ⇔ λ2x+ 2y − 2 = λ⇔ λ2x+ 2y = λ+ 2

λ(2x+ 1) + λ(y − 3) = 0⇔ 2λx+ λ+ λy − 3λ = 0⇔ 2λx+ λy = 2λ

΄Εχουµε λοιπόν το ισοδύναµο σύστηµα

{
λ2x+ 2y = λ+ 2

2λx+ λy = 2λ
. Βρίσκουµε πρώτα

τις ορίζουσες αυτού του συστήµατος :

D =

∣∣∣∣ λ2 2
2λ λ

∣∣∣∣ = λ3 − 4λ = λ(λ2 − 4) = λ(λ− 2)(λ+ 2)

Dx =

∣∣∣∣ λ+ 2 2
2λ λ

∣∣∣∣ = λ(λ+ 2)− 4λ = λ2 − 2λ = λ(λ− 2)

Dy =

∣∣∣∣ λ2 λ+ 2
2λ 2λ

∣∣∣∣ = 2λ3 − 2λ(λ+ 2) = 2λ(λ2 − λ− 2) = 2λ(λ− 2)(λ+ 1)

Λύνοντας τώρα την εξίσωση D = 0 ϐρίσκουµε λ = 0 ή λ = 2 ή λ = −2.
΄Αρα αν λ 6= 0 και λ 6= 2 και λ 6= −2 το σύστηµα έχει µοναδική λύση η οποία
είναι :

x = Dx

D = λ(λ−2)
λ(λ−2)(λ+2) = 1

(λ+2)

y = Dx

D = 2λ(λ−2)(λ+1)
λ(λ−2)(λ+2) = 2(λ+1)

(λ+2)

Ελέγχουµε τώρα χωριστά τις περιπτώσεις λ = 0, λ = 2, λ = −2.

• Για λ = 0 το σύστηµα γίνεται :

{
2y = 2

0 = 0
⇔

{
y = 1

x ∈ R
΄Αρα για λ = 0 το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις της µορφής (x, 1), x ∈ R.

• Για λ = 2 το σύστηµα γίνεται :

{
4x+ 2y = 4

4x+ 2y = 4
⇔ 4x+2y = 4 ⇔ 2x+y = 2

΄Αρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. Για να προσδιορίσουµε τις άπειρες
αυτές λύσεις, έχουµε:
2x+ y = 2⇔ y = 2x− 2. Θέτοντας τώρα x = k έχουµε ότι y = 2k− 2. ΄Αρα
για λ = 2 το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις της µορφής (k, 2k − 2), k ∈ R.

• Για λ = −2 το σύστηµα γίνεται :
{

4x+ 2y = 0
−4x− 2y = −4

∣∣∣∣ ·(−1)
⇔
{

4x+ 2y = 0
4x+ 2y = 4

΄Αρα για λ = −2 το σύστηµα είναι αδύνατο.

1.19 Παράδειγµα. ∆ίνεται το σύστηµα

{
µx+ y = 1

x+ µy = −1

α) Να υπολογίσετε τις ορίζουσες D, Dx, Dy,

ϐ) Αν το σύστηµα έχει µοναδική λύση (x0, y0), να ϐρεθούν οι τιµές του µ ∈ R,
ώστε να ισχύει 1

x2
0

+ 1
y20

= 8.

Λύση
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α) Οι εξισώσεις του συστήµατος είναι στην γενική τους µορφή όποτε υπολογίζουµε
τις ορίζουσες :

• D =

∣∣∣∣ µ 1
1 µ

∣∣∣∣ = µ2 − 1 = (µ− 1)(µ+ 1)

• Dx =

∣∣∣∣ 1 1
−1 µ

∣∣∣∣ = µ+ 1

• Dy =

∣∣∣∣ µ 1
1 −1

∣∣∣∣ = −µ− 1 = −(µ+ 1)

ϐ) Για µ 6= 1 και µ 6= −1 η ορίζουσα D του συστήµατος είναι διαφορετική από το
0 οπότε σ΄ αυτή την περίπτωση το σύστηµα ϑα έχει µοναδική λύση. Αν (x0, y0) η
µοναδική λύση του συστήµατος, έχουµε ότι :

x0 = Dx

D = 1
µ−1 , y0 =

Dy

D = − 1
µ−1

΄Αρα για µ 6= 1 και µ 6= −1, έχουµε:

1

x2
0

+
1

y2
0

= 8⇔ 1
1

(µ−1)2

+
1
1

(µ−1)2

= 8⇔ 2(µ− 1)2 = 8⇔ (µ− 1)2 = 4

΄Αρα: µ− 1 = 2⇔ µ = 3 ή µ− 1 = −2⇔ µ = −1.
Η λύση µ = −1 δεν είναι δεκτή λόγω των περιορισµών. ΄Αρα η Ϲητούµενη λύση
είναι η µ = 3.

1.2.6 Σχέσεις µεταξύ οριζουσών

1.20 Παράδειγµα. Για τις ορίζουσες D, Dx, Dy ενός 2× 2 γραµµικού συστήµα-
τος ισχύει η σχέση:

D2 +D2
x +D2

y + 21 = 2D − 4Dx + 8Dy

Να δείξετε ότι το σύστηµα έχει µοναδική λύση και στην συνέχεια να ϐρεθεί η
µοναδική λύση του συστήµατος αυτού.

Λύση

Παρατηρούµε ότι αν µεταφέρουµε όλους τους όρους της παραπάνω ισότητας στο
αριστερό µέλος και γράψουµε το 21 ως 1+4+16 ϑα δηµιουργηθούν 3 τέλεια τε-
τράγωνα.

D2 +D2
x +D2

y + 21 = 2D − 4Dx + 8Dy ⇔
D2 − 2D + 1 +D2

x + 4Dx + 4 +D2
y − 8Dy + 16 = 0⇔

(D − 1)2 + (Dx + 2)2 + (Dy − 4)2 = 0

΄Αρα: 2

D − 1 = 0⇔ D = 1 και Dx + 2 = 0⇔ Dx = −2 και Dy − 4 = 0⇔ Dy = 4
Από το γεγονός ότι D = 1 6= 0, έχουµε ότι το σύστηµα έχει µοναδική λύση. Η

µοναδική λύση αυτού του συστήµατος είναι : x = Dx

D = −2, y =
Dy

D = 4.

2Αν α2 + β2 + γ2 = 0 τότε α = 0 και β = 0 και γ = 0.
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1.21 Παράδειγµα. ΄Ενα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων, µε αγνώστους x και
y έχει µοναδική λύση και επιπλέον για τις ορίζουσες D, Dx, Dy ισχύει ότι :

5Dx + 4Dy = 7D και 4Dx + 5Dy = 2D

Να κατασκευάσετε το σύστηµα και στην συνέχεια να το επιλύσετε.

Λύση

Αφού το σύστηµα έχει µοναδική λύση έχουµε ότι D 6= 0. Επιπλέον x = Dx

D ,
y =

Dy

D . ∆ιαιρώντας τώρα τις δοσµένες ισότητες µε D 6= 0, έχουµε:

5Dx + 4Dy = 7D ⇔ 5
Dx

D
+ 4

Dy

D
= 7⇔ 5x+ 4y = 7 (1)

4Dx + 5Dy = 2D ⇔ 4
Dx

D
+ 5

Dy

D
= 2⇔ 4x+ 5y = 2 (2)

Το Ϲητούµενο σύστηµα τώρα είναι το σύστηµα που αποτελείται από τις εξισώσεις
(1) και (2). Επιλύουµε αυτό το σύστηµα µε την µέθοδο των αντίθετων συντελεστών.{

5x+ 4y = 7
4x+ 5y = 2

∣∣∣∣ ·4
·(−5)

⇔
{

20x+ 16y = 28
−20x− 25y = −10

Προσθέτοντας τώρα κατά µέλη τις δύο τελευταίες εξισώσεις, έχουµε:

−9y = 18⇔ y = 2

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση (1) έχουµε:

5x+ 4 · (−2) = 7⇔ 5x = 15⇔ x = 3

΄Αρα η µοναδική λύση του συστήµατος είναι η (x, y) = (3, −2).

1.2.7 Γραµµικά Συστήµατα Τριών Εξισώσεων µε Τρεις Αγνώστους

Μία γραµµική εξίσωση µε αγνώστους τα x, y, z έχει την µορφή αx+βy+γz = δ µε
α, β, γ, δ ∈ R. Λύση µίας τέτοιας εξίσωσης ονοµάζουµε κάθε τριάδα (x0, y0, z0)
πραγµατικών αριθµών για την οποία αx0 + βy0 + γz0 = δ. 3

΄Ενα παράδειγµα µίας τέτοιας εξίσωσης είναι η −2x+ y+
√

2z = 4. Μία λύση
αυτής της εξίσωσης είναι η τριάδα (x, y, z) = (1, 6, 0) αφού−2·1+6+

√
2·0 = 4.

Μία άλλη λύση αυτής της εξίσωσης είναι η τριάδα (x, y, z) = (−2, −2,
√

2) αφού
−2 · (−2) + (−2) +

√
2 ·
√

2 = 4
΄Ενα γραµµικό σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους ή αλλιώς ένα

γραµµικό 3× 3 σύστηµα έχει την γενική µορφή:
α1x+ β1y + γ1z = δ1

α2x+ β2y + γ2z = δ2

α3x+ β3y + γ3z = δ3

Για την επίλυση ενός τέτοιου συστήµατος χρησιµοποιούµε την µέθοδο της
αντικατάστασης ή την µέθοδο των αντίθετων συντελεστών4. Θα δούµε αναλυτικά
πως εφαρµόζουµε αυτές τις µεθόδους για ένα 3× 3 γραµµικό σύστηµα.

3Χρησιµοποιούµε επίσης την έκφραση: Η τριάδα (x0, y0, z0) επαληθεύει την εξίσωση αx+ βy +
γz = δ.

4Η µέθοδος των οριζουσών µπορεί κατάλληλα να χρησιµοποιηθεί και για την επίλυση ενός τέτοιου
συστήµατος, αλλά αυτό είναι κάτι που δεν ϑα µας απασχολήσει σε αυτό το µάθηµα.
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1.22 Παράδειγµα. Να λυθεί το σύστηµα:


2x+ y + z = 3

x− y + z = 0

3x− 2y + 2z = −1

Λύση

Με την µέθοδο της αντικατάστασης

Αρχικά αριθµούµε τις εξισώσεις του συστήµατος έτσι ώστε να µπορούµε να
αναφερόµαστε ποιο εύκολα σε αυτές :

2x+ y + z = 3 (1)

x− y + z = 0 (2)

3x− 2y + 2z = −1 (3)

Λύνοντας τώρα την εξίσωση (1) ως προς τον άγνωστο y έχουµε:

2x+ y + z = 3⇔ y = −2x− z + 3 (4)

Από την εξίσωση (4) τώρα, αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε:

x− (−2x− z + 3) + z = 0⇔ x+ 2x+ z − 3 + z = 0⇔ 3x+ 2z = 3 (5)

Από την εξίσωση (4) τώρα, αντικαθιστώντας στην (3) έχουµε:

3x−2(−2x−z+3)+2z = −1⇔ 3x+4x+2z−6+2z = −1⇔ 7x+4z = 5 (6)

Οι εξισώσεις τώρα (5) και (6) αποτελούν ένα 2×2 γραµµικό σύστηµα

{
3x+ 2z = 3

7x+ 4z = 5

το οποίο και επιλύουµε µε όποιο τρόπο ϑέλουµε.

Υπολογίζοντας τις ορίζουσες του συστήµατος, έχουµε : D =

∣∣∣∣ 3 2
7 4

∣∣∣∣ = −2,

Dx =

∣∣∣∣ 3 2
5 4

∣∣∣∣ = 2, Dz =

∣∣∣∣ 3 3
7 5

∣∣∣∣ = −6. ΄Αρα x = Dx

D = −1 και z = Dz

D = 3.

Αντικαθιστώντας τώρα τις τιµές των x και z στην εξίσωση (4), έχουµε:

y = −2x− z + 3⇒ y = −2 · (−1)− 3 + 3⇒ y = 2. (3)

΄Αρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση (x, y, z) = (−1, 2, 3)

Με την µέθοδο των αντίθετων συντελεστών


2x+ y + z = 3 (1)

x− y + z = 0 (2)

3x− 2y + 2z = −1 (3)
Θεωρούµε το σύστηµα των εξισώσεων (1) και (2) και πολλαπλασιάζοντας µε

κατάλληλους αριθµούς τις εξισώσεις, δηµιουργούµε αντίθετους συντελεστές στην
πρώτη µεταβλητή κάθε εξίσωσης. Στην συνέχεια προσθέτουµε τις εξισώσεις κατά
µέλη και έτσι προκύπτει µία καινούρια εξίσωση µε τους άλλους δύο αγνώστους.{

2x+ y + z = 3
x− y + z = 0

∣∣∣∣ ·1
·(−2)

⇔
{

2x+ y + z = 3
−2x+ 2y − 2z = 0

Προσθέτοντας τις παραπάνω εξισώσεις κατά µέλη έχουµε 3y − z = 3 (4)
Θεωρώντας τώρα το σύστηµα των εξισώσεων (1) και (3), δηµιουργούµε πάλι αντίθε-
τους συντελεστές για την πρώτη µεταβλητή, έτσι ώστε προσθέτοντας κατά µέλη να
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δηµιουργηθεί µία νέα εξίσωση µε τους δύο άλλους αγνώστους και έτσι µαζί µε την
προηγούµενη εξίσωση να έχουµε ένα 2× 2 γραµµικό σύστηµα.{

2x+ y + z = 3
3x− 2y + 2z = −1

∣∣∣∣ ·3
·(−2)

⇔
{

6x+ 3y + 3z = 9
−6x+ 4y − 4z = 2

Προσθέτοντας τις παραπάνω εξισώσεις κατά µέλη έχουµε 7y − z = 11 (5)
Λύνουµε τώρα το σύστηµα το εξισώσεων (4) και (5) µε την µέθοδο των αντίθετων
συντελεστών :{

3y − z = 3
7y − z = 11

∣∣∣∣ ·7
·(−3)

⇔
{

21x− 7z = 21
−21x+ 3z = −33

Προσθέτοντας τις παραπάνω εξισώσεις κατά µέλη έχουµε

−4z = −12⇔ z = 3

Αντικαθιστώντας τώρα την τιµή που ϐρήκαµε για το z εξίσωση (5), έχουµε:

7y − 3 = 11⇔ 7y = 14⇔ y = 2

Αντικαθιστώντας τώρα τις τιµές που ϐρήκαµε για τα y και z εξίσωση (1), έχου-
µε :

2x+ 2 + 3 = 3⇔ 2x = −2⇔ x = −1

1.23 Παράδειγµα. Να λυθεί το σύστηµα:


x+ y − 2z = 1

2x+ y − z = 1

2x− 2y + 4z = 0

Λύση

Αριθµούµε τις εξισώσεις του συστήµατος :


−x+ y − 2z = 1 (1)

2x+ y − z = 1 (2)

2x− 2y + 4z = 0 (3)
Λύνοντας τώρα την εξίσωση (1) ως προς τον άγνωστο x έχουµε:

−x+ y − 2z = 1⇔ x = y − 2z − 1 (4)

Από την εξίσωση (4) τώρα, αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε:

2(y − 2z − 1) + y − z = 1⇔ 2y − 4z − 2 + y − z = 1⇔ 3y − 4z = 3 (5)

Από την εξίσωση (4) τώρα, αντικαθιστώντας στην (3) έχουµε:

2(y − 2z − 1)− 2y + 4z = 0⇔ 2y − 4z − 2 + 2y + 4z = 0⇔ −2 = 0 (6)

Η τελευταία εξίσωση είναι αδύνατη, συνεπώς το σύστηµα δεν έχει καµία λύση.

1.24 Παράδειγµα. Να λυθεί το σύστηµα:


x− 12y − ω = −6

x+ 2y + ω = 4

3x− y + 2ω = 7

Λύση
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Αριθµούµε τις εξισώσεις του συστήµατος :


x− 12y − ω = −6 (1)

x+ 2y + ω = 4 (2)

3x− y + 2ω = 7 (3)
Λύνοντας τώρα την εξίσωση (1) ως προς τον άγνωστο x έχουµε:

x− 12y − ω = −6⇔ x = 12y + ω − 6 (4)

Από την εξίσωση (4) τώρα, αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε:

12y + ω − 6 + 2y + ω = 4⇔ 14y + 2ω = 10⇔ 7y + ω = 5 (5)

Από την εξίσωση (4) τώρα, αντικαθιστώντας στην (3) έχουµε:

3(12y + ω − 6)− y + 2ω = 7 = 0⇔ 35y + 5ω = 25⇔ 7y + ω = 5 (6)

Οι εξισώσεις (5) και (6) είναι ίδιες, άρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. Λύνο-
ντας την (5) ως προς ω έχουµε ω = −7y + 5 (7) Θέτοντας τώρα y = k από
την εξίσωση (7) έχουµε ότι ω = −7k + 5 και αντικαθιστώντας στην (4), έχουµε:
x = 12k − 7k + 5− 6⇔ x = 5k − 1.
΄Αρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις της µορφής:

(x, y, ω) = (5k − 1, k,−7k + 5), k ∈ R

1.2.8 Συστήµατα που λύνονται µε τεχνάσµατα

,

1.25 Παράδειγµα. Να επιλυθεί το σύστηµα:


x+ y + z + ω = −6 (1)

2x+ ω = 4 (2)

2y + ω = 7 (3)

2z + ω = −3 (4)

Λύση

Προσθέτοντας κατά µέλη τις εξισώσεις (2), (3), (4) έχουµε:

2(x+ y + z) + 3ω = 8 (5)

Από την εξίσωση (1) έχουµε ότι :

x+ y + z = −6− ω (6)

Συνδυάζοντας τώρα τις εξισώσεις (5) και (6), έχουµε:

2(−6− ω) + 3ω = 8⇔ −12− 2ω + 3ω = 8⇔ ω = 20

Αντικαθιστώντας τώρα την τιµή που ϐρήκαµε για το ω στην εξίσωση (2), έχουµε:

2x+ 20 = 4⇔ 2x = −16⇔ x = −8

΄Οµοια για ω = 20 στις εξισώσεις (3) και (4), ϐρίσκουµε y = − 13
2 και x = − 23

2 .

1.26 Παράδειγµα. Να επιλυθεί το σύστηµα:

{
x−5

2 = y+4
3 = 3−ω

4

2x− 4y + ω = 5

27



Γρηγόρης Προτσώνης 1 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

Λύση

Το παραπάνω σύστηµα µπορεί να επιλυθεί πιο γρήγορα κάνοντας το εξής τέχνα-
σµα:
Θέτουµε : x−5

2 = y+4
3 = 3−ω

4 = k, οπότε τώρα µπορούµε να εκφράσουµε και τους
τρεις αγνώστους συναρτήσει του k.

• x−5
2 = k ⇔ x = 2k + 5 (1)

• y+4
3 = k ⇔ y = 3k − 4 (2)

• 3−ω
4 = k ⇔ ω = −4k + 3 (3)

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση 2x− 4y + ω = 5 έχουµε:

2(2k+5)−4(3k−4)−4k+3 = 5⇔ 4k+10−12k+16−4k+3 = 5⇔ −12k = −24⇔ k = 2

Αντικαθιστώντας τώρα k = 2 στην εξίσωση (1) έχουµε ότι x = 9, στην εξίσωση (2)
έχουµε ότι y = 2 και στην εξίσωση (3) έχουµε ότι ω = −5.
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1.3 Ασκήσεις

1. Να ϐρείτε τις λύσεις των παρακάτω γραµµικών εξισώσεων και στην συνέχεια
να τις παραστήσετε γραφικά.

α) 2x+ y = 2, ϐ)

√
3

2 x− y = 0

2. ∆ίνεται η εξίσωση ε : 3x+ 4y = 12.

α Είναι η παραπάνω εξίσωση γραµµική ;

ϐ) Να εξετάσετε ποια από τα Ϲεύγη (−4, 6), (3, 1), (0, 3), (3, 0) είναι
λύσεις της παραπάνω εξίσωσης.

γ) Να λύσετε την εξίσωση.

δ) Τι παριστάνει η παραπάνω εξίσωση ;

ε) Να ϐρείτε τα σηµεία τοµής της (ε) µε τους άξονες.

στ) Να σχεδιάσετε την ε σ΄ ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων.

3. ∆ίνεται η εξίσωση 2x+ 3y = 1.

α) Είναι η παραπάνω εξίσωση γραµµική ;

ϐ) Να εξετάσετε ποια από τα Ϲεύγη (2, −1), (1, −2), (−2, 1) είναι λύσεις
της παραπάνω εξίσωσης.

γ) Να ϐρείτε για ποια τιµή του α ∈ R το Ϲεύγος (2α, α− 1) είναι λύση της
παραπάνω εξίσωσης.

δ) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει τιµή του λ ∈ R για την οποία το Ϲεύγος
(λ2 − 1, λ

3 ) είναι λύση της παραπάνω εξίσωσης.

ε) Να λύσετε την εξίσωση.

4. ∆ίνεται η γραµµική εξίσωση: λx+ (λ− 5)y = 6, λ ∈ R. Αν το Ϲεύγος (6, 2)
είναι λύση της εξίσωσης, τότε :

α) Να αποδείξετε ότι λ = 2,

ϐ) Να σχεδιάσετε την ευθεία που παριστάνει η εξίσωση σ΄ ένα ορθοκανο-
νικό σύστηµα αξόνων.

5. ∆ίνεται η εξίσωση 3x+ 5y = 7.

α) Να δείξετε ότι για κάθε k ∈ R το Ϲεύγος (k, 7−3k
5 ) είναι λύση της

εξίσωσης.

ϐ) Να δείξετε ότι για κάθε k ∈ R το Ϲεύγος ( 7−5k
3 , k) είναι λύση της

εξίσωσης.

γ) Να ϐρεθεί µία εξίσωση που να µην έχει καµία κοινή λύση µε την 3x+
5y = 7.

6. Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία :

α) A(1, 5) και B(−1, 1), ϐ) A(5, −1) και B(−18, 22),
γ) A(−2, −6) και B(3, −6), δ) A(−2, 6) και B(−2, 1).
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7. Για τις παρακάτω ευθείες, να ϐρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης και τα σηµεία
τοµής τους µε τους άξονες :

α) ε1 : 2x− y = 4, ϐ) ε2 : x− 2y = 5, γ) ε3 : y + 3 = 0

8. Με την ϐοήθεια του σχήµατος να ϐρείτε την λύση των παρακάτω συστη-
µάτων:

α)

{
x+ 2y = 5

−2x− y = 2
, ϐ)

{
−x− 2y = −5

−x+ y = −2
, γ)

{
−x+ y = −2

−2x− y = 2
,

δ)

{
x+ 2y = 5

x = 0
, ε)

{
y = 0

−2x− y = 2

9. Να λυθούν γραφικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x+ y = −2

x− 3y = 3
, ϐ)

{
x− 2y = 2

y = 2x
, γ)

{
x+ y = 0

x− y = 0
,

δ)

{
x+ 1 = 0

x+ y = −2
, ε)

{
x− y = 0

y = 3
, στ)

{
4x− 2y = 5

−2x+ y = −3

10. Να λυθούν µε την µέθοδο της αντικατάστασης τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x+ y = −2

2x− 3y = 1
, ϐ)

{
−x+ 5y = 20

4x− 2y = −8
,

γ)

{
−2x+ y = −1

6x− 3y = 3
, δ)

{
4x− 2y = 5

−2x+ y = −3

30



Γρηγόρης Προτσώνης 1 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

11. Να λυθούν µε την µέθοδο των αντίθετων συντελεστών τα παρακάτω συστήµα-
τα :

α)

{
7κ− λ = 1

2κ+ λ = 8
, ϐ)

{
5x+ 4y = −14

3x+ 6y = 6
,

γ)

{√
2x+

√
18y =

√
50

2x− 3y = 7
, δ)

{
2x− y = 3

−4x+ 2y = −6

12. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x−1

2 + y+2
4 = 5

2
2x
3 + 1−y

6 = 3
2

, ϐ)

{
x−2y

3 − x−3y
4 = 1

12
x−y

4 + x+2y
2 = 3

4

,

γ)

{
x− y

3

3 = 1
6

2(x− y
2 ) + 3(x3 − 1) = −2

,

13. ∆ίνεται η ευθεία ε : y = (λ + µ)x + 2λ − µ όπου λ, µ ∈ R. Να ϐρεθούν
οι τιµές των λ, µ, αν η ευθεία διέρχεται από το σηµείο A(0, 1) και είναι
παράλληλη στην ευθεία ζ : y = −2x+ 2016.

14. Να λυθεί η εξίσωση |x− 3y + 1|+ |2x+ y − 5| = 0

15. ∆ίνεται το σύστηµα

{
(α− 1)x− (β + 1)y = −α− β
(β + 1)x+ βy = 3α+ 3

µε αγνώστους τα x, y.

Να ϐρείτε τις τιµές των α, β, ώστε το σύστηµα να έχει λύση, τη (x. y) = (2, 3).

16. Να λυθούν µε την µέθοδο των οριζουσών τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
2x+ 13y = 11

−7x+ 5y = 12
, ϐ)

{√
2x+ y = 5√
18x− 3y = −3

,

γ)

{
(
√

2− 1)x− y = 1

x− (
√

2 + 1)y =
√

2 + 1
, δ)

{
x+ (

√
7− 1)y = −1

(
√

7 + 1)x+ 6y =
√

7− 1

17. Να διερευνήσετε και να λύσετε τα παρακάτω συστήµατα για τις διάφορες
τιµές του λ ∈ R.

α)

{
λx+ y = 1

x+ λy = −1
, ϐ)

{
(λ− 1)x− 2y = λ

6x− (λ− 2)y = 4
, γ)

{
λ2x+ λy = 1

x+ λy = λ

18. Να διερευνήσετε και να λύσετε τα παρακάτω συστήµατα για τις διάφορες
τιµές του λ ∈ R.

α)

{
µx+ 7µy = 35− 2x+ 21y

x+ (µ− 3)y = µ
, ϐ)

{
µx− 3y = 1

3x+ (µ− 6)y = 1
, γ)

{
2x− 8y = 6µ

−x+ 4y = 2µ− 5

19. Να αποδείξετε ότι τα παρακάτω συστήµατα έχουν µοναδική λύση για κάθε
λ ∈ R. Στην συνέχεια να προσδιορίσετε την λύση αυτή.

α)

{
λx− y = λ

x+ λy = λ+ 1
, ϐ)

{
λx− 3y = 1

4x+ (λ+ 1)y = 2
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20. Να αποδείξετε ότι το σύστηµα

{
λx+ y = λ+ 2015

x+ λy = λ+ 2016
δεν έχει άπειρες λύσεις

για καµία τιµή του λ ∈ R.

21. Αν το σύστηµα

{
x+ λy = −λ+ 1

λx+ 4y = −6
έχει άπειρες λύσεις, να αποδείξετε ότι

και το σύστηµα

{
(1− λ)x− λ2y = −λ2
(λ3 − 1)x− 6λy = λ− 1

έχει άπειρες λύσεις.

22. ∆ίνεται το σύστηµα

{
(2µ− 3)x+ y = µ+ 4

5µx− 3y = 3µ+ 2
µε µ ∈ R. Αν το σύστηµα

έχει µοναδική λύση την (10. t), να ϐρείτε το t.

23. ∆ίνονται οι ευθείες ε1 : αx + y = 1 και ε2 : x + αy = −1. Να ϐρεθεί η
σχετική ϑέση των δύο ευθειών για τις διάφορες τιµές του α ∈ R.

24. ∆ίνονται οι ευθείες ε1 : λx− 12y − 15λ = 0 και ε2 : x+ λy = 3− λ2.

• Να δειχθεί ότι οι ευθείες ε1 και ε2 τέµνονται για κάθε τιµή του λ ∈ R.

• Για κάθε τιµή λ ∈ R να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου τοµής
τους ως συνάρτηση του λ.

25. ∆ίνεται το σύστηµα

{
2x− 3y = 11− λ
x+ 5y − λ = 7

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ ∈ R το σύστηµα έχει µοναδική λύση.

ϐ) Αν (x0, y0) είναι η µοναδική λύση του συστήµατος να ϐρείτε για ποια
τιµή του λ ∈ R ισχύει : x0 + y0 = 11

13 .

26. ∆ίνεται το σύστηµα

{
λx+ y = 4

x+ λy = −4
.

α) Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R έτσι ώστε το σύστηµα να έχει µοναδική
λύση.

ϐ) i) Να ϐρεθεί η µοναδική λύση (x0, y0).
ii) Να ϐρεθούν οι τιµές του λ, ώστε να ισχύει |x0|+ |y0| > 1

27. ∆ίνεται το σύστηµα

{
µ2x+ y = 1

µx+ y = 1
, µ ∈ R∗.

α) Να ϐρεθεί η τιµή του του µ έτσι ώστε το σύστηµα να έχει άπειρες λύσεις.

ϐ) Για την τιµή του µ που ϐρήκατε στο προηγούµενο ερώτηµα:

i) Να αποδειχθεί ότι το σύστηµα

{
λx+ (λ+ 4µ− 2)y = 8µ− 4

(λ+ µ− 3)x+ λy = 1 + µ

έχει µοναδική λύση (x0, y0)

ii) Να ϐρεθεί η µοναδική λύση (x0, y0).
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iii) Να ϐρεθούν οι τιµές του λ, ώστε να ισχύει |x0 − y0| = 12

28. Αν D είναι η ορίζουσα του συστήµατος (Σ):

{
(9 +D)x+ (8 +D)y = 11

3x− 2y = −1
,

τότε :

α) να αποδείξετε ότι D = −7,

ϐ) να λύσετε το σύστηµα (Σ),

γ) να ϐρείτε τις τιµές των α, β ∈ R, ώστε η λύση του (Σ) να είναι και λύση

του συστήµατος

{
(α+ 1)x− 3β = 3

2αx− (β + 1)y = −4

29. ΄Εστω ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους, για τις ο-
ϱίζουσες του οποίου ισχύει :

D2 +D2
x +D2

y − 2(D +Dx − 2Dy) = −6

Να αποδειχθεί ότι το σύστηµα έχει µοναδική µοναδική λύση, η οποία και
να ϐρεθεί.

30. Αν ένα γραµµικό σύστηµα µε δύο αγνώστους x, yέχει µοναδική µοναδική
λύση και για τις ορίζουσες συστήµατος ισχύει :

D2
x +D2

y + 5D2 − 2D ·Dx + 4D ·Dy = 0

να ϐρεθούν τα x, y.

31. ΄Εστω ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους µε µοναδική
λύση (x0, y0) και ορίζουσεςD, Dx, Dy Αν ισχύουν οι σχέσειςDx+Dy = 3D
και x0 − y0 = −1 να ϐρεθεί η λύση (x0, y0).

32. Να λύσετε τα συστήµατα:

α)


x+ y + ω = 11

2x− y + ω = 5

3x+ 2y + ω = 24

ϐ)


4x+ y + ω = −1

2x+ y − 3ω = −6

2x− 4y − 5ω = 12

,

γ)


x+ y + ω = 1

2x− 3y − 2ω = 2

3x− 2y − ω = −3

, δ)


x+ y + ω = 1

x+ 2y − 3ω = 2

2x+ 3y − 2ω = 3

ε)

{
x
2 = y

3 = z
5

2x− 5y + 6z = 38
στ)

{
x
6 = y

3 = ω
18

2x+ 2y − ω = 4

33. Να λυθεί η εξίσωση |x− y+ω− 7|+ |x+ y−ω = 1|+ (y− x+ω− 3)2 = 0
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2 Μη Γραµµικά Συστήµατα

2.1 Στοιχεία Θεωρίας

• ΄Ενα σύστηµα καλείται µη γραµµικό, αν τουλάχιστον µία από τις εξισώσεις
του συστήµατος είναι µη γραµµική. Για παράδειγµα τα συστήµατα{
xy = 1

3x+ 2
3y = −6

,

{
2x− 7y = 1

x2 + y2 = 3
,

{
x2 + y = 1

xy = −1
δεν είναι γραµµικά.

• Για την επίλυση ενός µη γραµµικού συστήµατος δεν υπάρχει γενική µέθοδος
επίλυσης που να καλύπτει όλες τι περιπτώσεις. Στην συνέχεια ϑα κατηγο-
ϱιοποιήσουµε µερικές περιπτώσεις µη γραµµικών συστηµάτων στις οποίες
µπορούµε να εφαρµόζουµε συγκεκριµένες µεθόδους.

• ΄Ενα µη γραµµικό σύστηµα αν έχει λύση τότε αυτή δεν είναι απαραίτητα
µοναδική.

• Για κάποιες µη γραµµικές εξισώσεις γνωρίζουµε πως να τις παραστήσουµε
γραφικά.5 Αναφέρουµε εδώ µερικές τέτοιες εξισώσεις :

– Η εξίσωση y = αx2 + βx + γ παριστάνει µία παραβολή µε κορυφή το
σηµείο K(− β

2α , −
∆
4α ).

– Η εξίσωση xy = α µε α 6= 0 παριστάνει µία υπερβολή. Παρατηρούµε
ότι x 6= 0 γιατί σε αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε 0 = α. ΄Οµοια, y 6= 0.
Συνεπώς η εξίσωση xy = α µε α 6= 0 µπορεί ισοδύναµα να γραφεί
στην µορφή y = α

x και στην µορφή x = α
y . Επιπλέον το γράφηµα της

xy = α µε α 6= 0 αποτελείται από δύο κλάδους.

5Λέγοντας να παραστήσουµε τις εξισώσεις γραφικά εννοούµε το σχήµα που προκύπτει αν τοποθε-
τήσουµε σε ένα σύστηµα συντεταγµένων τα Ϲεύγη που αποτελούν λύσεις τις εξίσωσης.
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– Η εξίσωση x2 + y2 = ρ2 παριστάνει ένα κύκλο κέντρου O(0, 0) και
ακτίνας ρ. Ο κύκλος τέµνει τον άξονα x′x στα σηµεία (ρ, 0), (−ρ, 0)
και τον άξονα y′y στα σηµεία (0, ρ), (0, −ρ).

2.1 Παράδειγµα. Να παρασταθούν γραφικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x− y = −4

y − x2 = 1
, ϐ)

{
x2 + y2 = 16

y = x2 + 2x− 4
, γ)

{
y = x

x · y = 1

Λύση

α)

• Η εξίσωση x − y = −4 ⇔ y = x + 4 παριστάνει µία ευθεία η οποία τέµνει
τον άξονα x′x στο σηµείο (−4, 0) και τον άξονα y′y στο σηµείο (0, 4).

• Η εξίσωση y−x2 = 1⇔ y = x2 + 1 παριστάνει µία παραβολή µε κορυφή το
σηµείο (0, 1) 6. Κατασκευάζουµε ένα πίνακα τιµών για να ϐρούµε µερικά
επιπλέον σηµεία από τα οποία διέρχεται η παραβολή αυτή.

x -2 -1 0 1 2
y = x2 + 1 5 2 1 2 5

Σχεδιάζοντας τώρα σ΄ ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Oxy έχουµε:

6Ειναι της µορφής y = αx2 + βx+ γ µε α = 1, β = 0, γ = 1

35



Γρηγόρης Προτσώνης 2 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

ϐ)

• Η εξίσωση x2 + y2 = 16 παριστάνει κύκλο µε κέντρο την αρχή των αξόνων
και ακτίνα 4.

• Η εξίσωση y = x2 + 2x − 4 παριστάνει µία παραβολή µε κορυφή το ση-
µείο (−1, −5). Κατασκευάζουµε ένα πίνακα τιµών για να ϐρούµε µερικά
επιπλέον σηµεία από τα οποία διέρχεται η παραβολή αυτή.

x -2 -1 0 1 2
y = x2 + 2x− 4 -4 -5 -4 -1 4

Σχεδιάζοντας τώρα σ΄ ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Oxy έχουµε:

γ)

• Η εξίσωση y = x παριστάνει µία ευθεία η οποία διέρχεται από την αρχή των
αξόνων. ΄Ενα ακόµα σηµείο από το οποίο διέρχεται είναι το (1, 1).

• Η εξίσωση x · y = 1 ⇔ y = 1
x παριστάνει µία υπερβολή . Κατασκευάζουµε

ένα πίνακα τιµών για να ϐρούµε µερικά σηµεία από τα οποία διέρχεται η
υπερβολή αυτή.

x -2 -1 1 2
y = 1

x - 1
2 -1 1 1

2

Σχεδιάζοντας τώρα σ΄ ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Oxy έχουµε:
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2.2 Μέθοδοι επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων

2.2.1 Η µία από τις δύο εξισώσεις επιλύεται ως προς τον ένα άγνωστο

΄Οταν µία από τις δύο εξισώσεις του συστήµατος επιλύεται ως προς τον ένα
άγνωστο, αντικαθιστούµε αυτόν τον άγνωστο στην άλλη εξίσωση και έτσι δηµιουρ-
γείται µία εξίσωση µε µόνο τον ένα άγνωστο. Για κάθε µία λύση της εξίσωσης
αυτής ϐρίσκουµε την αντιστοιχη τιµή του άλλου αγνώστου.

2.2 Παράδειγµα. Να επιλυθούν τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x− y = −3

y − x2 = 1
, ϐ)

{
x2 + y2 = 7

x · y = 2
√

3

Λύση

α)

{
x− y = −3 (1)

y − x2 = 1 (2)

1ος Τρόπος:

Επιλύουµε την εξίσωση (1) ως προς την µεταβλητή y και αντικαθιστούµε στην (2).
x− y = −3⇔ y = x+ 3 (3). Αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε:

x+ 3− x2 = 1⇔ x2 − x− 2 = 0

Η διακρίνουσα της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι ∆ = 9. ΄Αρα οι
λύσεις αυτής της εξίσωσης είναι :

x = 1+3
2 = 2 ή x = 1−3

2 = −1

Αντικαθιστούµε τώρα τις τιµές του x που ϐρήκαµε στην εξίσωση (3) και έχουµε:
Για x = 2 ϐρίσκουµε y = 5 και για x = −1 ϐρίσκουµε y = 2. ΄Αρα οι λύσεις του
συστήµατος είναι τα Ϲεύγη (x, y) = (2, 5) και (x, y) = (−1, 2).

2ος Τρόπος:

Επιλύουµε την εξίσωση (2) ως προς την µεταβλητή y και αντικαθιστούµε στην (1).
y − x2 = 1⇔ y = x2 + 1 (3). Αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε:

x− (x2 + 1) = −3⇔ x− x2 − 1 = −3⇔ x2 − x− 2 = 0⇔ x = 2 ή x = −1

Αντικαθιστούµε τώρα τις τιµές του x που ϐρήκαµε στην εξίσωση (3) και έχουµε:
Για x = 2 ϐρίσκουµε y = 5 και για x = −1 ϐρίσκουµε y = 2. ΄Αρα, όπως και µε τον
πρώτο τρόπο, έχουµε ότι οι λύσεις του συστήµατος είναι τα Ϲεύγη (x, y) = (2, 5)
και (x, y) = (−1, 2).

ϐ)

{
x2 + y2 = 7 (1)

x · y = 2
√

3 (2)

Επιλύουµε την εξίσωση (2) ως προς την µεταβλητή y και αντικαθιστούµε στην (1).
x · y = 2

√
3⇔ y = 2

√
3

x (3). Αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε:

x2 + (
2
√

3

x
)2 = 7⇔ x2 +

12

x2
= 7⇔ x4 + 12 = 7x2 ⇔ x4 − 7x2 + 12 = 0.
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Η παραπάνω εξίσωση είναι µια δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς x2 (διτετράγωνη).
Θέτουµε x2 = ω > 0 οπότε η εξίσωση γίνεται ω2 − 7ω + 12 = 0.
Η διακρίνουσα της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι ∆ = 1. ΄Αρα οι
λύσεις αυτής της εξίσωσης είναι :

ω = 7+1
2 = 4 ή ω = 7−1

2 = 3

΄Αρα: x2 = 4⇔ x = 2 ή x = −2, x2 = 3⇔ x =
√

3 ή x = −
√

3.

Αντικαθιστούµε τώρα τις τιµές του x που ϐρήκαµε στην εξίσωση (3) και έχουµε:
Για x = 2 ϐρίσκουµε y =

√
3, για x = −2 ϐρίσκουµε y = −

√
3, για x =

√
3

ϐρίσκουµε y = 2 και για x = −
√

3 ϐρίσκουµε y = −2. ΄Αρα οι λύσεις του
συστήµατος είναι τα Ϲεύγη:

(x, y) = (2,
√

3), (x, y) = (−2,−
√

3), (x, y) = (
√

3, 2), (x, y) = (−
√

3,−2).
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2.2.2 Μετατροπή ενός µη γραµµικού συστήµατος σε απλούστερο µε την

χρήση ϐοηθητικών αγνώστων

΄Οπως έχουµε δει µπορούµε πάντα να επιλύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα.
Μερικές ϕορές όταν έχουµε ένα µη γραµµικό σύστηµα, τότε ϑέτοντας κατάλληλες
ποσότητες που περιέχουν τις αρχικές µας µεταβλητές µε άλλες µεταβλητές το
σύστηµα ανάγεται σ΄ ένα γραµµικό σύστηµα ως προς τις καινούριες µεταβλητές,
το οποίο µπορούµε να επιλύσουµε. Στην συνέχεια, αντικαθιστώντας ϐρίσκουµε
τις τιµές για τους αρχικούς µας αγνώστους.

2.3 Παράδειγµα. Να επιλυθούν τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
1

x−1 −
2
y = 7

4
x−1 + 3

y = 6
, ϐ)

{
2x2 − 5y2 = 9

3x2 − 2y2 = 8
, γ)

{
3x+ |2y − 2| = 5

4x+ |y − 1| = −5
, δ)

{
2x− 4y + 1

x−y = 2

x− 2y + 1
x−y = 4

Λύση

α) Αρχικά ϑέτουµε περιορισµούς για του αγνώστους του συστήµατος. Θα πρέπει :

x− 1 6= 0⇔ x 6= 1 και y 6= 0

Θέτοντας τώρα 1
x−1 = ω και 1

y = φ το σύστηµα

{
1

x−1 −
2
y = 7

4
x−1 + 3

y = 6
, µετατρέπεται

στο σύστηµα

{
ω − 2φ = 7

4ω + 3φ = 6
, το οποίο είναι ένα γραµµικό σύστηµα. Επιλύοντας

το σύστηµα µε µία από τις µεθόδους που είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο
(π.χ µε την µέθοδο της αντικατάστασης), ϐρίσκουµε ότι ω = 3 και φ = −2.
Αντικαθιστώντας τώρα έχουµε:

1
x−1 = 3⇔ x− 1 = 1

3 ⇔ x = 4
3 και 1

y = −2⇔ y = − 1
2

΄Αρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση (x, y) = (4
3 , −

1
2 ).

ϐ) Θέτοντας x2 = ω και y2 = φ το σύστηµα

{
2x2 − 5y2 = 9

3x2 − 2y2 = 8
, µετατρέπεται στο

σύστηµα

{
2ω − 5φ = 9

3ω − 2φ = 8
το οποίο είναι ένα γραµµικό σύστηµα. Επιλύοντας το

σύστηµα, ϐρίσκουµε ότι ω = 2 και φ = −1. ΄Οµως φ = y2 ≥ 0, άρα το σύστηµα
είναι αδύνατο.

γ) Θέτοντας |y − 1| = ω το σύστηµα

{
3x+ |2y − 2| = 5

4x+ |y − 1| = −5
, µετατρέπεται στο

σύστηµα

{
3x+ 2ω = 5

4x+ ω = −5
το οποίο είναι ένα γραµµικό σύστηµα. Επιλύοντας το

σύστηµα, ϐρίσκουµε ότι x = −3 και ω = 7. Αντικαθιστώντας τώρα την τιµή που
ϐρήκαµε για το ω έχουµε:

|y − 1| = 7⇔ y − 1 = 7 ή y − 1 = −7⇔ y = 8 ή y = −6

΄Αρα το σύστηµα έχει δύο λύσεις (x, y) = (−3, 8) και (x, y) = (−3, −6).

δ) Αρχικά ϑέτουµε περιορισµούς για τους αγνώστους του συστήµατος. Θα πρέπει :
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x− y 6= 0⇔ x 6= y

΄Εχουµε τώρα:

{
2x− 4y + 1

x−y = 2

x− 2y + 1
x−y = 4

⇔

{
2(x− 2y) + 1

x−y = 2

x− 2y + 1
x−y = 4

. ΄Αρα, ϑέτο-

ντας x − 2y = ω (1) και 1
x−y = φ (2) το σύστηµα γίνεται :

{
2ω + φ = 2

ω + φ = 4
, το

οποίο είναι ένα γραµµικό σύστηµα. Λύνοντας το σύστηµα αυτό, ϐρίσκουµε ότι :

ω = −2 και φ = 6

Από τις εξισώσεις (1) και (2) προκύπτει το σύστηµα:

{
x− 2y = −2

1
x−y = 6

⇔

{
x− 2y = −2

x− y = 1
6

.

Επιλύοντας το τελευταίο σύστηµα, ϐρίσκουµε ότι :

x = 7
3 και y = 13

6

΄Αρα το αρχικό σύστηµα έχει µοναδική λύση (x, y) = (7
3 ,

13
6 ) η οποία είναι δεκτή

αφού ικανοποιεί τον περιορισµό x 6= y.
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2.2.3 Συστήµατα που ανάγονται σε δύο η περισσότερα απλούστερα συ-

στήµατα

Σε κάποια µη γραµµικά συστήµατα µπορούµε να ϕτάσουµε στην λύση τους αν
ανάγουµε την λύση τους στην επίλυση δύο η περισσότερων συστηµάτων τα οποία
είναι απλούστερα να επιλυθούν. Οι λύσεις του αρχικού µας συστήµατος ϑα είναι
οι λύσεις όλων των επιµέρους συστηµάτων.

2.4 Παράδειγµα. Να επιλυθούν τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
|2x− 1| = 5

x2 + y2 = 9
, ϐ)

{
(2x− 5y − 9)(6x− 4y + 1) = 0

x2 − y2 = 0
, γ)

{
x2 − x+ y2 − y = 2− 2xy

y2 − 2xy = 1− x2
,

Λύση

α)

{
|2x− 1| = 5

x2 + y2 = 9
⇔

{
2x− 1 = 5 ή 2x− 1 = −5

x2 + y2 = 9

΄Αρα το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε τα εξής δύο συστήµατα:

Σ1 :

{
2x− 1 = 5

x2 + y2 = 9
, Σ2 :

{
2x− 1 = −5

x2 + y2 = 9

Επιλύουµε το κάθε σύστηµα χωριστά και έχουµε:

• Για το Σ1 :

{
2x− 1 = 5 (1)

x2 + y2 = 9 (2)

Από την εξίσωση (1) του συστήµατος έχουµε:

2x− 1 = 5⇔ 2x = 6⇔ x = 3

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση (2), έχουµε:

9 + y2 = 9⇔ y2 = 0⇔ y = 0

΄Αρα το σύστηµα Σ1 έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (3, 0).

• Για το Σ2 :

{
2x− 1 = −5 (1)

x2 + y2 = 9 (2)

Από την εξίσωση (1) του συστήµατος έχουµε:

2x− 1 = −5⇔ 2x = −4⇔ x = −2

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση (2), έχουµε:

4 + y2 = 9⇔ y2 = 5⇔ y =
√

5 ή y = −
√

5

΄Αρα το σύστηµα Σ2 έχει λύση τα Ϲεύγη (x, y) = (−2,
√

5) και (x, y) =
(−2, −

√
5).

΄Αρα το αρχικό µας σύστηµα έχει λύση τα Ϲεύγη:

(x, y) = (3, 0), (x, y) = (−2,
√

5) και (x, y) = (−2, −
√

5).
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ϐ){
(2x− 5y − 9)(6x− 4y + 1) = 0

x2 − y2 = 0
⇔

{
2x− 5y − 9 = 0 ή 6x− 4y + 1 = 0

x2 = y2
⇔{

2x− 5y − 9 = 0 ή 6x− 4y + 1 = 0

x = y ή x = −y
΄Αρα το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο

µε τα εξής τέσσερα συστήµατα:

Σ1 :

{
2x− 5y − 9 = 0

x = y
, Σ2 :

{
2x− 5y − 9 = 0

x = −y
,

Σ3 :

{
6x− 4y + 1 = 0

x = y
, Σ4 :

{
6x− 4y + 1 = 0

x = −y

Επιλύουµε το κάθε σύστηµα χωριστά και έχουµε:

• Το Σ1 :

{
2x− 5y − 9 = 0

x = y
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (−3,−3).

• Το Σ2 :

{
2x− 5y − 9 = 0

x = −y
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (9

7 ,−
9
7 ).

• Το Σ3 :

{
6x− 4y + 1 = 0

x = y
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (− 1

2 ,−
1
2 )

• Το Σ4 :

{
6x− 4y + 1 = 0

x = −y
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (− 1

10 ,
1
10 )

΄Αρα το σύστηµα έχει τέσσερις λύσεις :
(x, y) = (−3,−3), (x, y) = (9

7 ,−
9
7 ), (x, y) = (− 1

2 ,−
1
2 ) και (x, y) = (− 1

10 ,
1
10 ).

γ) Η εξίσωση x2 − x+ y2 − y = 2− 2xy γράφεται ισοδύναµα ως εξής :

x2−x+y2−y = 2−2xy ⇔ x2+y2+2xy−x−y−2 = 0⇔ (x+y)2−(x+y)−2 = 0

Η τελευταία εξίσωση είναι ένα τριώνυµο ως προς x + y. Θέτοντας ω = x + y
έχουµε: ω2 −ω− 2 = 0. Οι λύσεις της εξίσωσης είναι ω = 2 ή ω = −1. Συνεπώς
από την εξίσωση x2 − x+ y2 − y = 2− 2xy έχουµε ότι x+ y = 2 ή x+ y = −1.
Η εξίσωση y2 − 2xy = 1− x2 γράφεται γράφεται ισοδύναµα ως εξής :

y2−2xy = 1−x2 ⇔ x2 +y2−2xy = 1⇔ (x−y)2 = 1⇔ x−y = 1 ή x−y = −1

΄Αρα το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε τα εξής τέσσερα συστήµατα:

Σ1 :

{
x+ y = 2

x− y = 1
, Σ2 :

{
x+ y = 2

x− y = −1
, Σ3 :

{
x+ y = −1

x− y = 1
,

Σ4 :

{
x+ y = −1

x− y = −1

Επιλύουµε το κάθε σύστηµα χωριστά και έχουµε:
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• Το Σ1 :

{
x+ y = 2

x− y = 1
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (3

2 ,
1
2 ).

• Σ2 :

{
x+ y = 2

x− y = −1
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (1

2 ,
3
2 ).

• Το Σ3 :

{
x+ y = −1

x− y = 1
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (0, −1)

• Το Σ4 :

{
x+ y = −1

x− y = −1
έχει λύση το Ϲεύγος (x, y) = (−1, 0)

΄Αρα το σύστηµα έχει τέσσερις λύσεις :
(x, y) = (3

2 ,
1
2 ), (x, y) = (1

2 ,
3
2 ), (x, y) = (0, −1) και (x, y) = (−1, 0).
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2.2.4 Κατασκευάζοντας Βοηθητική Εξίσωση

Σε πολλά συστήµατα είναι δύσκολο ή και αδύνατο να λύσουµε κάποια εξίσωση
του συστήµατος ως προς ένα άγνωστο. Μπορεί όµως µε κατάλληλο συνδυασµό
των εξισώσεων του συστήµατος 7 να προκύψει µία καινούρια εξίσωση η οποία να
µπορεί να επιλυθεί ως προς τον ένα άγνωστο.

2.5 Παράδειγµα. Να λύσετε το συστήµατα:

α)

{
6x2 − 2y2 + x− y = 4

−3x2 + y2 + 2x− y = −1
, ϐ)

{
x2 + xy = 3

y2 + xy = 6

Λύση

α)

{
6x2 − 2y2 + x− y = 4 (1)

−3x2 + y2 + 2x− y = −1 (2)

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (2) επί 2 και προσθέτοντας στην εξίσωση (1) έχου-
µε :

6x2−2y2 +x−y−6x2 +2y2 +4x−2y = 4−2⇔ 5x−3y = 2⇔ x =
3y + 2

5
(3)

Από την εξίσωση (3) τώρα, αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε:

6
(3y + 2)2

25
−2y2+

3y + 2

5
−y = 4⇔ 6(3y+2)2−50y2+5(3y+2)−25y = 100⇔ ...⇔ y2+13y−14 = 0

Οι λύσεις της τελευταίας εξίσωσης είναι y = 1, y = 14. Αντικαθιστώντας τώρα στην
εξίσωση (3), έχουµε:

• Για y = 1, έχουµε ότι : x = 3+2
5 = 1. ΄Αρα µία λύση του συστήµατος είναι

το Ϲεύγος (x, y) = (1, 1).

• Για y = 14, έχουµε ότι : x = 3·14+2
5 = 44

5 . ΄Αρα µία λύση του συστήµατος
είναι το Ϲεύγος (x, y) = ( 44

5 , 14).
Συνεπώς οι λύσεις του συστήµατος είναι τα Ϲεύγη: (x, y) = (1, 1) και
(x, y) = (44

5 , 14).

ϐ)

1ος Τρόπος:{
x2 + xy = 3 (1)

y2 + xy = 6 (2)
Προσθέτοντας τις εξισώσεις (1) και (2) κατά µέλη έχουµε:

x2 + 2xy + y2 = 9⇔ (x+ y)2 = 9⇔ x+ y = 3 (3) ή x+ y = −3 (4)

• Επιλύοντας την εξίσωση (3) ως προς y, έχουµε y = 3 − x (5). Αντικαθι-
στώντας στην εξίσωση (1), έχουµε:

x2 + x(3− x) = 3⇔ x2 + 3x− x2 = 3⇔ 3x = 3⇔ x = 1 (4)

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση (5), έχουµε ότι y = 3− 1 = 2.
΄Αρα µία λύση του συστήµατος είναι το Ϲεύγος (x, y) = (1, 2).

7•
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• Επιλύοντας την εξίσωση (4) ως προς y, έχουµε y = −3 − x (6). Αντικαθι-
στώντας στην εξίσωση (1), έχουµε:

x2 + x(−3− x) = 3⇔ x2 − 3x− x2 = 3⇔ −3x = 3⇔ x = −1 (5)

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση (6), έχουµε ότι y = −3− (−1) = −2.
΄Αρα µία λύση του συστήµατος είναι το Ϲεύγος (x, y) = (−1, −2).
Συνεπώς οι λύσεις του συστήµατος είναι τα Ϲεύγη: (x, y) = (1, 2) και
(x, y) = (−1, −2).

2ος Τρόπος:{
x2 + xy = 3

y2 + xy = 6
⇔

{
x(x+ y) = 3 (1)

y(y + x) = 6 (2)

΄Εχουµε ότι y 6= 0 γιατί αν ίσχυε y = 0, τότε από την εξίσωση (2) ϑα προέκυπτε
0 = 6, το οποίο είναι αδύνατο. ΄Οµοια µπορούµε να συµπεράνουµε ότι x+ y 6= 0.
΄Αρα διαιρώντας τις εξισώσεις (1) και (2) κατά µέλη, έχουµε:

x

y
=

3

6
⇔ y = 2x (3)

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση (1), έχουµε:

x(x+ 2x) = 3⇔ 3x2 = 3⇔ x2 = 1⇔ x = 1 ή x = −1

• Αντικαθιστώντας x = 1 στην εξίσωση (3), , έχουµε ότι y = 2.
΄Αρα µία λύση του συστήµατος είναι το Ϲεύγος (x, y) = (1, 2).

• Αντικαθιστώντας x = −1 στην εξίσωση (3), , έχουµε ότι y = −2.
΄Αρα µία λύση του συστήµατος είναι το Ϲεύγος (x, y) = (−1, −2).
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Συστήµατα µε τεχνάσµατα

2.6 Παράδειγµα. Να λυθεί το σύστηµα:

{
x2 − 5xy + 6y2 = 0 (1)

x2 + y2 = 10 (2)

Λύση:

Παρατηρούµε ότι η πρώτη εξίσωση του συστήµατος είναι της µορφής αx2 +
βxy + γy2 = 0. ΄Οταν έχουµε µία εξίσωση αυτής της µορφής τότε µπορούµε να
ϐρούµε τις δυνατές τιµές για τον λόγο x

y (ή τον λόγο y
x ) δουλεύοντας ως εξής :

∆ιαιρούµε την εξίσωση µε y2 (ή µε x2), και προκύπτει η εξίσωση α(xy )2 +β xy +γ =
0, η οποία είναι µία δευτεροβάθµια ως προς x

y . Θέτουµε ω = x
y και λύνουµε την

δευτεροβάθµια που προκύπτει.

Από το σύστηµα µας προκύπτει ότι y 6= 0, γιατί αν y = 0 από την εξίσωση (1)
έχουµε ότι και x = 0, ενώ από την εξίσωση έχουµε ότι y = ±

√
10. ∆ιαιρώντας

τώρα την εξίσωση (1) µε y2, έχουµε:

x2 − 5xy + 6y2 = 0⇔ (
x

y
)2 − 5

x

y
+ 6 = 0

Θέτουµε στην παραπάνω εξίσωση ω = x
y και έχουµε:

ω2 − 5ω + 6 = 0⇔ ω = 2 ,ή ω = 3

΄Αρα x
y = 2 ή x

y = 2. Συνεπώς το αρχικό µας σύστηµα είναι ισοδύναµο µε τα
ακόλουθα δύο συστήµατα:

Σ1 :

{
x
y = 2

x2 + y2 = 10
, Σ2 :

{
x
y = 3

x2 + y2 = 10

Επιλύουµε το κάθε σύστηµα χωριστά και έχουµε:

• Το Σ1 :

{
x
y = 2

x2 + y2 = 10
έχει λύσεις τα Ϲεύγη (x, y) = (2

√
2,
√

2) και

(x, y) = (−2
√

2, −
√

2).

• Σ2 :

{
x
y = 3

x2 + y2 = 10
έχει λύσεις τα Ϲεύγη (x, y) = (3, 1) και (x, y) =

(−3, −1).

΄Αρα το σύστηµα έχει τέσσερις λύσεις :
(x, y) = (2

√
2,
√

2), (x, y) = (−2
√

2, −
√

2), (x, y) = (3, 1) και (x, y) =
(−3, −1).

2.7 Παράδειγµα. Να λυθεί το σύστηµα:


x+ y + ω = 13 (1)

x2 + y2 + ω2 = 91 (2)

y2 = xω

Λύση:
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Από τις εξισώσεις (1) και (2) και την ταυτότητα

(x+ y + ω)2 = x2 + y2 + ω2 + 2xy + 2xω + 2yω

έχουµε:
132 = 91 + 2(xy + xω + yω)⇔ xy + xω + yω = 39 (4)

Χρησιµοποιώντας τώρα την εξίσωση (3), η εξίσωση (4) γίνεται :

xy + y2 + yω = 39⇔ y(x+ y + ω) = 39⇔(1) 13y = 39⇔ y = 3

Αφού y = 3 η εξίσωση (1) γίνεται x + ω = 10 και η εξίσωση (3) γίνεται xω = 9.

Λύνοντας τώρα το σύστηµα

{
x+ ω = 10

xω = 9
, ϐρίσκουµε ότι έχει λύσεις (x, ω) =

(1, 9) και (x, ω) = (9, 1).
Συνεπώς οι λύσεις του αρχικού συστήµατος είναι :

(x, y, ω) = (1, 3, 9) και (x, y, ω) = (9, 3, 1)
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2.3 Ασκήσεις

1. Να παραστήστε γραφικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x2 + y2 = 9

y = x2
, ϐ)

{
x− 2y = 2

y = x2 − x− 2
, γ)

{
xy = 4

y = x+ 1
, δ)

{
xy = 2

x2 + y2 = 7
,

ε)

{
x+ y = 2

x2 + y2 = 9
, στ)

{
x = 2

x2 + y2 = 4
, Ϲ)

{
y = 2

xy = 1
, η)

{
y = x2 − x− 2

y = −3

2. Να αιτιολογήσετε γραφικά γιατί το σύστηµα

{
y = x

xy = −1
, είναι αδύνατο.

3. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα και στην συνέχεια να ερ-
µηνεύσετε γεωµετρικά το αποτέλεσµα:

α)

{
x2 − y = 0

2x− y = 0
, ϐ)

{
x2 + y2 = 1

y = x

4. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
y = 2x2

x2 + y2 = 5
, ϐ)

{
y = x2 − 5x+ 6

3x− y = 10
, γ)

{
y = x2 − 6

x2 + y2 = 5
,

δ)

{
xy = 6

x2 + y2 = 13
, ε)

{
y = x2 − 5

x2 + y2 = 7
, στ)

{
x2 + y2 = 4

y = x2 − 2
, Ϲ)

{
x2 + y2 = 9

y = x2 + 3

η)

{
x+ y = 0

x3 + 3xy2 = x
,

5. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
|x|+ |y| = 3

−|x|+ 4|y| = 2
, ϐ)

{
2|x− 1|+ 3|y| = 8

|1− x| − 2|y| = −3
, γ)

{
3
√
x− 2

√
y = 4

2
√
x−√y = 3

,

δ)

{
−2(x− 1)2 + (y − 3)2 = 4

4(x− 1)2 + 3(y − 3)2 = 12
, ε)

{
28

7x+4y−3 + 5
2x−3y−13 = 15

2
7x+4y−3 + 15

2x−3y−13 = 4
,

στ)

{
x2 + y2 + x+ y = 8

(x2 + y2)(x+ y) = 15
, Ϲ)

{
−x+ 2|y| = 5

x− y = −2
, η)

{
−xy + 3x

y = −2

2xy − 5x
y = 6

6. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
3x2 − y2 = 2

8x2 − 3y2 = 17
, ϐ)

{
2|x|+ 3|y| = −3

3|x| − 2|y| = 15
, γ)

{
2
√
x+ 3

√
y = 5

3
√
x+ 5

√
y = 7

7. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x2 + y2 = 9

|x− 1| = 3
, ϐ)

{
(x+ y − 2)(x− y) = 0

(2x− 3y − 1)(2x− 2y + 1) = 0
, γ)

{
x2 + y2 = 10

x2y − xy2 − 3x+ 3y = 0
,

δ)

{
x2 + y2 + x+ y = 12

xy − 2(x+ y) = −4

8. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
x2 + y2 + 3x− 2y = 1

x2 + y2 + 2x− y = 1
, ϐ)

{
x2 + y2 + x+ y = 62

x2 − y2 + x− y = 50
, γ)

{
4x2 − xy = 3

y2 − 3xy = −2
,

48



Γρηγόρης Προτσώνης 2 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

δ)

{
x2 + y2 + y + x = 8

x+ y + 2xy = 7
, ε)


y2 + ω2 = x2

yω = 60

y + ω = x+ 4

9. Να επιλύσετε αλγεβρικά τα παρακάτω συστήµατα:

α)

{
xy

4y−3x = 20
2xy

5y−2x = 4
, ϐ)


xy = 2

3

yz = 1
15

zx = 1
15

, γ)


x(y + ω) = 5

y(ω + x) = 8

ω(x+ y) = 9

, δ)

{
x3 − 3xy2 = x

3x2y − y3 = −y
,

ε)

{
x2 + 2xy + 3y2 = 57

3x2 + 4xy − 24y2 = 19
, στ)


xy
x+y = 12

5
yz
y+z = 18

5
xz
x+z = 36

13

10. Να λυθεί το σύστηµα:

{√
x− 2 +

√
3y + 1 = 3√

4x− 8− 5
√

3y + 1 = −8

11. ΄Εστω C1 ο κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 2
√

2 και C2

η παραβολή που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων και διέρχεται από το
σηµείο A(4, 8). Να ϐρείτε :
α) τις εξισώσεις του κύκλου C1 και της παραβολής C2,
ϐ) τις συντεταγµένες των κοινών σηµείων του του κύκλου C1 και της παρα-
ϐολής C2.

12. ∆ίνεται ο µοναδιαίος κύκλος C : x2 + y2 = 1 και η (µεταβλητή) ευθεία
ε : y = 2x+ λ, λ ∈ R. Να ϐρείτε για ποιες τιµές του πραγµατικού αριθµού
λ:
α) Η ευθεία ε τέµνει τον κύκλο C σ΄ ένα µόνο σηµείο,
ϐ) Η ευθεία ε τέµνει τον κύκλο C σε δύο σηµεία,
γ) Η ευθεία ε δεν τέµνει τον κύκλο C.

13. ∆ίνεται η εξίσωση x2 − y2 − 2x− 4y − 3 = 0 (1).
α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες, τις :

ε1 : x− y − 3 = 0 και ε2 : x+ y + 1 = 0

ϐ) Να λύσετε το σύστηµα:

{
x2 − y2 − 2x− 4y − 3 = 0

x2 + y2 = 5
,

γ) Να ερµηνεύσετε γραφικά τα παραπάνω αποτελέσµατα.
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3 Προβλήµατα που λύνονται µε συστήµατα

3.1 Μεθοδολογία

Για να επιλύσουµε ένα πρόβληµα στο οποίο υπεισέρχονται δύο ή παραπάνω άγνω-
στες ποσότητες, τότε µπορούµε να εκφράσουµε τις ποσότητες αυτές µε κάποιες
µεταβλητές και να δηµιουργήσουµε ένα σύστηµα. Γενικά για να επιλύσουµε ένα
πρόβληµα ακολουθούµε τα εξής ϐήµατα:

1. Από τα Ϲητούµενα του προβλήµατος επιλέγουµε τους αγνώστους τους οπο-
ίους ονοµατίζουµε µε µεταβλητές.

2. Βάζουµε περιορισµούς για τις µεταβλητές.

3. Από το κάθε δεδοµένο του προβλήµατος σχηµατίζουµε και µία εξίσωση.

4. Λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων που έχουµε κατασκευάσει.

5. Ελέγχουµε αν οι λύσεις που ϐρήκαµε ικανοποιούν τους περιορισµούς που
έχουµε για τους αγνώστους (δηλαδή αν είναι δεκτές)

6. Από τις λύσεις που ϐρήκαµε, απαντάµε µε σαφήνεια στα Ϲητούµενα του
προβλήµατος.

3.1 Παράδειγµα. Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι 100m2.
Αν η µία πλευρά του είναι τετραπλάσια της άλλης, να ϐρείτε τα µήκη των πλευρών
του ορθογωνίου.

Λύση

Αν µε x και y συµβολίσουµε τα µήκη (σε µέτρα) των πλευρών του ορθογωνίου (σε
µέτρα), τότε :

• Αφού τα x, y παριστάνουν µήκη, ϑα πρέπει x > 0 και y > 0.

• Αφού το εµβαδόν του τετραγώνου είναι 100m2 έχουµε ότι : xy = 100.

• Αν ϑεωρήσουµε ότι x είναι το µήκος της µεγαλύτερης πλευράς, έχουµε ότι
x = 4y.

Λύνοντας τώρα το σύστηµα

{
xy = 100

x = 4y
ϐρίσκουµε (x, y) = (20, 5) ή

(x, y) = (−20, −5). Η λύση (x, y) = (−20, −5) δεν είναι δεκτή, λόγω των
περιορισµών. ΄Αρα οι διαστάσεις των πλευρών του ορθογωνίου είναι 20m και 5m

3.2 Παράδειγµα. Αν ο Μέγας Αλέξανδρος πέθαινε 9 χρόνια αργότερα, ϑα ϐα-
σίλευε το µισό της Ϲωής του, ενώ αν πέθαινε 9 χρόνια νωρίτερα, ϑα ϐασίλευε το 1

8
της Ϲωής του. Να ϐρεθεί πόσα χρόνια έζησε και πόσα χρόνια ϐασίλεψε ο Μέγας
Αλέξανδρος.

Λύση
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΄Εστω ότι ο Μέγας Αλέξανδρος έζησε x χρόνια και ϐασίλεψε y χρόνια.

• x > 0, y > 0

• Αν ο Μέγας Αλέξανδρος πέθαινε 9 χρόνια αργότερα, ϑα είχε Ϲήσει x + 9
χρόνια και ϑα είχε ϐασιλέψει y + 9 χρόνια. ΄Αρα:

y + 9 =
1

2
(x+ 9) (1)

• Αν ο Μέγας Αλέξανδρος πέθαινε 9 χρόνια νωρίτερα, ϑα είχε Ϲήσει x − 9
χρόνια και ϑα είχε ϐασιλέψει y − 9 χρόνια. ΄Αρα:

y − 9 =
1

8
(x− 9) (2)

Λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων (1) και (2) ϐρίσκουµε ότι έχει µοναδική
λύση (x, y) = (33, 12) η οποία είναι δεκτή. ΄Αρα ο Μέγας Αλέξανδρος έζησε
33 χρόνια και ϐασίλεψε 12 χρόνια.

3.2 Ασκήσεις

1. Σ΄ ένα επιτραπέζιο παιχνίδι γνώσεων, αν κάποιος απαντήσει σωστά σε µία
ερώτηση, παίρνει 10 ϐαθµούς, ενώ αν απαντήσει λανθασµένα χάνει 5 ϐαθ-
µούς. Ο νικητής συγκέντρωσε 105 ϐαθµούς απαντώντας σε 15 ερωτήσεις.
Σε πόσες απάντησε σωστά ;

2. Ο Περικλής, κορυφαία µορφή του αρχαίου ελληνικού κόσµου, ασχολήθηκε
µε τα κοινά της Αθήνας από την ηλικία των 30 ετών µέχρι το ϑάνατό του. Αν
είχε Ϲήσει ένα χρόνο περισσότερο, ϑα είχε ασχοληθεί µε τα κοινά την µισή
του Ϲωή. Πόσα χρόνια έζησε και πόσα χρόνια ασχολήθηκε µε τα κοινά ;

3. Αν οι µαθητές ενός τµήµατος καθίσουν ένας σε κάθε ϑρανίο τότε ϑα µείνουν
όρθιοι 8 µαθητές, ενώ αν καθίσουν ανά δύο, ϑα µείνουν κενά 4 ϑρανία. Να
ϐρείτε πόσοι είναι οι µαθητές και πόσα τα ϑρανία.

4. Να ϐρεθούν οι διαστάσεις ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε περίµε-
τρο 16m και εµβαδόν 15m2.

5. Να ϐρεθούν οι κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου µε υποτείνουσα
1m και εµβαδόν 24dm2.

6. Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι 90cm2. Αν η µία
διάστασή του ελαττωθεί κατά 4cm, ενώ η άλλη διάστασή του αυξηθεί κατά
6cm, τότε το εµβαδόν του δεν µεταβάλλεται. Να ϐρείτε τις διαστάσεις του
ορθογωνίου.
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