(§ 3.4)  Η ΥΠΕΡΒΟΛΗ
	►Ορισμός υπερβολής
Υπερβολή με εστίες  
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 και Ε, ονομάζεται ο γεωμετρικός τόπος C των σημείων του επιπέδου των οποίων η απόλυτη τιμή της διαφοράς των αποστάσεων από τα σταθερά σημεία  
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 και Ε  (που την παριστάνουμε με 2α) είναι σταθερή και μικρότερη του 
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=2γ  (που είναι η εστιακή απόσταση της υπερβολής).
Δηλαδή    
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Συμπληρωματικές ιδιότητες 

i) Ισχύει  α < γ    (Αφού για κάθε σημείο Μ της υπερβολής ισχύει:  | (
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ii) Η ευθεία 
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 λέγεται κύριος άξονας της υπερβολής
►Πώς βρίσκουμε σημεία υπερβολής
1. Παίρνουμε τμήμα μήκους ΚΛ=2α  και ένα τυχαίο σημείο Σ της ευθείας ΚΛ , έξω από το τμήμα ΚΛ.  

2. Γράφουμε τους κύκλους με κέντρα 
[image: image16.wmf]E
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 και Ε και ακτίνες ΚΣ και ΛΣ αντιστοίχως που τέμνονται στα σημεία Μ , Ν

3. Τότε τα σημεία Μ και Ν είναι σημεία της υπερβολής
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Απόδειξη
· |
[image: image18.wmf]ME

¢


[image: image19.wmf]-

ΜΕ| = 

   |ΚΣ
[image: image20.wmf]-

ΛΣ| = 2α   
· |
[image: image21.wmf]NE

¢



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image22.wmf]-
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Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε και άλλα σημεία της υπερβολής
►Μηχανική κατασκευή υπερβολής

1. Παίρνουμε ένα χάρακα μήκους μ και νήμα μήκους  μ
[image: image24.wmf]-
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2. Προσδένουμε το ένα άκρο του νήματος στην εστία Ε και το άλλο στην μία άκρη Α του χάρακα

3. Την άλλη άκρη του χάρακα την στερεώνουμε στην άλλη εστία 
[image: image25.wmf]E
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4. Κρατώντας το νήμα  τεντωμένο με ένα  μολύβι Μ κατά μήκος του χάρακα, τότε αυτό κατά την κίνησή του διαγράφει τόξο υπερβολής  (Αφού για κάθε θέση του Μ είναι |
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	►Εξίσωση υπερβολής

Α)  Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει

· άξονα 
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 την ευθεία  
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 και 

· άξονα 
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 την μεσοκάθετη του 
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       θέτουμε:    β =
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      Tότε:

       Η εξίσωση της υπερβολής με εστίες  
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        και Ε(γ,0)  και σταθερή διαφορά 2α  είναι                                  
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►Ιδιότητες Υπερβολής 
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1. Οι άξονες του συστήματος αποτελούν άξονες συμμετρίας  και η αρχή των αξόνων είναι κέντρο συμμετρίας (γιατί;).

2. Τέμνει τον 
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 στα σημεία 
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3. Δεν τέμνει τον  
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4. Για κάθε σημείο Μ(x,y) της υπερβολής  C  ισχύει

       (x
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5. Η υπερβολή βρίσκεται έξω από την «ταινία» που  ορίζουν οι  ευθείες  x = 
[image: image58.wmf]-

α  ,  x = α        
6. Αν  α=β  η C γράφεται  x2
[image: image59.wmf]-

y2 = α2   (Iσοσκελής υπερβ.)

Β)  Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει

· άξονα 
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 την ευθεία  
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 και 

· άξονα 
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 την μεσοκάθετη του 
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       θέτουμε:    β =
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      Tότε:

Η εξίσωση της υπερβολής με εστίες  
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        και Ε(0,γ)  και σταθερή διαφορά 2α  είναι                                  
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(§ 3.4)  Η ΥΠΕΡΒΟΛΗ

	►Ιδιότητες της υπερβολής   C :  
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1. Οι άξονες του συστήματος αποτελούν άξονες συμμετρίας  και η αρχή των αξόνων είναι κέντρο συμμετρίας (γιατί;).

2. Τέμνει τον 
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 στα σημεία 
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 και Α(0,α).  Είναι    (
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3. Δεν τέμνει τον 
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4. Για κάθε σημείο Μ(x,y) της υπερβολής  C ισχύει
       (
[image: image79.wmf]y
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  και  x
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5. Η υπερβολή βρίσκεται έξω από την «ταινία» που  ορίζουν οι  ευθείες  y =
[image: image83.wmf]-

α  ,  y = α        
6. Αν  α = β  η  C  γράφεται  y2
[image: image84.wmf]-

x2 = α2  ( Iσοσκελής υπερβολή)
►Κοινές ιδιότητες

1. Οι εστίες 
[image: image85.wmf]E

¢

, Ε της υπερβολής είναι πάντα στην ευθεία 
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2. Η υπερβολή έχει άξονες συμμετρίας τους 
[image: image87.wmf]¢
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 και 
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  και κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο(0,0) των αξόνων
3. Το  Ο λέγεται κέντρο της υπερβολής και τα  
[image: image89.wmf]¢
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, Α λέγονται κορυφές της υπερβολής 

4. Η υπερβολή αποτελείται από δύο χωριστούς κλάδους
►Ασύμπτωτη μιας καμπύλης C

Ασύμπτωτη μιας καμπύλης C λέγεται η ευθεία εκείνη που έχει την ιδιότητα:

«Όταν η τετμημένη κάποιου σημείου Μ(x,y) της C αυξάνεται  (ή μειώνεται) απεριόριστα δηλ. x
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) , η απόσταση του σημείου αυτού από την ευθεία τείνει προς το 0» 

· Η υπερβολή   
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  έχει ασύμπτωτες τις ευθείες:    

y = 
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x   και    y =
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· Η υπερβολή   
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  έχει ασύμπτωτες τις ευθείες:     

y =
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Πρακτικός κανόνας εύρεσης ασυμπτώτων:

1. Παραγοντοποιούμε το 1ο  μέλος της εξίσωσης της υπερβολής 

2. Εξισώνουμε κάθε παράγοντα με το 0

3. Λύνουμε ως προς y και έχουμε τις ασύμπτωτες


	►Το ορθογώνιο βάσης της υπερβολής

Οι ασύμπτωτες της υπερβολής είναι οι διαγώνιοι 

του ορθογωνίου ΚΛΜΝ  με κορυφές τα σημεία 

Κ(α,β) ,  Λ(α,
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β) ,  Μ(
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Το ορθογώνιο ΚΛΜΝ μπορεί να θεωρηθεί ως  βάση  

για την σχεδίαση μιας υπερβολής

Προσοχή!!!  Στην υπερβολή είναι: α>β  ή  α<β   ή  α=β
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►Εκκεντρότητα υπερβολής

Εκκεντρότητα ε της υπερβολής  
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λέγεται ο λόγος:    ε = 
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Παρατηρήσεις

· Είναι   ε > 1   ( αφού  γ > α )  δηλαδή: η εκκεντρότητα της υπερβολής είναι μεγαλύτερη της μονάδος

· Είναι  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf]2
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  (Απόδειξη)                                                  δηλαδή:  ο λόγος των διαστάσεων του ορθογωνίου βάσης της υπερβολής  είναι συνάρτηση της εκκεντρότητας
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Η σημασία της εκκεντρότητας στην υπερβολή:
· Όταν 
[image: image111.wmf]ε
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 τότε  
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  (που σημαίνει «ψηλό» ορθογώνιο βάσης)  οπότε οι κλάδοι της υπερβολής τείνουν να γίνουν δύο  παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα
· Όταν 
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 τότε  
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 (που σημαίνει «επίμηκες» ορθογώνιο βάσης)  οπότε οι κλάδοι της υπερβολής  γίνονται ολοένα και πιο κλειστοί




(§ 3.4)  Η ΥΠΕΡΒΟΛΗ

	►Εφαπτομένη υπερβολής

Η εφαπτομένη ε στο σημείο Μ1(x1,y1)  της υπερβολής:

1) 
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►Ανακλαστική ιδιότητα Υπερβολής

Έστω η υπερβολή C  και η εφαπτομένη ε στο σημείο της Μ Τότε ισχύει ότι:

Η εφαπτομένη ε στο σημείο Μ διχοτομεί την γωνία 
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Συμπέρασμα
Μια φωτεινή ακτίνα, κατευθυνόμενη προς τη μια εστία της υπερβολής, όταν ανακλάται στην επιφάνεια αυτής, διέρχεται από την άλλη εστία.
ΑΣΚΗΣΗ 3.49  (Απόδειξη ιδιοτήτων)   

Έστω οι υπερβολές  C1: 
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α) Να βρεθούν τα σημεία τομής των υπερβολών  με τους άξονες

β) Να  δείξετε οι 
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 είναι άξονες συμμετρίας και το Ο 

     κέντρο συμμετρίας των υπερβολών

γ) Να  δείξετε ότι:  

i) 
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ΑΣΚΗΣΗ 3.50
Δίνεται η ισοσκελής υπερβολή  x2
[image: image141.wmf]-

y2 = α2
Να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές, την εκκεντρότητα, τις ασύμπτωτες  και το είδος του ορθογωνίου βάσης.
	ΑΣΚΗΣΗ 3.51
Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής όταν             

1. Έχει εστία 
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 και μία κορυφή είναι το σημείο Α(4,0)

2. Έχει εστία Ε(0,13) και εκκεντρότητα 
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3. Έχει εστία Ε(0,5) και διέρχεται από το σημείο Μ(3,
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4. Διέρχεται από τα σημεία Μ(
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5. Έχει κορυφή Α(0,3) και διέρχεται από το σημείο Ρ(2,
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6. Έχει ασύμπτωτους τις ευθείες  y =
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  και y =
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 ,   και διέρχεται από το σημείο (
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7. Έχει κύριο άξονα τον 
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, εστιακή απόσταση 
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  και ασύμπτωτους τις ευθείες y =
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8. Έχει εκκεντρότητα 
[image: image156.wmf]5

4

 και κοινές εστίες με την έλλειψη 
[image: image157.wmf]22
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9. Είναι ισοσκελής και έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη     2x2 + 3y2 = 5

Υπόδειξη:

Για να γράψουμε την εξίσωση μιας υπερβολής πρέπει να γνωρίζουμε:  


[image: image158.wmf]·

 τις παραμέτρους α  και  β ,   (
[image: image159.wmf]22

b=g-a

)


[image: image160.wmf]·

 τον άξονα (
[image: image161.wmf]xx

¢

 ή 
[image: image162.wmf]yy

¢

) που βρίσκονται οι εστίες

Η θέση του α2 στην υπερβολή  εξαρτάται από τον άξονα  (
[image: image163.wmf]xx

¢

 ή 
[image: image164.wmf]yy

¢

)  που βρίσκονται οι εστίες (ή οι κορυφές της)

ΑΣΚΗΣΗ 3.52
Να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές ,την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες των υπερβολών:

α) 16x2 – 25y2 = 400     β) y2 – 4x2 = 4    γ) 169x2
[image: image165.wmf]-

25y2 = 4225 

δ) 9x2 – 16y2 = 144       ε) x2 – y2 = 4     στ) 144x2
[image: image166.wmf]-

25y2 = 3600 

ΑΣΚΗΣΗ 3.53
Δίνεται η γραμμή C με εξίσωση 
[image: image167.wmf]22
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i) Nα βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση παριστάνει υπερβολή

ii) Για τις τιμές που βρήκατε ποιες είναι οι εστίες και ο άξονας της  υπερβολής; 

Υπόδειξη:

Στην εξίσωση υπερβολής, το κλάσμα με το θετικό πρόσημο μας «δείχνει»  και τον άξονα  (
[image: image168.wmf]xx

¢

 ή  
[image: image169.wmf]yy

¢

) , πάνω στον οποίο  βρίσκονται οι εστίες και οι κορυφές της

ΑΣΚΗΣΗ 3.54
Έστω η υπερβολή 
[image: image170.wmf]22

22

xy

=1

αβ

-

 με εκκεντρότητα ε = 2. Να βρεθεί η γωνία των ασυμπτώτων της 

ΑΣΚΗΣΗ 3.55
Να βρεθούν τα σημεία της υπερβολής x2
[image: image171.wmf]-

y2  = 3, που έχουν ελάχιστη απόσταση από το σημείο Κ(0,2). (Υπόδ: Ελάχ. τριωνύμου)
ΑΣΚΗΣΗ 3.56
Να βρείτε την εξίσωση της χορδής της υπερβολής 4x2
[image: image172.wmf]-

9y2 =36 που έχει μέσο το σημείο Μ(6,2). (Υπόδ:Βρίσκω την κλίση της χορδής)


(§ 3.4)  Η ΥΠΕΡΒΟΛΗ

	►Εφαπτομένη Υπερβολής

[image: image173.wmf]a

 Για να γράψουμε την εξίσωση της εφαπτομένης της  C:

i) Αν γνωρίζουμε το σημείο επαφής A(x1,y1) , η εξίσωση προκύπτει  άμεσα  από τoυς τύπους  

ii) Αν δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής τότε το ονομάζουμε έστω Α(x1,y1), γράφουμε την εφαπτομένη στο Α  οπότε:

1. Οι συντεταγμένες του Α επαληθεύουν την εξίσωση της υπερβολής

2. H εφαπτομένη ικανοποιεί την συνθήκη του ζητήματος


[image: image174.wmf]a

Ευθεία εφαπτομένη σε υπερβολή   (Συνθήκη)

Για να εφάπτεται η ευθεία ε στην υπερβολή  C πρέπει το σύστημα των εξισώσεών τους να έχει μία  διπλή λύση

ΑΣΚΗΣΗ 3.57
Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής:  

α)  x2
[image: image175.wmf]-

4y2  = 5  στο σημείο της Μ(3,
[image: image176.wmf]-

1)

β)  9x2 – y2  = 32 που είναι παράλληλες στην ευθεία 9x+y+9 = 0

γ)  x2 – y2  = 1  που είναι κάθετες στην ευθεία y =
[image: image177.wmf]1

x

2


δ)  x2 – y2  = 16  που διέρχονται από το σημείο Μ(
[image: image178.wmf]-

1,
[image: image179.wmf]-

7) 

ΑΣΚΗΣΗ 3.58
Δίνεται η υπερβολή 
[image: image180.wmf]22
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. Να δείξετε ότι η ευθεία    

που διέρχεται από το σημείο Ρ(
[image: image181.wmf]-

1,2) και είναι παράλληλη στην ευθεία

 ε:  2x
[image: image182.wmf]-

y+7 = 0 , είναι εφαπτομένη της υπερβολής  

ΑΣΚΗΣΗ 3.59
Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 
[image: image183.wmf]22
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 και εφάπτεται στην ευθεία ε: y = x+1  

►Γεωμετρικοί τόποι

Ο γεωμετρικός τόπος ενός σημείου Μ(x,y) μπορεί να βρεθεί:


[image: image184.wmf]·

 Με απαλοιφή της παραμέτρου     


[image: image185.wmf]·

 Με την ιδιότητα που έχουν οι συντεταγμένες του Μ      

ΑΣΚΗΣΗ 3.60
Να δείξετε ότι το σημείο Μ
[image: image186.wmf]2
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[image: image187.wmf]Î
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,

ανήκει σε υπερβολή  για κάθε t
[image: image188.wmf]¹



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image189.wmf]±

1 

ΑΣΚΗΣΗ 3.61
Nα δείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών ε1: αy = λβ(α+x)    και   ε2: λαy = β(x
[image: image190.wmf]-

α) ανήκει για κάθε  λ
[image: image191.wmf]*

Î
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 σε υπερβολή  της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

ΑΣΚΗΣΗ 3.62
Nα δείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών  ε1: αy = β(x
[image: image192.wmf]-

λα)    και   ε2: λαy = β(α
[image: image193.wmf]-

λx) ανήκει για κάθε  λ
[image: image194.wmf]*
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 στην υπερβολή  
[image: image195.wmf]22
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ΑΣΚΗΣΗ 3.63
Δίνονται οι κύκλοι C1:
[image: image196.wmf]22

(x3)y9
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 και C2:
[image: image197.wmf]22

(x3)y9
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. Να δείξετε ότι τα κέντρα Μ των κύκλων που εφάπτονται εξωτερικά των C1, C2, βρίσκονται στον ένα κλάδο της υπερβολής, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.
	►Θεωρητικές Ασκήσεις
ΑΣΚΗΣΗ 3.64
Αν Ε1 είναι η προβολή της εστίας Ε της υπερβολής   
[image: image198.wmf]22

22
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πάνω στην ασύμπτωτη  y =
[image: image199.wmf]x

b

a

 να δείξετε ότι:  
α) (ΟΕ1) =α      β) (ΕΕ1) = β  

ΑΣΚΗΣΗ 3.65
Δίνεται η υπερβολή C:
[image: image200.wmf]2

2

22

y
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 και μια ευθεία ζ που διέρχεται απ’ την αρχή των αξόνων και τέμνει την C στα σημεία Μ και Ν. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της C στα Μ και Ν είναι παράλληλες.
ΑΣΚΗΣΗ 3.66
Δίνεται η υπερβολή C:
[image: image201.wmf]2

2

22

y

x
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 και ένα σημείο Μ(x1,y1) διαφορετικό απ’ τις κορυφές της. Η εφαπτομένη ε της C στο Μ τέμνει τον άξονα 
[image: image202.wmf]xx

¢

 στο Κ.
i) Αν Λ είναι η προβολή του Μ στον άξονα 
[image: image203.wmf]xx

¢

να αποδείξετε ότι 
[image: image204.wmf]2

(OK)(O)

×L=a

.

ii) Αν η κάθετη της ε στο Μ τέμνει τον άξονα 
[image: image205.wmf]xx

¢

στο Ν, να αποδείξετε ότι 
[image: image206.wmf]2

(OK)(ON)

×=g


ΑΣΚΗΣΗ 3.67
Από ένα σημείο Μ1(x1,y1) της υπερβολής  φέρνουμε παράλληλες προς τις ασύμπτωτους. Να δείξετε ότι το εμβαδό του σχηματιζόμενου παραλληλογράμμου είναι σταθερό.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΥΠΕΡΒΟΛΗ 
1. Στην υπερβολής   
[image: image207.wmf]22
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 ισχύει πάντα α > β

2. Η υπερβολή 
[image: image208.wmf]22

22
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τέμνει τον άξονα 
[image: image209.wmf]yy

¢

 σε δύο σημεία.

3. Όσο πιο μεγάλη είναι η εκκεντρότητα, τόσο πιο ανοικτή  είναι η υπερβολή.

4. Η ισοσκελής υπερβολή x2 
[image: image210.wmf]-

y2 =α2 έχει εκκεντρότητα ε =
[image: image211.wmf]2


5. Η υπερβολή   
[image: image212.wmf]22
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έχει ασύμπτωτες τις ευθείες       ε1: y =
[image: image213.wmf]x

a

b

  και   ε2: y =
[image: image214.wmf]x
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6. Η εξίσωση x2
[image: image215.wmf]-

9y = 0 παριστάνει υπερβολή.
7. Υπάρχουν υπερβολές που οι ασύμπτωτές τους είναι κάθετες  μεταξύ τους.
8. Η εκκεντρότητα της υπερβολής είναι πάντα μη αρνητικός αριθμός.

9. Η εξίσωση κx2 + λy2 = 0 παριστάνει υπερβολή για κάθε  κ, λ
[image: image216.wmf]Î

¡


10. Η ευθεία y =
[image: image217.wmf]1
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 εφάπτεται της υπερβολής   
[image: image218.wmf]2
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11. Η διχοτόμος της γωνίας  xOy τέμνει την υπερβολή x2
[image: image219.wmf]-

y2 =4 σε δύο σημεία.

12. Υπάρχει θ
[image: image220.wmf]Î
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, ώστε το σημείο (ημθ, 1) ανήκει στην  υπερβολή   
[image: image221.wmf]2
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13. Οι υπερβολές  
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 και 
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 έχουν τι ς ίδιες εστίες.

















Στην εξίσωση υπερβολής, το κλάσμα με το θετικό πρόσημο μας «δείχνει»  και τον άξονα  (χ΄χ  ή  y΄y) , πάνω στον οποίο  βρίσκονται οι εστίες και οι κορυφές της
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_1403152473.unknown

_1403155716.unknown

_1403157055.unknown

_1403290088.unknown

_1403328681.unknown

_1406549841.unknown

_1467187184.unknown

_1467187202.unknown

_1467186566.unknown

_1403328894.unknown

_1403328920.unknown

_1403329037.unknown

_1403328821.unknown

_1403325556.unknown

_1403325575.unknown

_1403290515.unknown

_1403325312.unknown

_1403290538.unknown

_1403290310.unknown

_1403290457.unknown

_1403288960.unknown

_1403289453.unknown

_1403289511.unknown

_1403289812.unknown

_1403289993.unknown

_1403289544.unknown

_1403289483.unknown

_1403289408.unknown

_1403289428.unknown

_1403289387.unknown

_1403286054.unknown

_1403286141.unknown

_1403288879.unknown

_1403286394.unknown

_1403288727.unknown

_1403286222.unknown

_1403286088.unknown

_1403285959.unknown

_1403285995.unknown

_1403286047.unknown

_1403159478.unknown

_1403157115.unknown

_1403156233.unknown

_1403156315.unknown

_1403156544.unknown

_1403156607.unknown

_1403156327.unknown

_1403156285.unknown

_1403156301.unknown

_1403156265.unknown

_1403156151.unknown

_1403156190.unknown

_1403156213.unknown

_1403156165.unknown

_1403156106.unknown

_1403156129.unknown

_1403156083.unknown

_1403155923.unknown

_1403154476.unknown

_1403155664.unknown

_1403155686.unknown

_1403155697.unknown

_1403155670.unknown

_1403155429.unknown

_1403155516.unknown

_1403155534.unknown

_1403155456.unknown

_1403154494.unknown

_1403153491.unknown

_1403154193.unknown

_1403154245.unknown

_1403154107.unknown

_1403154132.unknown

_1403154151.unknown

_1403154088.unknown

_1403153032.unknown

_1403153347.unknown

_1403153456.unknown

_1403153238.unknown

_1403152868.unknown

_1403153007.unknown

_1403152480.unknown

_1403118578.unknown

_1403119851.unknown

_1403150802.unknown

_1403151330.unknown

_1403151381.unknown

_1403151421.unknown

_1403151342.unknown

_1403151231.unknown

_1403151286.unknown

_1403150826.unknown

_1403119936.unknown

_1403120069.unknown

_1403120143.unknown

_1403120244.unknown

_1403120128.unknown

_1403120055.unknown

_1403119896.unknown

_1403119923.unknown

_1403119878.unknown

_1403118786.unknown

_1403119400.unknown

_1403119706.unknown

_1403119797.unknown

_1403119689.unknown

_1403119061.unknown

_1403119399.unknown

_1403118624.unknown

_1403118769.unknown

_1403118716.unknown

_1403118598.unknown

_1403117479.unknown

_1403118469.unknown

_1403118514.unknown

_1403118551.unknown

_1403118567.unknown

_1403118530.unknown

_1403118485.unknown

_1403118457.unknown

_1403118310.unknown

_1403118325.unknown

_1403118216.unknown

_1403118260.unknown

_1403117538.unknown

_1403116067.unknown

_1403116450.unknown

_1403116626.unknown

_1403116905.unknown

_1403116940.unknown

_1403117421.unknown

_1403116461.unknown

_1403116261.unknown

_1297924691.unknown

_1297945015.unknown

_1403112883.unknown

_1403116055.unknown

_1403112898.unknown

_1297945293.unknown

_1299688927.unknown

_1297935869.unknown

_1297935978.unknown

_1297925039.unknown

_1296070035.unknown

_1296768989.unknown

_1297676794.unknown

_1296658943.unknown

_1296716810.unknown

_1210146785.unknown

_1295636997.unknown

