(§3.3)   Η ΕΛΛΕΙΨΗ
	►Ορισμός έλλειψης
Έλλειψη (με εστίες δύο σταθερά σημεία 
[image: image1.wmf]E

¢

 και Ε του επιπέδου), ονομάζουμε τον γεωμετρικό τόπο C των σημείων του επιπέδου των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα σημεία  
[image: image2.wmf]E

¢

 και Ε, είναι σταθερό, και μεγαλύτερο του 
[image: image3.wmf]¢
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 (και το συμβολίζουμε με 2α).

Δηλαδή:  

(
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) + (ΜΕ) = 2α
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Συμπληρωματικές έννοιες
· Εστιακή απόσταση της έλλειψης ονομάζουμε το τμήμα 
[image: image7.wmf]EE

¢

 και την συμβολίζουμε με 2γ.

· Κύριος άξονας της έλλειψης λέγεται η ευθεία Ε΄Ε 
Συμπληρωματικές ιδιότητες 

i) Ισχύει  γ < α   (Αφού για κάθε σημείο Μ της έλλειψης ισχύει 
[image: image8.wmf](EE)

¢

< 
[image: image9.wmf](ME)
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+(ΜΕ) 
[image: image10.wmf]Þ

2γ < 2α)

ii) Αν γ = 0  η έλλειψη γίνεται κύκλος.
►Πώς βρίσκουμε σημεία έλλειψης
1. Παίρνουμε τμήμα μήκους ΚΛ = 2α  και ένα τυχαίο   σημείο αυτού Σ.  
2. Γράφουμε τους κύκλους με κέντρα 
[image: image11.wmf]E

¢

 και Ε και      ακτίνες ΚΣ και ΛΣ αντιστοίχως  που τέμνονται στα   σημεία  Μ και Ν. 
3. Τότε τα σημεία Μ και Ν είναι σημεία της έλλειψης

Απόδειξη
      
[image: image12.wmf](ME)

¢

+ (ΜΕ) = (ΚΣ) + (ΛΣ) = 2α     και 
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 + (ΝΕ) = (ΚΣ) + (ΛΣ) = 2α  
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►Μηχανική κατασκευή έλλειψης

1. Παίρνουμε νήμα μήκους 2α

2. Προσδένουμε τα άκρα του νήματος στις εστίες Ε  και 
[image: image15.wmf]E
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3. Κρατώντας το νήμα  τεντωμένο  με ένα  μολύβι Μ, τότε αυτό κατά την κίνησή του διαγράφει έλλειψη.

      (Αφού για κάθε θέση του Μ είναι 
[image: image16.wmf]ME
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+ ΜΕ = 2α)
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	►Εξίσωση Έλλειψης

A)  Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει: 
·  άξονα 
[image: image18.wmf]¢

xx

 την ευθεία   
[image: image19.wmf]¢

EE

 και 
·  άξονα 
[image: image20.wmf]¢
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 την μεσοκάθετη του 
[image: image21.wmf]¢
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θέτουμε:    β =
[image: image22.wmf]22
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    ( 0 < β < α).  Τότε                                                    
    Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες 
[image: image23.wmf]¢
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(
[image: image24.wmf]-
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      και Ε(γ,0)  και σταθερό άθροισμα 2α  είναι                                     
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          (ή     β2x2 + α2y2 = α2β2)
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Β)  Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει 

·  άξονα 
[image: image28.wmf]¢
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  την ευθεία  
[image: image29.wmf]¢
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  και 

·  άξονα 
[image: image30.wmf]¢
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 την μεσοκάθετη του 
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θέτουμε:    β =
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     (0 < β < α)     Tότε:

     Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες 
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        και Ε(0,γ)  και σταθερό άθροισμα 2α  είναι                                     
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         (ή    α2x2 + β2y2 = α2β2 )
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 = 2γ,
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+ ΜΕ = 2α
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►Ιδιότητες της έλλειψης
1)  Οι  x΄x και y΄y είναι άξονες συμμετρίας και η αρχή των  

     αξόνων είναι κέντρο συμμετρίας της έλλειψης (γιατί;).

2)  Η (Α) Τέμνει τον 
[image: image39.wmf]xx
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 στα σημεία 
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 και 
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 και τον 
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¢

 στα σημεία 
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    Η (Β) Τέμνει τον 
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 στα σημεία 
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 και 
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    και τον 
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¢

 στα σημεία 
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3)  Το τμήμα 
[image: image49.wmf]¢
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 λέγεται μεγάλος άξονας της C με μήκος  
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4)  Το τμήμα 
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 λέγεται μικρός άξονας της C με  μήκος  
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5)  Η έλλειψη περιέχεται στο ορθογώνιο που ορίζουν οι 
    ευθείες 
[image: image53.wmf]x

=-a

  , 
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6) Το τμήμα Μ1Μ4 ορίζει μία  διάμετρο της έλλειψης    και ισχύει  ότι 
[image: image59.wmf]14
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(§3.3)   Η ΕΛΛΕΙΨΗ
	►Εκκεντρότητα έλλειψης

Εκκεντρότητα ε της έλλειψης  
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( ή της 
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)  λέγεται ο λόγος:    ε = 
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Παρατηρήσεις

· Είναι   ε < 1   (αφού  γ < α)                                                   δηλαδή  η εκκεντρότητα της έλλειψης είναι μικρότερη της μονάδος
· Είναι   
[image: image64.wmf]-
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   (Απόδειξη)                                                              δηλαδή ο λόγος των αξόνων της έλλειψης είναι συνάρτηση της εκκεντρότητας
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Όμοιες ελλείψεις: 

Είναι αυτές που έχουν ίδια εκκεντρότητα
Στρογγυλωπή  έλλειψη έχουμε όταν 
[image: image67.wmf]®Þ®
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(γιατί;)
Επιμήκης έλλειψη  έχουμε όταν  
[image: image68.wmf]10

b

e®Þ®

a

   (γιατί;)
►ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΕΛΛΕΙΨΗΣ

Εξίσωση εφαπτομένης στο σημείο Μ1(x1,y1)
1)   
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2)   β2x2+α2y2 = α2β2  
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  β2xx1+α2yy1 = α2β2   
3)   
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4)   α2x2+β2y2 = α2β2   
[image: image76.wmf]¾¾¾¾¾¾®

εφαπτομένη

  α2xx1+β2yy1 = α2β2
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· Στην έλλειψη με εστίες στον x΄x  οι ευθείες 
[image: image78.wmf]x
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 είναι κατακόρυφες εφαπτόμενες και οι ευθείες 
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 είναι οριζόντιες εφαπτόμενες. 

· Στην έλλειψη με εστίες στον y΄y  οι ευθείες 
[image: image80.wmf]x
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 είναι κατακόρυφες εφαπτόμενες και οι ευθείες 
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=±a

 είναι οριζόντιες εφαπτόμενες.


	►Ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης

Έστω η έλλειψη C και η εφαπτομένη ε στο σημείο της Μ 

Τότε ισχύει ότι:

Η κάθετη ευθεία η στην εφαπτομένη ε στο σημείο επαφής  Μ διχοτομεί την γωνία 
[image: image82.wmf]ˆ
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, όπου  
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οι εστίες της έλλειψης.
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Συμπέρασμα

Ένα ηχητικό κύμα ή μια φωτεινή ακτίνα που ξεκινούν από τη μία  εστία μιας έλλειψης, όταν ανακλώνται σε αυτήν, διέρχονται από την άλλη εστία.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΆΣΚΗΣΗ 3.30 

Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης όταν:

1) Έχει εστία  
[image: image86.wmf]E

¢

(
[image: image87.wmf]-

8,0) και μεγάλο άξονα 20

2) Έχει εστία  Ε(0,3) και μεγάλο άξονα 8

3) Έχει εστία  Ε(4,0) και εκκεντρότητα  
[image: image88.wmf]1

2


4) Έχει εκκεντρότητα  
[image: image89.wmf]3

5

 και μεγάλο άξονα  20

5) Ισχύει α = 2β και διέρχεται από το σημείο (6,4)


6) Έχει εστίες στον άξονα 
[image: image90.wmf]yy

¢

, κορυφές  
[image: image91.wmf]B
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(
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2,0) , Β(2,0) και μεγάλο άξονα 6

7) Έχει μεγάλο άξονα στον 
[image: image93.wmf]xx

¢

 και διέρχεται από τα σημεία Μ(3,
[image: image94.wmf]-

4) και Ν(
[image: image95.wmf]-

6,2)

8) Έχει μεγάλο άξονα στον y΄y, διέρχεται από το σημείο Ρ(
[image: image96.wmf]2

,2) και εστιακή απόσταση 
[image: image97.wmf]EE
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= 4

Υπόδειξη:

Για να γράψουμε την εξίσωση μιας έλλειψης πρέπει να γνωρίζουμε:  


[image: image98.wmf]·

τις παραμέτρους α και β,   (β =
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 τον άξονα (
[image: image101.wmf]xx
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 ή 
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) που βρίσκονται οι εστίες

Η θέση του παρονομαστή α2 στην εξίσωση της έλλειψης εξαρτάται από τον άξονα (
[image: image103.wmf]xx

¢

 ή 
[image: image104.wmf]yy
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)  στον οποίο  βρίσκονται οι εστίες

ΆΣΚΗΣΗ 3.31
Να βρείτε τα μήκη των αξόνων, τις εστίες και την εκκεντρότητα των ελλείψεων 

   α)
[image: image105.wmf]22
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          β) 
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         γ)
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   δ) x2 + 4y2 = 4          ε) 4x2 + 9y2 = 144      στ)  4x2 + 9y2 = 144         

   ζ) 12x2 + 3y2 = 36   

· 4 Α ομάδας σελ.112 σχολικού

ΆΣΚΗΣΗ 3.32 

Έστω η γραμμή C με εξίσωση 
[image: image108.wmf]22
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α) Να βρείτε τις τιμές του κ ώστε η C να παριστάνει έλλειψη

β) Για ποια τιμή του κ μία εστία της  C είναι το σημείο (
[image: image109.wmf]-

3,0)



(§3.3)   Η ΕΛΛΕΙΨΗ
	►Εφαπτομένη της έλλειψης

· Αν γνωρίζουμε το σημείο επαφής A(x1,y1) , η εξίσωση προκύπτει άμεσα  από τoυς τύπους  

· Αν δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής τότε το ονομάζουμε έστω Α(x1,y1) , γράφουμε την εφαπτομένη στο Α  και έχουμε 

i) Οι συντεταγμένες του Α επαληθεύουν την εξίσωση της έλλειψης

ii) H εφαπτομένη ικανοποιεί την συνθήκη του ζητήματος

· Αλλιώς Αν η εφαπτομένη ε έχει γνωστή κλίση (παράλληλη ή κάθετη σε δεδομένη ευθεία) τότε θεωρούμε την ε: y=λx+β (άγνωστο το β) και απαιτούμε το σύστημα εφαπτομένης & έλλειψης να έχει μία (διπλή) λύση. Προσοχή! Ο τρόπος αυτός δεν συμφέρει όταν η εφαπτομένη διέρχεται από τυχαίο σημείο Ρ(x2,y2) και θεωρούμε την ε: y
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ΆΣΚΗΣΗ 3.33 

Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης:

α) 3x2 + y2 = 4  στο σημείο της Μ(1,
[image: image113.wmf]-

1)

β) 
[image: image114.wmf]22
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 που είναι παράλληλες στην ευθεία 3x+2y+7=0

γ) 
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 που είναι κάθετες στην ευθεία y =
[image: image116.wmf]1
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  που διέρχονται από το σημείο Μ(3,3)
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Δίνονται η έλλειψη C1: 
[image: image118.wmf]22
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 και ο κύκλος  C2: x2+y2=α2. Έστω  Μ1, Μ2  σημεία των C1, C2 αντιστοίχως που έχουν ίδια τετμημένη. Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των C1, C2 στα αντίστοιχα σημεία Μ1, Μ2 ,τέμνονται πάνω στον άξονα 
[image: image119.wmf]xx
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.
ΆΣΚΗΣΗ 3.35 

Δίνεται η έλλειψη C:
[image: image120.wmf]2
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. Να βρείτε:

i) Την εφαπτομένη στο σημείο της 
[image: image121.wmf]1

M(,3)
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.

ii) Τις εφαπτόμενες τις κάθετες στην ευθεία ζ: x
[image: image122.wmf]-

2y+2 = 0.

iii) Τις εφαπτόμενες που διέρχονται απ’ το σημείο Α(1,6).

ΆΣΚΗΣΗ 3.36 

Δίνεται  έλλειψη με εστίες στον 
[image: image123.wmf]xx

¢

 συμμετρικές ως προς την αρχή των αξόνων. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης αν εφάπτεται στην ευθεία 2x+3y
[image: image124.wmf]-

12 = 0 στο σημείο Μ(3,2).

►Πολική ευθεία ενός σημείου ως προς έλλειψη

ΆΣΚΗΣΗ 3.37 

Δίνεται η έλλειψη C:
[image: image125.wmf]2
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. Από το σημείο Ρ(10,18) φέρουμε τις εφαπτόμενες της έλλειψης και έστω Α, Β τα σημεία επαφής. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΒ.

►Κοινές εξωτερικές εφαπτόμενες έλλειψης και κύκλου

Έστω Μ(xM,yM) το σημείο επαφής της εφαπτομένης με την έλλειψη. Η εφαπτομένη ε της έλλειψης εφάπτεται και στον κύκλο (Κ,ρ) (σε  σημείο διαφορετικό του Μ) αν και μόνο αν d(K,ε) = ρ. 

ΆΣΚΗΣΗ 3.38 

Να βρείτε τις κοινές (εξωτερικές) εφαπτόμενες της έλλειψης  

C1: 
[image: image126.wmf]2
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 και του κύκλου  C2: (x
[image: image127.wmf]-

3)2 + y2 = 5
	►Ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης

ΆΣΚΗΣΗ 3.39 

Δίνεται η έλλειψη C:
[image: image128.wmf]2
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 που διέρχεται απ’ το  Μ(5,4).

i) Βρείτε το κ2.

ii) Βρείτε την εφαπτομένη στο Μ.

iii) Αν 
[image: image129.wmf]E

¢

 και Ε οι εστίες, να βρείτε την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας 
[image: image130.wmf]ˆ
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►Γεωμετρικοί τόποι

Ο γεωμ. τόπος ενός σημείου Μ(x,y) μπορεί να βρεθεί:


[image: image131.wmf]·

 Με απαλοιφή της παραμέτρου     


[image: image132.wmf]·

 Με την ιδιότητα που έχουν οι συντεταγμένες του Μ      

ΆΣΚΗΣΗ 3.40 

Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ(5ημφ, 3συνφ) με φ
[image: image133.wmf]Î
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, κινείται σε έλλειψη της οποίας να βρείτε τις εστίες και την εκκεντρότητα.

ΆΣΚΗΣΗ 3.41
Να δείξετε ότι το σημείο Μ
[image: image134.wmf]2
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[image: image135.wmf]Î
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 ανήκει σε έλλειψη

ΆΣΚΗΣΗ 3.42 

Έστω η έλλειψη  
[image: image136.wmf]22
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 και τα σημεία  Α(ασυνθ,βημθ)    και Β(
[image: image137.wmf]-

αημθ, βσυνθ) , θ
[image: image138.wmf]Î

[0,2π)

i) Να δείξετε ότι τα σημεία ανήκουν στην έλλειψη 

ii) Αν οι εφαπτόμενες στα Α και Β τέμνονται στο σημείο Μ    να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του  Μ

ΆΣΚΗΣΗ 3.43 

Το σημείο Ρ(α,β) κινείται σε κύκλο C: x2 + y2 = 36. Να αποδείξετε ότι το σημείο 
[image: image139.wmf]M(,)
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 κινείται σε έλλειψη της οποίας να βρείτε τις εστίες και την εκκεντρότητα.

ΆΣΚΗΣΗ 3.79 

Δίνεται η έλλειψη 
[image: image140.wmf]22
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. Αν Ρ(x1,y1) είναι μεταβλητό σημείο της έλλειψης , να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ
[image: image141.wmf]1111
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ΆΣΚΗΣΗ 3.44 

Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2
[image: image142.wmf]-

6x
[image: image143.wmf]-

72 = 0.

i) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ.

ii) Να βρείτε την εφαπτομένη στο Α(12,0).

iii) Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ που η απόστασή τους απ’ το Κ είναι ίση με το μισό της απόστασής τους απ’ την εφαπτομένη. 

ΆΣΚΗΣΗ 3.45 

Δίνεται η παραβολή C1: y2 = 2px και η έλλειψη 

     C2: 4x2+2y2 = 3p2, με p > 0. Αποδείξτε ότι:

i) Oι εστίες είναι 
[image: image144.wmf]p3

E(0,)
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 και 
[image: image145.wmf]p3
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ii) Τα σημεία τομής των C1, C2 είναι Κ(
[image: image146.wmf]p

2

, p) και Λ(
[image: image147.wmf]p

2

, 
[image: image148.wmf]-

p).

iii) Οι εφαπτόμενες των C1, C2 στο Κ, είναι κάθετες.
· 7  Β Ομάδας σε. 113 σχολικού


(§3.3)   Η ΕΛΛΕΙΨΗ
	►Θεωρητικές ασκήσεις

ΆΣΚΗΣΗ 3.46 

Έστω η έλλειψη  
[image: image149.wmf]2

2

22

y

x

+=1

αβ

, 0<β<α και οι εφαπτόμενες ε, ε΄ 

στις κορυφές Α , Α΄ αντιστοίχως. Η εφαπτομένη ζ της έλλειψης σε τυχαίο σημείο της Μ1 , τέμνει τις ε , ε΄ στα σημεία  Γ , Γ΄ αντιστοίχως

Να δειχθεί ότι:  α) 
[image: image150.wmf]$
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=90ο         β) ΑΓ
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Α΄Γ΄=β2
ΆΣΚΗΣΗ 3.47 

Έστω η έλλειψη  
[image: image152.wmf]2
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Να αποδείξετε ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών της από τυχαία εφαπτομένη της έλλειψης είναι β2
ΆΣΚΗΣΗ 3.48  (8 Β Ομάδας σελ.113 σχολικού)

Έστω η έλλειψη  
[image: image153.wmf]2
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και η εφαπτομένη στο σημείο της Μ1(x1,y1). Αν η εφαπτομένη τέμνει τους άξονες χ΄χ και y΄y  στα σημεία Γ(p,0) και Δ(0,q) , να δείξετε ότι 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΕΛΛΕΙΨΗ 
Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις ως 

σωστό (Σ) ή λάθος (Λ)

1. Δύο από τις κορυφές και οι εστίες οποιασδήποτε έλλειψης, βρίσκονται στην ίδια ευθεία.
2. Όσο η εκκεντρότητα μιας έλλειψης πλησιάζει προς το 0, τόσο η έλλειψη τείνει να γίνει κύκλος.
3. Η εξίσωση 
[image: image155.wmf]2

2

22

y

x

1

+

ab

=

 παριστάνει έλλειψη μόνο αν α > β.
4. Η εστιακή απόσταση μιας έλλειψης είναι το μισό του μεγάλου άξονα. Η εκκεντρότητα αυτής της έλλειψης είναι 1 .
5. Μια ευθεία που έχει ένα μόνο κοινό σημείο με μια έλλειψη, είναι πάντοτε εφαπτομένη της.
6. Η εξίσωση  
[image: image156.wmf]22
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  παριστάνει έλλειψη. 
7. Το σημείο (κ, λ) ανήκει σε κάθε έλλειψη με κέντρο Ο, η  οποία περιέχει το σημείο (- κ, - λ).
8. Δύο ελλείψεις που έχουν τις ίδιες εστίες, είναι όμοιες.
9. Δύο όμοιες ελλείψεις έχουν πάντα τις ίδιες εστίες.
10. Το σημείο  Α(2, 
[image: image157.wmf]-

2) βρίσκεται έξω από την έλλειψη  
[image: image158.wmf]2
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11. Η εξίσωση x2 + κy2 = 1 παριστάνει έλλειψη μόνο όταν κ > 0.
12. Η έλλειψη x2 + 2y2 = 1 και ο κύκλος x2 + y2 = 1 δεν έχουν κοινό σημείο.
13. Τα σημεία της έλλειψης  
[image: image159.wmf]2
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είναι εσωτερικά της έλλειψης  
[image: image160.wmf]2
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14. Εστιακή απόσταση μιας έλλειψης ονομάζεται η απόσταση δύο σημείων της που είναι συμμετρικά ως προς το κέντρο της.   
15. Η εκκεντρότητα της έλλειψης  4x2 + y2 = 4 είναι ε =
[image: image161.wmf]23
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16. Οι ελλείψεις 
[image: image162.wmf]2
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 και  
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 είναι όμοιες.
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