(§3.1)   Ο  ΚΥΚΛΟΣ
	 ► (Ι) Κύκλος κέντρου Ο(0, 0)  και ακτίνας  ρ
► (ΙΙ) Κύκλος κέντρου Κ(x0, y0)  και ακτίνας ρ 

1) Ο κύκλος με κέντρο την αρχή  Ο(0,0)  των αξόνων και ακτίνα  ρ  (σχήμα 1) έχει  εξίσωση:    
x2 + y2 = ρ2   (απόδειξη)
2) Ο κύκλος με κέντρο το σημείο Κ(x0,y0) και ακτίνα ρ (σχήμα 2) έχει  εξίσωση:    
(x
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x0)2 + (y
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y0)2 = ρ2 (απόδειξη)
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Σχήμα 1
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Σχήμα 2

Μοναδιαίος κύκλος: λέγεται ο κύκλος με κέντρο  Ο(0,0)  και ακτίνα  ρ=1  και έχει εξίσωση

x2 + y2 = 1

►Εφαπτομένη κύκλου

Η εφαπτομένη του κύκλου  x2 + y2 = ρ2 στο σημείο του Α(xΑ,yΑ)  έχει:

εξίσωση: xxΑ + yyA = ρ2   και

                        κλίση:     λε =
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►Γενική Εξίσωση Κύκλου

Θεώρημα: Κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής:

 x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0   με  Α2 + Β2 – 4Γ > 0   (Ι)
 και αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της μορφής (Ι) παριστάνει   

 κύκλο
κέντρου  
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	►Σχετικές θέσεις δύο κύκλων

Διάκεντρο δ λέμε το τμήμα που ενώνει τα κέντρα των κύκλων 

1) Ο μικρός στο εσωτερικό του μεγάλου
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δ < R – ρ  
2) Εφάπτονται εσωτερικά
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δ = R – ρ

3) Εφάπτονται εξωτερικά
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δ = R + ρ

4) Ο  ένας στο εξωτερικό του άλλου
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δ > R + ρ

5) Έχουν δύο κοινά σημεία
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R – ρ < δ < R + ρ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΕ ΟΜΑΔΕΣ
►Η εξίσωση 
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Παριστάνει κύκλο  κέντρου 
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4Γ  >  0

Στις ασκήσεις χρησιμοποιούμε και συμπλήρωση τετραγώνου.

ΑΣΚΗΣΗ 3.1
Δείξτε ότι οι παρακάτω εξισώσεις παριστάνουν κύκλο και βρείτε το κέντρο και την ακτίνα των κύκλων αυτών. Μετά να τους γράψετε και με άλλη μορφή. 

1. 
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7. 
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8. x2+y2
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4αx+10βy+4α2+16β2 = 0    


(§3.1)   Ο  ΚΥΚΛΟΣ

	►Ευθεία εφαπτομένη σε κύκλο

Για να είναι η ευθεία  ε  εφαπτομένη του κύκλου κέντρου Κ(x0,y0) και ακτίνας ρ, αρκεί να ισχύει  d(K, ε) = ρ 

ΑΣΚΗΣΗ 3.10 

i) Να δείξετε ότι η ευθεία:  ζ:  3x
[image: image28.wmf]-

y = 10  είναι εφαπτομένη του κύκλου x2 + y2 = 10

ii) Να δείξετε ότι η ευθεία  η:  3x
[image: image29.wmf]-

4y
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19 = 0 είναι εφαπτομένη του κύκλου  x2+(y+1)2  = 9
iii) Να βρεθεί ο λ ώστε η ευθεία  θ: y = λx
[image: image31.wmf]-

4 να είναι εφαπτομένη  του  κύκλου  (x
[image: image32.wmf]-

1)2 + (y+2)2 = 1
►Εφαπτομένη κύκλου κέντρου Κ(x0,y0) σε 

σημείο Α(x1,y1) που ανήκει στον κύκλο

· Αν  το σημείο επαφής βρίσκεται στην ίδια κατακόρυφη ή οριζόντια ευθεία με το κέντρο, η εφαπτομένη είναι   y = y1  ή  x = x1  αντίστοιχα. 

· Σε άλλη περίπτωση:

      1ος τρόπος: Ένα σημείο Μ(x,y) ανήκει στη ζητούμενη  

      εφαπτομένη αν και μόνο αν: 
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      2ος τρόπος: H εφαπτομένη είναι  ε: y
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y1 = λε(x
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x1) όπου  
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ΑΣΚΗΣΗ 3.3 

Δίνεται κύκλος C: (x+1)2+(y
[image: image37.wmf]-

2)2 = 25. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου C στα σημεία του:

           i) Α(3, 
[image: image38.wmf]-

1)       ii) Β(4,2)            iii)Γ(
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· 7 Α ομάδας σελίδα 88 σχολικού
►Εφαπτομένη ε κύκλου  κέντρου Ο(0,0)  

σε σημείο Ρ(x0,y0) που δεν ανήκει στον κύκλο  

· Θεωρούμε Α(xΑ,yΑ)  το άγνωστο σημείο επαφής οπότε η εφαπτομένη είναι xAx + yAy = ρ2. Τότε λύνω το σύστημα 
[image: image40.wmf]P 
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 δύο εξισώσεων με άγνωστες τις συντεταγμένες του σημείου επαφής (xΑ,yΑ). 

· Αλλιώς:  Οι ευθείες που διέρχονται απ’ το Ρ(x0,y0) είναι της μορφής:                                                                                       

        ε: x = x0 (κατακόρυφη)   ή  ε: y
[image: image41.wmf]-

y0 = λ(x
[image: image42.wmf]-

x0).                  Η  ευθεία ε  είναι εφαπτομένη του κύκλου κέντρου Ο(0,0) αν και μόνο αν: 
· 
[image: image43.wmf]d(O,
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  ή 
· το σύστημα των εξισώσεων κύκλου – ευθείας  έχει μία λύση (πολλές πράξεις). 

►Εφαπτομένη  κύκλου  με γνωστή κλίση λ 

· Γενικά: Θεωρούμε ε: y = λx + β 
[image: image44.wmf]ε:λxy+β=0
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την ευθεία με κλίση λ (δίνεται το λ, άγνωστο το β).                                                             
Η  ε  εφαπτομένη 
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· Mόνο για τον κύκλο  
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Θεωρώ  Α(xΑ,yΑ)  το άγνωστο σημείο επαφής τότε η εφαπτομένη είναι ε: xAx + yAy = ρ2 με 
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 δύο εξισώσεων 

ΑΣΚΗΣΗ 3.4 

Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2 = 25. Να βρείτε:

i) Την εφαπτομένη στο σημείο του Α(
[image: image50.wmf]-

4,3).

ii) Τις εφαπτόμενες κάθετες στην ευθεία  ζ:4x
[image: image51.wmf]-

3y+2011 = 0

iii) Τις εφαπτόμενες  που διέρχονται απ’ το σημείο Ρ(5,10).
	►Εφαπτομένη ε κύκλου  κέντρου Κ(x0,y0)  σε 
σημείο Ρ(xp,yp) που δεν ανήκει στον κύκλο

Οι ευθείες που διέρχονται απ’ το 
[image: image52.wmf]pp
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· ε: 
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Η  ευθεία ε είναι εφαπτομένη του κύκλου κέντρου Κ αν και μόνο αν                             
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Προσοχή!! Η μέθοδος 
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, όπου Α(x1,y1) το σημείο επαφής  δεν μας βοηθάει στην προκειμένη περίπτωση.
ΑΣΚΗΣΗ 3.5 

Δίνεται ο κύκλος C: (x
[image: image58.wmf]-

4)2 + (y+2)2 = 25 και το σημείο Α(9,8).

i) Δείξτε ότι το Α είναι εξωτερικό του κύκλου.

ii) Βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται απ’ το Α.

►Περιγεγραμμένος κύκλος τριγώνου

1ος τρόπος: Το κέντρο Κ του περιγεγραμμένου κύκλου είναι το σημείο τομής των μεσοκαθέτων δύο πλευρών.

2ος τρόπος: Θεωρώ τον κύκλο 
[image: image59.wmf]22

x+y+Ax+By+
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, αντικαθιστώ τις συντεταγμένες των τριών κορυφών απ’ τις οποίες διέρχεται και λύνω ένα σύστημα 
[image: image60.wmf]33

´

 με άγνωστα τα Α, Β, Γ.
ΑΣΚΗΣΗ 3.6 

Δίνεται τρίγωνο ΔΕΖ με   Δ(
[image: image61.wmf]-

3,1),   Ε(5,5)  και   Ζ(2, 
[image: image62.wmf]-

4).  

Να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου στο τρίγωνο ΔΕΖ.

►Σχετική θέση ευθείας κύκλου – δύο κύκλων

ΑΣΚΗΣΗ 3.8 

Δίνεται ο κύκλος C: (x
[image: image63.wmf]-

2)2+(y
[image: image64.wmf]-

1)2 = 10 και οι ευθείες                

ε1: 3x
[image: image65.wmf]-

4y+18 = 0    και    ε2: 2x
[image: image66.wmf]-

y
[image: image67.wmf]-

8 = 0.

i) Βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών με τον κύκλο.

ii) Βρείτε τα κοινά σημεία των ευθειών με τον κύκλο.

iii) Βρείτε το α
[image: image68.wmf]Î
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, ώστε η ευθεία ζ: αx
[image: image69.wmf]-

y+α+2 = 0 να εφάπτεται στον κύκλο C.
►Γεωμετρικοί τόποι

1. Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ(x,y) του γεωμετρικού τόπου

2. Εκφράζουμε με αλγεβρικές σχέσεις την ιδιότητα που έχει  το σημείο Μ  

3. Εκτελούμε τις πράξεις και παίρνουμε μία εξίσωση ως προς  x,y  

· Ασκήσεις 5, 6, 7, 10, Β Ομάδας σελίδα 88-89 σχολικού)

ΑΣΚΗΣΗ 3.10 

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων τομής των ευθειών ε1: λx
[image: image70.wmf]-

y
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1 = 0    και   ε2: x+λy
[image: image72.wmf]-

λ = 0 

ΑΣΚΗΣΗ 3.11

Δίνεται ο κύκλος x2+y2 +2x
[image: image73.wmf]-

3 = 0.  Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ από τα οποία οι εφαπτόμενες στον κύκλο είναι κάθετες. 
►Μέγιστες – Ελάχιστες αποστάσεις

ΑΣΚΗΣΗ 3.12

Δίνεται το σημείο Κ(1,1). 

i) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 
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ii) Να βρείτε τη μέγιατη και ελάχιστη απόσταση του Μ από την αρχή των αξόνων.

iii) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση του Μ από την ευθεία x+y+2 = 0

iv) Να βρείτε τη μέγιστη και ελάχιστη απόσταση του Μ  από τον κύκλο 
[image: image75.wmf]22
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(§3.1)   Ο  ΚΥΚΛΟΣ
	Πολική ευθεία ενός σημείου ως προς κύκλο

ΑΣΚΗΣΗ 3.7 

Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2 = 15. Από το σημείο Ρ(3,4) φέρουμε τις εφαπτόμενες στον κύκλο C και έστω Α, Β τα σημεία επαφής. Να βρείτε  
 i) Την εξίσωση της ευθείας ΑΒ.

 ii) Την απόσταση του Ρ απ’ την ευθεία ΑΒ.

· 3 Β Ομάδας σελ. 88 σχολικού
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟΝ ΚΥΚΛΟ
Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστή (Σ)  ή λάθος (Λ)

1. Η εξίσωση x2 + y2 = α (α > 0) παριστάνει κύκλο.

2. Η εξίσωση x2 + y2 + κx + λy = 0 με κ, λ
[image: image76.wmf]¹

0 παριστάνει πάντα κύκλο.

3. Ο κύκλος με κέντρο Κ (1,
[image: image77.wmf]-

1) που περνά από το σημείο (
[image: image78.wmf]-

1,1) έχει πάντα εξίσωση: (x
[image: image79.wmf]-

1)2 + (y + 1)2 = 8.Η εξίσωση x2 + y2 + α (x + y + 1) = 0 παριστάνει κύκλο για κάθε θετικό α.

4. Το σημείο (
[image: image80.wmf]22
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) ανήκει στον κύκλο  4(x
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ημθ)2 + 4(y
[image: image82.wmf]-

συνθ)2 = 1 για κάθε πραγματικό αριθμό θ. 

5. Το σημείο του κύκλου x2 + y2 = 4 με τετμημένη 2  βρίσκεται πάνω στην ευθεία y = x.

6. Οι κύκλοι (x
[image: image83.wmf]-

1)2 + (y + 2)2 = 1  και (x
[image: image84.wmf]-

2)2 + (y + 1)2 = 10 εφάπτονται εξωτερικά

7. Ο κύκλος (x + 1)2 + y2 = 18 τέμνει την ευθεία y = x + 1.

8. Τα σημεία (
[image: image85.wmf]-

2, 2) και (4, 2) του κύκλου (x
[image: image86.wmf]-

1)2 + (y
[image: image87.wmf]-

2)2 = 9 είναι αντιδιαμετρικά.

9. Οι κύκλοι x2 + (y
[image: image88.wmf]-

1)2 = 3 και x2 + (y
[image: image89.wmf]-

1)2 =
[image: image90.wmf]10
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 έχουν δύο κοινά σημεία.
10. Η εξίσωση (x + y)2
[image: image91.wmf]-

4 = 2xy παριστάνει κύκλο.

11. Οι εξισώσεις x = ρημφ και y = ρσυνφ, φ
[image: image92.wmf]Î

[0,2π) είναι οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου C: x2 + y2 = ρ2.

12. Η εφαπτομένη ευθεία του κύκλου x2 + y2 = 1 στο σημείο με τετμημένη 1 έχει εξίσωση x + y = 1.

15. Η εξίσωση x2
[image: image93.wmf]-

2x + 1 + y2 = 5 παριστάνει κύκλο με  κέντρο το σημείο (1, 0).

16. Η καμπύλη που παριστάνει η εξίσωση x2 + y2 = α2  είναι γραφική παράσταση συνάρτησης.

17. Η   σχέση   y =
[image: image94.wmf]22
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  είναι  τύπος   συνάρτησης  που παριστάνει ημικύκλιο (
[image: image95.wmf]-

α 
[image: image96.wmf]£

 x 
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 α).

18. Ένας κύκλος έχει το κέντρο του στην ευθεία y = x. Έχει πάντα εξίσωση (x
[image: image98.wmf]-

α)2 + (y
[image: image99.wmf]-

α) 2 = ρ2.

19. Ένα σημείο (x1, y1) είναι εσωτερικό κύκλου με κέντρο    Κ(x0, y0) και ακτίνα ρ. Ισχύει: (x1
[image: image100.wmf]-

x0)2 + (y1
[image: image101.wmf]-

y0)2 < ρ2.

20. H εξίσωση  x2 + y2 + 
[image: image102.wmf]a

x +
[image: image103.wmf]a

y –α = 0  παριστάνει κύκλο όταν α > 0

21. Ο κύκλος (x
[image: image104.wmf]-

1)2 + (y +1)2 = 1 εφάπτεται στους άξονες 
[image: image105.wmf]xx
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  και  
[image: image106.wmf]yy
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	22. Έστω ο κύκλος x2 + y2 + αx + βy +γ = 0  

i) Αν α = 0  έχει κέντρο στον άξονα 
[image: image107.wmf]xx
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ii) Αν β  = 0 και  γ = 0 εφάπτεται στον άξονα 
[image: image108.wmf]xx
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iii) Αν γ = 0  διέρχεται από την αρχή των αξόνων

iv) Αν α+β = 0 το κέντρο του βρίσκεται στην ευθεία y =
[image: image109.wmf]-

x
v) Αν α > 0  και β > 0 , το κέντρο του βρίσκεται στο 3ο τεταρτημόριο
23. Ο κύκλος x2 + (y +2)2 = 2  διέρχεται από το σημείο Ο(0,0)
24. Ο κύκλος  2x2 + 2y2 = 2  είναι μοναδιαίος
25. Η εξίσωση (x
[image: image110.wmf]-

α)2 + (y
[image: image111.wmf]-

α)2 = α2+α+1   παριστάνει κύκλο για κάθε α
[image: image112.wmf]Î
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Η εξίσωση  2x2 + 2y2 + 4x + 6y
[image: image113.wmf]-

2 = 0   παριστάνει κύκλο 

26. Η εξίσωση 2x2 + 2y2 + αx + βy +γ = 0  με α2+β2
[image: image114.wmf]-

8γ = 0 παριστάνει σημείο

27. Η εξίσωση λx2 + λy2 + αx + βy +γ = 0  με λ < 0  και                α , β , γ > 0 παριστάνει κύκλο με κέντρο σημείο του  1ου  τεταρτημόριου

28. Οι κύκλοι  x2 + y2 + αx + βy +γ = 0  και  x2 + y2 + αx + βy +δ = 0 , με γ
[image: image115.wmf]¹

δ είναι ομόκεντροι

29. Έστω Μ(συνθ,ημθ)  σημείο του κύκλου x2+y2  = 1. Tότε το διάνυσμα 
[image: image116.wmf]v
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ημθ, συνθ) είναι κάθετο στην ΟΜ

30. Οι κύκλοι x2 + (y 
[image: image118.wmf]-

1)2 = 1  και    x2 + (y +1)2 = 1  εφάπτονται
Επιλέξτε την σωστή απάντηση από τις παρακάτω προτάσεις
32. Ο κύκλος που έχει κέντρο το σημείο (1, 2) και εφάπτεται στον άξονα 
[image: image119.wmf]xx

¢

, έχει εξίσωση

        Α.  (x
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1)2 + (y
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2)2 = 2                  Β.  (x
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2)2 + (y
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1)2 = 2                   

        Γ.  (x
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1)2 + (y
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2)2 = 4                 Δ.  (x + 1)2 + (y + 2)2 = 2                  

        Ε.  (x + 1)2 + (y + 2)2 = 4

33. Ο κύκλος (x
[image: image126.wmf]-

3)2 + (y
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2)2 = ρ2 εφάπτεται του άξονα 
[image: image128.wmf]xx

¢

.    Η τιμή του ρ  είναι

        Α. 1               Β. 2
         Γ. 3               Δ. 5  
34. Αν το κέντρο του κύκλου  x2 + y2 + αx + βy +2 = 0  είναι το σημείο (4, 
[image: image129.wmf]-

8) , τότε το α+β είναι 

        Α. 
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4         Β. 4                Γ. 8                Δ.  
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8       Ε. 24  
35. Ο κύκλος  x2 + y2 =10  έχει εφαπτομένη την ευθεία με εξίσωση

       Α. y = 0       Β. x = 0        Γ. x = 10        Δ. x =
[image: image132.wmf]10

       Ε.  y = 10
36. Aν ο κύκλος  x2 + y2
[image: image133.wmf]-

2αx
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2βy +γ = 0  δεν τέμνει τον άξονα  
[image: image135.wmf]xx

¢

 τότε

        Α. α2  < γ        Β. α2  > γ          Γ.  α2  = γ        Δ. β2  < γ         Ε. β2  > γ
37. Ο  κύκλος με παραμετρικές εξισώσεις  x = 2ημφ   και y = 2συνφ  , φ
[image: image136.wmf]Î

[0,2π)  και ο κύκλος   x2 + (y
[image: image137.wmf]-

3)2 = 1

        Α. τέμνονται    Β. δεν έχουν κοινά  σημεία     Γ.  εφάπτονται
38. Ο κύκλος   (x – x0)2 + (y – y0)2 = ρ2   εφάπτεται στον άξονα  
[image: image138.wmf]xx

¢

  όταν:

       Α.  |x0| = |y0|
      Β. |x0| = ρ       Γ.  |y0| = ρ      Δ.  |x0| = |y0| = ρ
39. Η εφαπτομένη του κύκλου x2 + y2= 1  στο σημείο του  Α(0,1)  είναι η:

        Α.  x = 0 
Β.  x = 1
        Γ.   y = 0
  Δ.   y = 1
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