2Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ: Η ΕΥΘΕΙΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ
	(§2.1)    ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ
►Εξίσωση γραμμής  C του επιπέδου

Είναι μια εξίσωση με δύο αγνώστους  x , y που έχει τις ιδιότητες: 

· Oι συντεταγμένες κάθε σημείου της γραμμής C επαληθεύουν την   εξίσωση      και αντίστροφα:
· Αν οι συντεταγμένες ενός σημείου επαληθεύουν την εξίσωση , τότε το σημείο ανήκει στην γραμμή  C
Δηλαδή αν συμβολίσουμε φ(x, y) = 0 , την εξίσωση της 

γραμμής  C, τότε:

· Aν το Μ(x1,y1) είναι σημείο της C, θα ισχύει φ(x1,y1) = 0

· Αν ισχύει φ(α, β) = 0, τότε το Ν(α,β) είναι σημείο της C
►Πώς βρίσκουμε την εξίσωση μιας γραμμής 
     από την  ιδιότητα των σημείων της

i) Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ(x,y) της γραμμής

ii) Εκφράζουμε με αλγεβρικές σχέσεις την ιδιότητα που έχει  το σημείο Μ  της  γραμμής

iii) Εκτελούμε τις πράξεις και παίρνουμε μία εξίσωση ως προς x,y που είναι η εξίσωση της γραμμής

ΑΣΚΗΣΗ 1 

Έστω Οxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο και Α(1,2) , Β(
[image: image1.wmf]-

1,4) δύο σημεία αυτού. Να βρεθεί η εξίσωση της  μεσοκαθέτου ευθείας  ε  του ευθυγράμμου τμήματος  ΑΒ.

►Γωνία ευθείας ε με τον άξονα x΄x  

►Συντελεστής διεύθυνσης λ  ευθείας 

Γωνία της ευθείας ε με τον άξονα x΄x  λέγεται η θετική και κυρτή γωνία ω που έχει αρχική πλευρά τον άξονα 
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 και τελική πλευρά την ευθεία ε.  Ισχύει:  

· 00 
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 ω < 1800  ή  σε ακτίνια  0 
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 ω < π .

· Αν  ε // 
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 τότε ω = 00  (σχήμα 3)
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Σχήμα 1
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Σχήμα 2

[image: image8.emf]χ΄

χ

y΄

y ε

y=αx+β β -β/α 

άτιτλο-z





άτιτλο-a0



ω


Σχήμα 3
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Σχήμα 4

Συντελεστής διεύθυνσης λ  ευθείας 

Λέγεται η τριγωνομετρική εφαπτομένη της γωνίας ω που 

σχηματίζει η ευθεία  ε  με τον άξονα  
[image: image10.wmf]xx
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. Δηλαδή  

λ = εφω

Ο συντελεστής διεύθυνσης λέγεται και κλίση της ευθείας, γιατί καθορίζει πλήρως την διεύθυνση της ευθείας.

· Αν ω = 00 τότε λ = εφ00 = 0   (σχήμα 3)
· Αν ω οξεία γωνία τότε λ > 0  (σχήμα 1)

· Αν ω αμβλεία  γωνία τότε λ < 0  (σχήμα 2)

· Αν ε
[image: image11.wmf]^



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image12.wmf]¢
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  δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης  της ευθείας (σχήμα 4)


	►Γωνία διανύσματος  με τον άξονα 
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►Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος 
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Γωνία διανύσματος 
[image: image15.wmf]r
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 = (x , y) με τον άξονα 
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 λέγεται η θετική γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα με τον ημιάξονα Οx, όταν το εφαρμόσουμε στην αρχή των αξόνων.  Ισχύει  

0 
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 φ < 2π
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Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος

· Αν 
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· Αν 
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Παρατήρηση
«Τα παράλληλα διανύσματα έχουν ίσους συντελεστές διευθύνσεως (και αντίστροφα)»
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 λ1 = λ2
►Διάνυσμα παράλληλο σε ευθεία

«Μία ευθεία και ένα παράλληλο διάνυσμα έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης» Δηλαδή  

αν  
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 τότε  
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   (Απόδειξη σελ. 59)
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►Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας από δύο σημεία

Αν  ευθεία ε διέρχεται από τα σημεία Α(xΑ,yΑ)  και Β(xΒ,yΒ), με  xΑ
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xΒ  τότε έχει συντελεστή διεύθυνσης  
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xΒ     (απόδειξη)
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2Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ: Η ΕΥΘΕΙΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ
	►Συνθήκες καθετότητας και παραλληλίας    
Έστω οι ευθείες  ε1 , ε2  με συντελεστές διεύθυνσης  λ1 , λ2 αντίστοιχα

1.  Δύο ευθείες είναι παράλληλες όταν  έχουν ίσους  συντελεστές  διεύθυνσης  (και αντιστρόφως)

   Δηλαδή:               ε1 // ε2 
[image: image33.wmf]Û

 λ1 = λ2          (Απόδειξη)

2.  Δύο ευθείες είναι κάθετες όταν οι συντελεστές διεύθυνσης έχουν γινόμενο 
[image: image34.wmf]-

1   (και αντιστρόφως)

   Δηλαδή:                 ε1 
[image: image35.wmf]^

 ε2 
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 λ1
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1    (Απόδειξη)
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►ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ 
1) Εξίσωση  σημείου – κλίσης                       (σχήμα 1)
    Η μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το σημείο    

    Α(xΑ,yΑ)  και έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ, έχει εξίσωση:

y
[image: image41.wmf]-

yΑ = λ(x
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xΑ)    (Απόδειξη)
2) Εξίσωση δύο σημείων                                (σχήμα 2)
     Η μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από τα σημεία 

     Α(xΑ,yΑ)   και Β(xΒ,yΒ) , έχει εξίσωση:
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3) Εξίσωση κατακόρυφης ευθείας                (σχήμα 3)
     Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(x0,y0) και είναι     

     κάθετη στον άξονα 
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 έχει εξίσωση:      x = x0  
     Σημείωση: Ο άξονας  
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   έχει εξίσωση   x = 0
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σχήμα 1
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σχήμα 2
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σχήμα 3
Ειδικές περιπτώσεις

4) Εξίσωση  απ’ το σημείο Α(0,β)                 (σχήμα 4)
     Η μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το σημείο  

     Α(0,β) του άξονα 
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¢

 και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ,  

     έχει εξίσωση:               y = λx+β
5) Εξίσωση  από  αρχή  αξόνων Ο(0,0)        (σχήμα 5)
    Η μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από την αρχή των   

    αξόνων και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση:

y = λx
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σχήμα 4
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σχήμα 5


	6) Η διχοτόμος της 1ης  και 3ης γωνίας           (σχήμα 6)
       έχει εξίσωση:    y = x
7) Η διχοτόμος της 2ης  και 4ης γωνίας            (σχήμα 7)
        έχει εξίσωση:   y = 
[image: image52.wmf]-

x
8) Εξίσωση οριζόντιας ευθείας                       (σχήμα 8)
    H ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(x0,y0) και είναι  

    παράλληλη στον άξονα 
[image: image53.wmf]xx
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 , έχει εξίσωση:     y = y0  
    Σημείωση:  Ο  άξονας   
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   έχει εξίσωση      y = 0
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σχήμα 6
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σχήμα 7
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σχήμα 8


[image: image58.wmf]a

 Υποδείξεις για τις ασκήσεις

►Αν γνωρίζουμε το λ μπορούμε να βρούμε την γωνία από την 

    σχέση   εφω = λ
► Βρίσκουμε την εξίσωση ευθείας όταν γνωρίζουμε:
i) Ένα σημείο της ευθείας και την κλίση της λ  ή

ii) Δύο σημεία της

► Ο συντελεστής διεύθυνσης  μιας ευθείας ε μπορεί να βρεθεί  

     έμμεσα:  i)Από μια ευθεία ή διάνυσμα παράλληλο  στην ε

       ii)Από μια ευθεία ή διάνυσμα κάθετο  στην ε

► Για τα σημεία τομής με άξονες θέτω στην εξίσωση της ευθείας:

i) x = 0  και βρίσκουμε την τομή της με τον 
[image: image59.wmf]¢

yy


ii) y = 0  και βρίσκουμε την τομή της με τον 
[image: image60.wmf]¢

xx


► Για τα κοινά σημεία  δύο ευθειών:

     Λύνω το σύστημα των δύο εξισώσεών τους:

i) Αν έχει μία λύση οι ευθείες τέμνονται σε ένα σημείο

ii) Αν έχει άπειρες λύσεις (οι εξισώσεις ισοδύναμες) τότε οι ευθείες ταυτίζονται.

iii) Αν είναι αδύνατο οι ευθείες είναι παράλληλες

► Τρία σημεία A, B, Γ είναι συνευθειακά όταν 

i) το ένα ανήκει στην ευθεία  που ορίζουν τα άλλα δύο

ii) λΑΒ = λΒΓ    ή    λΑΒ = λΑΓ     ή    λΑΓ = λΒΓ
ΑΣΚΗΣΗ 2
Δίνονται τα σημεία  Α(2,
[image: image61.wmf]-

1) ,  Β(4,1) , Γ(5,0)
1. Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΓ

2. Να δείξετε ότι η ευθεία ΑΓ είναι παράλληλη στο διάνυσμα     
[image: image62.wmf]δ

r

 = (6α2, 2α2) , α
[image: image63.wmf]¹

0

3. Να βρεθεί η γωνία κάθε μιας από τις ευθείες ΑΒ  και ΒΓ      με τον 
[image: image64.wmf]xx

¢

                 

4. Να δειχθεί ότι οι ευθείες ΑΒ και ΒΓ είναι κάθετες

5. Να βρεθούν οι εξισώσεις  των ευθειών  ΑΒ και ΒΓ 

6. Ποια ευθεία διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στον 
[image: image65.wmf]xx

¢

;

7. Ποια ευθεία διέρχεται από το Γ και είναι κάθετη στον 
[image: image66.wmf]xx

¢

;

8. Ποια ευθεία περνά από την αρχή των αξόνων και το  Β;

9. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στην ευθεία y =
[image: image67.wmf]-

2x+1

10. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Γ  και είναι κάθετη στην ευθεία  
[image: image68.wmf]1

yx

3

=

 

11. Να βρεθούν τα σημεία τομής της ευθείας ΑΒ με τους άξονες 

12. Να βρεθεί το σημείο τομής της ευθείας ΒΓ με την 1η  διχοτόμο 

13. Να δείξετε ότι τα σημεία  Α , Β και Δ(1,
[image: image69.wmf]-

2) είναι συνευθειακά 

14. Αν το  Ε(
[image: image70.wmf]-

1,β) ανήκει στην ευθεία ΑΓ να βρεθεί το β
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ΑΣΚΗΣΗ 3
Να εξετάσετε αν τα σημεία  A, B, Γ είναι συνευθειακά.

i) Α(
[image: image71.wmf]-

1,11),  Β(2,2),   Γ(6, 
[image: image72.wmf]-

10)  
ii) Α(1,
[image: image73.wmf]-

1),    Β(2,0),   Γ(
[image: image74.wmf]-

1,
[image: image75.wmf]-

3)
ΑΣΚΗΣΗ 4
Να βρείτε την εξίσωση ευθείας η οποία:

i) Είναι παράλληλη στην y=3x+10 και διέρχεται απ’ το Α(2,
[image: image76.wmf]-

1)

ii) Είναι κάθετη στην 
[image: image77.wmf]2yx3

=+

 και διέρχεται απ’ το Β(3,
[image: image78.wmf]-

5)

iii) Έχει γωνία 135ο με τον 
[image: image79.wmf]xx

¢

 και διέρχεται απ’ το Γ(
[image: image80.wmf]-

2,3)

iv) Είναι παράλληλη στο 
[image: image81.wmf](2,8)

a=

ur

 και διέρχεται απ’ το Δ(3,7)

v) Είναι κάθετη στο 
[image: image82.wmf](3,0)

b=

r

 και διέρχεται απ’ το Ε(4,5)
vi) Είναι παράλληλη στον x΄x και διέρχεται απ’ το Α(1,2)
vii) Είναι παράλληλη στον y΄y και διέρχεται απ’ το Α(1,2)
· 6  Β Ομάδας σελίδα 65 σχολικού
►Εξίσωση μεσοκαθέτου ε τμήματος ΑΒ

1ος τρόπος: Ακολουθώ τα παρακάτω βήματα:

i) Βρίσκω το μέσο 
[image: image83.wmf]BB

AA

xxyy

M(,)

22
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ii) Βρίσκω την λε απ’ τη σχέση 
[image: image84.wmf]1

AB

e

l×l=-


iii) Βρίσκω την εξίσωση σημείου-κλίσης

2ος τρόπος: Ένα σημείο Μ(x,y) ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΒ αν και μόνο αν (ΜΑ) = (ΜΒ).

· 4  Α Ομάδας σελίδα 64 σχολικού

►Προβολή Β σημείου Α σε ευθεία ε και 

           ►Εύρεση του συμμετρικού 
[image: image85.wmf]¢

A

του Α

Ακολουθώ τα παρακάτω βήματα: 

i) Βρίσκω την κλίση της  
[image: image86.wmf]z^e

 απ’ τη σχέση 
[image: image87.wmf]1

e

z

l×l=-


ii) Εξίσωση σημείου-κλίσης της ζ (που διέρχεται απ’ το Α)

iii) Βρίσκω το ζητούμενο σημείο Β τομής των ε, ζ. 

iv) Για το συμμετρικό 
[image: image88.wmf]A

¢

, η προβολή Β είναι μέσο του 
[image: image89.wmf]AA

¢

 και επομένως 
[image: image90.wmf]AA
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ΑΣΚΗΣΗ 5 

Ένα γήπεδο ποδοσφαίρου είναι τοποθετημένο στο επίπεδο έτσι ώστε η μεσαία γραμμή να είναι τμήμα της ευθείας 

(ε): 
[image: image91.wmf]4x3y100

-+=

. Αν το σημείο του πέναλτι στη μια περιοχή έχει συντεταγμένες (20,
[image: image92.wmf]-

20) τότε:

i) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου που γίνεται η έναρξη του αγώνα.
ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου του πέναλτι στην άλλη περιοχή. 
►Ευθείες που διέρχονται από γνωστό σημείο   

    Ρ(x0,y0) και ικανοποιούν δοσμένες συνθήκες 

Οι ευθείες που διέρχονται απ’ το σημείο Ρ(x0,y0) είναι  οι 

ευθείες     x = x0      και    y
[image: image93.wmf]-

y0 = λ(x
[image: image94.wmf]-

x0) 

· Για την x = x0  ελέγχω άμεσα αν ικανοποιούνται οι συνθήκες

· Για την  y
[image: image95.wmf]-

y0 = λ(x
[image: image96.wmf]-

x0) οι δοσμένες συνθήκες οδηγούν συνήθως σε εξισώσεις με άγνωστο το λ. Οι τιμές του λ οδηγούν στη ζητούμενη ευθεία ή ευθείες. 
Παρατήρηση
Αν η ευθεία που διέρχεται απ’ το Ρ(x0,y0)  σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο τότε έχουμε τους περιορισμούς ότι η ευθεία δεν είναι παράλληλη στους άξονες και δεν διέρχεται απ’ την αρχή των αξόνων 

	ΑΣΚΗΣΗ  6 

Δίνεται η ευθεία ζ: y = x
[image: image97.wmf]-

2. Να βρείτε ευθεία ε η οποία διέρχεται απ’ το σημείο Α(3,5) και τέμνει τη ζ σε σημείο Β που απέχει απόσταση 
[image: image98.wmf]10

 από την αρχή των αξόνων.

ΑΣΚΗΣΗ  7 

Δίνεται η ευθεία ε: y = x+1 και το σημείο Ρ(3,11). Να βρείτε ευθεία ζ, η οποία διέρχεται απ’ το Ρ και τέμνει την ε σε σημείο Α, που απέχει απόσταση 5 απ’ την αρχή των αξόνων. (Δύο λύσεις με την κατακόρυφη)
ΑΣΚΗΣΗ  8  (7.62)
Δίνονται οι ευθείες ε1: y = 2x+3 και ε2: y = x
[image: image99.wmf]-

1. Να βρείτε ευθεία ζ η οποία διέρχεται απ’ το σημείο Ρ(2,3) και τέμνει τις ε1, ε2 στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, ώστε οι τεταγμένες των Α και Β  να έχουν άθροισμα 8. (Δύο λύσεις με την κατακόρυφη)

· 1 Β ομάδας σελίδα 65 σχολικού*

· 3 Β ομάδας σελίδα 65 σχολικού
Στοιχεία τριγώνου

ΑΣΚΗΣΗ  9 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Β(
[image: image100.wmf]-

3, 
[image: image101.wmf]-

3),  ΑΓ: 
[image: image102.wmf]3yx8

=-+

 και  ύψος ΑΔ: 
[image: image103.wmf]y2x4

=--

. Να βρείτε:

i) Τις συντεταγμένες της κορυφής Α

ii) Τις εξισώσεις τω πλευρών ΑΒ και ΒΓ

iii) Τις συντεταγμένες της κορυφής Γ

iv) Την εξίσωση του ύψους ΒΕ

v) Τις συντεταγμένες του ορθόκεντρου του ΑΒΓ

ΑΣΚΗΣΗ  10    (ομοίως η 2 Β ομάδας σελίδα 65)
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(2,1). Οι ευθείες δύο υψών του έχουν εξισώσεις y = 
[image: image104.wmf]-

3x+11 και y = x+3. Να βρείτε:

i) Τις εξισώσεις των ευθειών ΑΒ, ΑΓ

ii) Τις συντεταγμένες των κορυφών Β και Γ.

iii) Την εξίσωση της ευθείας ΒΓ
. 
►Συντεταγμένες σημείου που ανήκει σε γνωστή ευθεία

Αν ένα σημείο  Α(x1,y1)  ανήκει στην ευθεία ε: y = λx+β  τότε ισχύει ότι y1 = λx1+β δηλαδή είναι της μορφής A(x1, λx1+β). 

Π.χ. αν το M(x,y)  ανήκει στην ευθεία  y = x+2 τότε οι συντεταγμένες του γράφονται Μ(x, x+2).

ΑΣΚΗΣΗ 11 

Δίνονται οι ευθείες ε: y = 3x+5λ, ζ: y =
[image: image105.wmf]-

x+3 και θ: y = 2x
[image: image106.wmf]-

6. Το σημείο Μ(2λ+4, λ+2) ανήκει στην ευθεία ε. 

i) Να βρείτε τον αριθμό λ

ii) Να βρείτε σημείο Α της ευθείας ζ και σημείο Β της ευθείας θ, ώστε το τμήμα ΑΒ να έχει μέσο το Μ.

Γεωμετρικός τόπος σημείων Μ

1. Αν θέλουμε να βρούμε ποιος ο γεωμετρικός τόπος του σημείου Μ((f(λ), g(λ)) = Μ(λ+1,
[image: image107.wmf]-

λ) τότε:                Μέθοδος: Έστω C ο γ.τ και ότι Μ(x,y)
[image: image108.wmf]C
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 οπότε έχουμε  
[image: image109.wmf]x1xy1
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  Άρα η ευθεία 
[image: image110.wmf]yx1

=-+

 είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος.

2. Αν θέλουμε να βρούμε που κινείται ένα σημείο Μ(α+βημθ, γ+δσυνθ), θ
[image: image111.wmf]Î

¡

 υποθέτουμε ότι Μ(x,y)
[image: image112.wmf]C
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 οπότε έχουμε                  
[image: image113.wmf]x
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Να βρείτε τους γεωμετρικούς τόπους  των παρακάτω σημείων Μ όταν  λ, θ
[image: image114.wmf]Î

¡

.

i) Μ(λ+3, 4λ
[image: image115.wmf]-

5)

ii) Μ(
[image: image116.wmf]-

3, λ+1)

iii) Μ(λ2+1, 2)  

iv) 
[image: image117.wmf]554

M(,)

33

l+l+


v) Μ(
[image: image118.wmf]-

3, ημλ)

vi) Μ(3
[image: image119.wmf]-

συν2θ, 1
[image: image120.wmf]-

ημ2θ)

Διάφορες

ΑΣΚΗΣΗ  13 (7.13)
1. Να βρείτε την εξίσωση ευθείας ε που είναι κάθετη στην ευθεία ζ: 3y =
[image: image121.wmf]-

x+33 και σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 6 τ.μ. (Δύο λύσεις)

2. Να βρείτε την εξίσωση ευθείας ε που είναι κάθετη στην ευθεία ζ: y =
[image: image122.wmf]-

3x+11 και σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 24 τ.μ. (Δύο λύσεις)

ΑΣΚΗΣΗ  14   (7.61)
Δίνονται τα σημεία Ρ(
[image: image123.wmf]-

2,6) και Μ(
[image: image124.wmf]-

8,4). Να βρείτε ευθεία ε που διέρχεται απ’ το Ρ και τέμνει τους άξονες x΄x και y΄y στα σημεία Α και Β αντίστοιχα ώστε, 
[image: image125.wmf]MAMB

^

uuuuruuuur

. (Δύο λύσεις)

ΑΣΚΗΣΗ  15   (7.68)
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(
[image: image126.wmf]-

5,
[image: image127.wmf]-

2), διάμεσο ΒΜ: y = x
[image: image128.wmf]-

1 και ύψος ΓΔ: y = 
[image: image129.wmf]-

2x
[image: image130.wmf]-

2. Να βρείτε:

i) Την εξίσωση της ευθείας ΑΒ

ii) Τις συντεταγμένες της κορυφής Β

iii) Τις συντεταγμένες της κορυφής Γ

iv) Τη γωνία 
[image: image131.wmf]ˆ

G


ΑΣΚΗΣΗ  17 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(
[image: image132.wmf]-

3,3), μια πλευρά με εξίσωση y = x
[image: image133.wmf]-

2, διάμεσο ΓΜ: 9y = 5x+10 και  ΑΔ είναι ύψος. Να βρείτε:

i) Τις συντεταγμένες του Δ

ii) Τις συντεταγμένες του Γ και την εξίσωση της ευθείας ΑΓ

iii) Τις συντεταγμένες του Β και την εξίσωση της ευθείας ΑΒ

iv) Το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ

ΑΣΚΗΣΗ  18 

1. Να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών του τετραγώνου του οποίου οι διαγώνιες βρίσκονται πάνω στους άξονες και η πλευρά του έχει μήκος ίσο με 
[image: image134.wmf]2


2. Tα σημεία Α(2,0) και Β(
[image: image135.wmf]-

1,4) είναι διαδοχικές κορυφές τετραγώνου. Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του
ΑΣΚΗΣΗ  19 

Ένα επιβατηγό πλοίο εκτελεί το δρομολόγιο Πειραιάς – Ηράκλειο. Σε κάθε χρονική στιγμή t η θέση Π του πλοίου είναι Π(2+κt, λ+2t), όπου κ,λ πραγματικοί αριθμοί. Τη χρονική στιγμή t = 5 το πλοίο διέρχεται απ’ το σημείο Α(7,13).

i) Να βρείτε τους αριθμούς κ,λ.

ii) Να αποδείξετε ότι το πλοίο κινείται πάνω σε ευθεία με εξίσωση   y = 2x
[image: image136.wmf]-

1.

iii) Ένα δελφίνι κινείται παράλληλα προς το πλοίο. Βρείτε ένα διάνυσμα μήκους 1, κάθετο στην ευθεία που κινείται το δελφίνι.
	(§2.2) ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΕΥΘΕΙΑΣ
►Η εξίσωση Αx + Βy +Γ = 0  με  Α
[image: image137.wmf]¹

0  ή  Β
[image: image138.wmf]¹

0

Πρόταση
i) Κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής 

                Αx+By+Γ = 0   ,   με  Α
[image: image139.wmf]¹

0  ή  Β
[image: image140.wmf]¹

0

ii) H εξίσωση    Αx+By+Γ = 0,   με  Α
[image: image141.wmf]¹

0  ή  Β
[image: image142.wmf]¹

0 

        παριστάνει ευθεία του επιπέδου

[image: image143.emf]
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[image: image144.emf]
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Δηλαδή μία εξίσωση 1ου  βαθμού ως προς  x , y παριστάνει ευθεία όταν δεν μηδενίζονται συγχρόνως οι συντελεστές των αγνώστων (απόδειξη)

Παρατηρήσεις  

· Η εξίσωση Αx+By+Γ = 0  , με  Α
[image: image145.wmf]¹

0  ή  Β
[image: image146.wmf]¹

0 στην ειδική περίπτωση που:

      i)  Α = 0  παριστάνει ευθεία παράλληλη στον 
[image: image147.wmf]¢

xx


      ii) Β = 0  παριστάνει ευθεία παράλληλη στον 
[image: image148.wmf]¢

yy


· Για να βρούμε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας  Αx+By+Γ = 0 , λύνουμε την εξίσωση ως προς  y   και την φέρνουμε στην μορφή  y = λx+β
· Οι εξισώσεις ως προς x , y με βαθμό μεγαλύτερο του πρώτου γενικώς παριστάνουν καμπύλες γραμμές . Είναι δυνατόν όμως  να παριστάνουν και μία  ή περισσότερες ευθείες.

Π.χ. Να βρείτε τις γραμμές που παριστάνουν οι εξισώσεις

     α) x
[image: image149.wmf]×

y = 0           β)  x2
[image: image150.wmf]-

5x+6 = 0       γ) |x|
[image: image151.wmf]-

|y| = 0       

     δ) x2
[image: image152.wmf]-

y2 = 0        ε)  x2
[image: image153.wmf]-

4y2
[image: image154.wmf]-

2x+12y
[image: image155.wmf]-

8 = 0 
    ►Διάνυσμα παράλληλο και κάθετο σε ευθεία

    ►Εύρεση της Γωνίας δύο ευθειών 

1. Ένα διάνυσμα  παράλληλο στην ευθεία  Αx+Βy+Γ = 0 είναι το 
[image: image156.wmf]δ

r

 = (Β,
[image: image157.wmf]-

Α)   (Απόδειξη)

2. Ένα διάνυσμα  κάθετο στην ευθεία  Αx+Βy+Γ = 0 είναι το  
[image: image158.wmf]n

r

 = (Α,Β)    (Απόδειξη)
[image: image159.emf]
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άτιτλο-j



ε1ε2 δ1δ2 

άτιτλο-q0



ε

φ

Ο

x

0

y

0

A( , )

00

M(x,y)

1

1

B(x

2

y

2

)

,

Σ(0,β)

λ=εφφ

(0,0)



άτιτλο-p1



Ρ(x,y)



άτιτλο-a2





άτιτλο-h2



ε

δ Ax+By+Γ=0

=(Β,-Α) η=(Α,Β)


Εύρεση της οξείας γωνίας φ δύο ευθειών 

Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image161.wmf]1
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 και 
[image: image162.wmf]2
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 και βρίσκουμε το 
[image: image163.wmf]12
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· Αν 
[image: image164.wmf]12
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 τότε  
[image: image165.wmf]o
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 και   φ = 
[image: image166.wmf]12
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· Αν 
[image: image167.wmf]12
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 τότε  
[image: image168.wmf]o
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και φ = π
[image: image169.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image170.wmf]12
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Παρατήρηση: Αν δύο ευθείες σχηματίζουν γνωστή  γωνία ω τότε για τα διανύσματα 
[image: image171.wmf]1
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 και 
[image: image172.wmf]2
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ισχύει ότι 
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2Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ: Η ΕΥΘΕΙΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ 
	ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΕ ΟΜΑΔΕΣ

►Η εξίσωση  Α(λ)
[image: image176.wmf]×

x + Β(λ) 
[image: image177.wmf]×

y + Γ(λ) = 0 

· Αν δείξουμε ότι οι συντελεστές Α(λ) και Β(λ) των x και y δεν μηδενίζονται ταυτόχρονα (για κάθε λ
[image: image178.wmf]Î

¡

) η εξίσωση παριστάνει ευθεία.  

· Διερεύνηση: Αν μηδενίσουμε ταυτόχρονα τους συντελεστές των x και y , θα βρούμε για ποιες τιμές της παραμέτρου λ  η εξίσωση δεν παριστάνει ευθεία Γι’ αυτό βρίσκω πρώτα τις κοινές λύσεις των Α(λ) = 0 και Β(λ) = 0.
· Παριστάνει ευθείες που διέρχονται απ’ το ίδιο σημείο (δέσμη ευθειών) όταν έχουν ένα κοινό σημείο για κάθε λ.

Για το κοινό σημείο:

i) Βρίσκω δύο τυχαίες ευθείες ε1, ε2  της δέσμης δίνοντας δύο αυθαίρετες τιμές στο λ.

ii) Βρίσκουμε το σημείο τομής A των ευθειών ε1, ε2  

iii) Δείχνουμε ότι οι συντεταγμένες του σημείου τομής επαληθεύουν την αρχική παραμετρική εξίσωση.  

ΑΣΚΗΣΗ  20
Δίνονται οι παραμετρικές εξισώσεις: 

1. (λ+2)x+( λ
[image: image179.wmf]-

3)y+(3λ2
[image: image180.wmf]-

8λ+5) = 0  με 
[image: image181.wmf]lÎ

¡

. 

2. (λ2
[image: image182.wmf]-

λ)x+(λ2
[image: image183.wmf]-

1)y+λ+3 = 0 με 
[image: image184.wmf]lÎ

¡

. 

3. (μ2+2μ
[image: image185.wmf]-

8)x+(μ2
[image: image186.wmf]-

4)y+μ2
[image: image187.wmf]-

5μ+6 = 0 με 
[image: image188.wmf]mÎ

¡


Να βρείτε για ποιες τιμές των παραμέτρων η κάθε εξίσωση:

i) Παριστάνει ευθεία.

ii) Παριστάνει ευθεία παράλληλη στον x΄x.

iii) Παριστάνει ευθεία παράλληλη στον y΄y.

iv) Παριστάνει ευθεία που διέρχεται απ’ την αρχή.

ΑΣΚΗΣΗ  21
Δίνεται η εξίσωση: (λ+5)x + (λ
[image: image189.wmf]-

3)y – 5λ – 1 = 0, 
[image: image190.wmf]lÎ

¡

. Να αποδείξετε ότι:

i) Η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία για κάθε λ
[image: image191.wmf]Î

¡

.

ii) Όλες οι ευθείες που παριστάνει διέρχονται απ’ το ίδιο σημείο.

ΑΣΚΗΣΗ  22 (2 Β ομάδας σελίδα 70 σχολικού)
Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες της μορφής 

i) 
[image: image192.wmf]22

(23)x(1)y(31)0

a+a++a-a++a+=

, α
[image: image193.wmf]Î

¡

 

ii) 
[image: image194.wmf]222

(21)x(1)y(2)0

k+k+-k-k+-k+k=

, κ
[image: image195.wmf]Î

¡


διέρχονται απ’ το ίδιο σημείο.

ΑΣΚΗΣΗ  23   (8.15)
Δίνεται η εξίσωση (λ2
[image: image196.wmf]-

λ)x+(λ2+λ
[image: image197.wmf]-

2)y+λ2
[image: image198.wmf]-

5λ+4 = 0 με 
[image: image199.wmf]lÎ

¡

. Να βρείτε:

i) για ποιες τιμές του λ  η  παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία.

ii) για ποιες τιμές του λ  η  ευθεία (έστω ε) διέρχεται απ’ το σημείο Α(3, 
[image: image200.wmf]-

1).

iii) Την ευθεία ζ1 που διέρχεται απ’ το Β(1,6) και είναι παράλληλη στην ευθεία ε.

iv) Την ευθεία ζ2 που διέρχεται απ’ το Β(4,2) και είναι κάθετη στην ευθεία ε.

v) Το σημείο τομής των ευθειών ζ1 και ζ2.

►Εύρεση παραμέτρων για παράλληλες ή κάθετες ευθείες ε1, ε2
Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image201.wmf]1
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 και 
[image: image202.wmf]2
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 οπότε έχουμε:

· 
[image: image203.wmf]1212
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· 
[image: image204.wmf]1212
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	ΑΣΚΗΣΗ  24
Έστω  ε1: (λ
[image: image205.wmf]-

2)x+λy
[image: image206.wmf]-

3 = 0  και  ε2: (λ
[image: image207.wmf]-

8)x+(λ
[image: image208.wmf]-

2)y+3 = 0. Να βρείτε τις τιμές του 
[image: image209.wmf]lÎ

¡

 ώστε να είναι:  i) 
[image: image210.wmf]12

e^e

  ii) 
[image: image211.wmf]12

ee

P

 
ΑΣΚΗΣΗ  25
Έστω  ε1: λx+(λ
[image: image212.wmf]-

1)y
[image: image213.wmf]-

6 = 0  και  ε2: (λ
[image: image214.wmf]-

4)x+(λ
[image: image215.wmf]-

3)y+2 = 0.

i) Βρείτε το 
[image: image216.wmf]lÎ

¡

 ώστε να είναι 
[image: image217.wmf]12

ee

P

.

ii) Αν η ε1 τέμνει τους άξονες x΄x και y΄y στα Α, Β αντίστοιχα και η ε2  τους τέμνει στα Γ, Δ, να βρείτε το εμβαδόν του ΑΒΓΔ.

ΑΣΚΗΣΗ  26
Δίνεται η εξίσωση: (α+4)x+αy+α
[image: image218.wmf]-

4 = 0, 
[image: image219.wmf]a

Î

¡

.

i) Αποδείξτε ότι για κάθε 
[image: image220.wmf]a

Î

¡

 παριστάνει ευθεία.

ii) Αποδείξτε ότι όλες οι ευθείες διέρχονται απ’ το ίδιο σημείο το οποίο να βρείτε.
iii) Βρείτε για ποια τιμή του α η παραπάνω ευθεία είναι κάθετη στην ζ: x
[image: image221.wmf]-

3y
[image: image222.wmf]-

7 = 0. 
ΑΣΚΗΣΗ  27
α)  Nα δείξετε ότι για κάθε τιμή του λ
[image: image223.wmf]Î

¡

, η εξίσωση             

     (x+2y
[image: image224.wmf]-

5)+λ(3x
[image: image225.wmf]-

2y+1)=0 (1)  παριστάνει ευθεία. 

β)  Στη συνέχεια να δείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από   

     την (1) περνάνε από το ίδιο σημείο.

γ)  Τέλος να βρείτε ποια από τις παραπάνω ευθείες της εξίσωσης
i) Διέρχεται από το σημείο Α(3, 
[image: image226.wmf]-

1)          

ii) Είναι παράλληλη στον 
[image: image227.wmf]xx

¢

 

iii) Είναι παράλληλη στον 
[image: image228.wmf]yy

¢


iv) Είναι παράλληλη στην ευθεία  4x+3y
[image: image229.wmf]-

5 = 0 

v) Είναι κάθετη στην ευθεία  x+3y+7 = 0

►Μεσοπαράλληλος ευθειών

Αν ε1: y = λx+β1  και  ε2:y=λx+β2  δύο παράλληλες ευθείες τότε η μεσοπαράλληλος αυτών είναι η ε: 
[image: image230.wmf]12

yx

2

b+b

=l+


ΑΣΚΗΣΗ  26
Να βρείτε τη μεσοπαράλληλη των ευθειών  ε1: 3x+y
[image: image231.wmf]-

1 = 0  και ε2: 3x+y+5 = 0.

►Εύρεση οξείας γωνίας φ δύο ευθειών

ΑΣΚΗΣΗ  29 

Βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 

ε1: 3x+y
[image: image232.wmf]-

5 = 0  και  ε2: 2x
[image: image233.wmf]-

y+1 = 0. (ω=45ο)

ΑΣΚΗΣΗ  30
Δίνεται η ευθεία 
[image: image234.wmf]3xy20

×-+=

 και το σημείο Ρ(2,3). Να βρείτε την ευθεία ζ που διέρχεται απ’ το Ρ και σχηματίζει με την ευθεία ε οξεία γωνία 30ο (Δύο λύσεις με την κατακόρυφη). 

· 4  Α Ομάδας σελίδα 69  & 4  B Ομάδας σελίδα 70
►Εξισώσεις μορφής 
[image: image235.wmf]22

Ax+By+

Γxy+Δx+Εy+Ζ=0


· Για να δείξουμε ότι παριστάνει δύο ευθείες την θεωρούμε ως τριώνυμο ως προς x (ή ως προς y) και την λύνουμε. Οι λύσεις αποτελούν τις εξισώσεις των δύο ευθειών.

· Για ελλιπείς μορφές εφαρμόζω κατευθείαν παραγοντοποίηση.

ΑΣΚΗΣΗ  31
Να σχεδιάσετε τις γραμμές τις οποίες παριστάνει η εξίσωση:

i) x2
[image: image236.wmf]-

y2+4y
[image: image237.wmf]-

4 = 0
ii) x2
[image: image238.wmf]-

y2
[image: image239.wmf]-

4x+2y+3 = 0    

iii) x2
[image: image240.wmf]-

2y2
[image: image241.wmf]-

xy
[image: image242.wmf]-

3x+9y
[image: image243.wmf]-

4 = 0.
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	ΑΣΚΗΣΗ  32
Δίνεται η εξίσωση x2
[image: image244.wmf]-

3y2
[image: image245.wmf]-

2x+1 = 0. 

i) Να αποδείξετε ότι παριστάνει δύο ευθείες συμμετρικές ως προς τον άξονα 
[image: image246.wmf]xx

¢


ii) Να βρείτε την οξεία γωνία των ευθειών

ΑΣΚΗΣΗ  33
Δίνεται η εξίσωση x2
[image: image247.wmf]-

y2+4λx+2λy+3λ2 = 0, όπου λ
[image: image248.wmf]Î

¡

.

i) Να δείξετε ότι παριστάνει δύο ευθείες κάθετες.

ii) Να βρείτε το σημείο τομής Μ των ευθειών.
iii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ.
(§2.3)  ΕΜΒΑΔΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ
►Απόσταση Σημείου από Ευθεία

Η απόσταση του σημείου Μ0(x0,y0) από την ευθεία 

 ε:  Αx+Βy+Γ=0  συμβολίζεται d(M0,ε) και ​ δίνεται 

από τον τύπο:

                d(M0,ε) =
[image: image249.wmf]00
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[image: image250.emf]
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►Απόσταση δύο παράλληλων ευθειών

►Ελάχιστη απόσταση από την αρχή

1. Η απόσταση των ευθειών ε1: y = λx+β1 και  ε2: y = λx+β2 δίνεται κατευθείαν απ’ τον τύπο 
[image: image251.wmf]12
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2. Αλλιώς, παίρνουμε ένα τυχαίο σημείο στη μία ευθεία , και βρίσκουμε την απόστασή του από την άλλη ευθεία.

3. Η ελάχιστη απόσταση ευθείας ε από αρχή αξόνων είναι  dmin = d(O,ε)
►Εμβαδόν τριγώνου από τις κορυφές του

Το εμβαδό του τριγώνου με κορυφές Α(x1,y1) , B(x2,y2) , 
Γ(x3,y3)  δίνεται από τον τύπο:

(ΑΒΓ) =
[image: image252.wmf]1
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΕ ΟΜΑΔΕΣ

Απόσταση Σημείου από Ευθεία - Απόσταση δύο παράλληλων ευθειών - Ελάχιστη απόσταση από  αρχή 
ΑΣΚΗΣΗ  35
Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Μ(2, 
[image: image255.wmf]-

3) από την ευθεία 
ε: 
[image: image256.wmf]42

yx

33
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 και κατόπιν να βρεθεί η ελάχιστη απόσταση της  ευθείας ε από την αρχή Ο των αξόνων.
	ΑΣΚΗΣΗ  36
Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών  που διέρχονται από την αρχή Ο(0,0) και απέχουν από το σημείο Α(
[image: image257.wmf]-

1,3) απόσταση  1. 

(2 λύσεις)

ΑΣΚΗΣΗ  37
Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από 

το σημείο Α(
[image: image258.wmf]-

2,1) και απέχει από την αρχή των αξόνων 2 μονάδες.

ΑΣΚΗΣΗ  38
1. Να βρείτε την απόσταση των ευθειών ε1: 4x
[image: image259.wmf]-

6y+5 = 0  και  ε2: 
[image: image260.wmf]2

yx1

3

=+

.
2. Δίνονται  οι ευθείες ε1: αx+(α
[image: image261.wmf]-

6)y+α+2 = 0  και               ε2: (α
[image: image262.wmf]-

2)x+(α
[image: image263.wmf]-

5)y
[image: image264.wmf]-

α
[image: image265.wmf]-

3 = 0.
i) Για ποιο α
[image: image266.wmf]Î

¡

 οι ευθείες είναι παράλληλες;

ii) Ποια είναι τότε η απόσταση των ευθειών;  

ΑΣΚΗΣΗ  39
i) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται απ’ το σημείο Α(3,4) και απέχουν απ’ το σημείο Μ(0,2) απόσταση ίση με 3 μονάδες. (Δύο λύσεις)

ii) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση των ευθειών απ’ την αρχή των αξόνων. 
· 1, 2, 3, 4, 5 Α Ομάδας σελ. 75 σχολικού
· 1,  2,  5, 9  Β Ομάδας σελ. 75 σχολικού (δύο λύσεις)
Α)Εύρεση μεσοπαράλληλης δύο παράλληλων ευθειών ε1, ε2 

i) Το  Μ(x,y) ανήκει στη μεσοπαράλληλη 
[image: image267.wmf]Û

 d(M,ε1)=d(M,ε2)

ii) Αλλιώς, βρίσκω τα σημεία τομής Α, Β των ε1, ε2 με τον άξονα y΄y και κατόπιν το μέσο του ΑΒ. Το μέσο οδηγεί στην εξίσωση της μεσοπαράλληλης Δηλαδή αν 
ε1: y = λx+β1  και  ε2:y=λx+β2  δύο παράλληλες ευθείες τότε η μεσοπαράλληλος αυτών είναι η ε: 
[image: image268.wmf]12

yx

2

b+b
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ΑΣΚΗΣΗ  40
Να βρείτε την μεσοπαράλληλη των ευθειών:

 ε1: 2x
[image: image269.wmf]-

y
[image: image270.wmf]-

5 = 0  και  ε2: 2x
[image: image271.wmf]-

y+3 = 0.

Β) Εύρεση παράλληλων ευθειών ε1, ε2  που απέχουν 

απόσταση d μεταξύ τους, αν δίνεται η μεσοπαράλληλη 

Ένα σημείο Μ(x,y) ανήκει σε μία από τις ευθείες ε1, ε2  αν και μόνο αν απέχει απ’ τη μεσοπαράλληλη απόσταση d/2

· 6 Α Ομάδας σελίδα 75 σχολικού*
.
 ►Εύρεση διχοτόμου γωνίας δύο ευθειών 

Το  Μ(x,y) ανήκει στη διχοτόμο  
[image: image272.wmf]Û

  d(M,ε1) = d(M,ε2)

Η παραπάνω σχέση οδηγεί σε εξισώσεις δύο ευθειών δ1 και δ2. Η μία διχοτομεί την οξεία γωνία των ευθειών και η άλλη την αμβλεία.   Ποια διχοτομεί την οξεία;
Παίρνω τυχαίο σημείο Α της μιας ευθεία έστω της ε1.

Αν d(Α,δ1) < d(Α,δ2) τότε η δ1 είναι η διχοτόμος της οξείας.

ΑΣΚΗΣΗ  41
Δίνονται οι ευθείες ε1: 2x
[image: image273.wmf]-

y+3 = 0  και  ε2: 3x
[image: image274.wmf]-

6y+5 = 0. 

Να βρείτε: 
 i) Τις εξισώσεις των διχοτόμων των ε1, ε2. 
ii) Ποια διχοτόμος αντιστοιχεί στην οξεία γωνία;

· 8 Β Ομάδας σελίδα 76 σχολικού


2Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ: Η ΕΥΘΕΙΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ 
	►Εύρεση σημείου Β ευθείας ε με ελάχιστη απόσταση από σταθερό σημείο Α

i) Βρίσκω την ευθεία ζ που διέρχεται απ’ το Α και είναι κάθετη στην ε.

ii) Λύνω το σύστημα των εξισώσεων των ευθειών ε, ζ  που μας δίνει το ζητούμενο σημείο Β. 

ΑΣΚΗΣΗ  42 

Δίνεται η ευθεία ε: 3x
[image: image275.wmf]-

4y
[image: image276.wmf]-

5 = 0 και το σημείο Μ(
[image: image277.wmf]-

4,2). 

i) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση της ευθείας ε από την αρχή των αξόνων.

ii) Να βρείτε ποιο σημείο της ευθείας ε απέχει τη μικρότερη απόσταση απ’ το σημείο Μ.

Εμβαδόν τριγώνου

· 7  Α Ομάδας σελίδα 75 σχολικού
· 8  Α Ομάδας σελίδα 75 σχολικού
· 9  Α Ομάδας σελίδα 75 σχολικού
· 10  Α Ομάδας σελίδα 75 σχολικού
· 3  Β Ομάδας σελίδα 75 σχολικού (3 λύσεις)
· 10  Β Ομάδας σελίδα 76 σχολικού
ΑΣΚΗΣΗ  43 

Δίνονται τα σημεία Α(2,4), Β(
[image: image278.wmf]-

6,2), Γ(0,10) και η ευθεία          ε: 2x
[image: image279.wmf]-

y
[image: image280.wmf]-

3 = 0. Να βρείτε:

i) Το εμβαδόν του ΑΒΓ

ii) Σημείο Δ της ευθείας ε ώστε το τρίγωνο ΒΓΔ να έχει εμβαδόν 19 τ.μ.
ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

ΑΣΚΗΣΗ  44 

Δίνεται η εξίσωση 
[image: image281.wmf]2

yxyx10

---=

. Να βρεθεί η απόσταση του κοινού σημείου των ευθειών που ορίζονται από την εξίσωση αυτή, από την ευθεία (ε): 
[image: image282.wmf]x3y20

-+=

.

ΑΣΚΗΣΗ  45 

Έστω τα σημεία Α(1,2) , Β(
[image: image283.wmf]-

3,4) , Γ(2λ+1, 
[image: image284.wmf]-

λ+1) , λ
[image: image285.wmf]¡

Î

.

i) Να δειχθεί ότι τα σημεία Α , Β , Γ είναι κορυφές τριγώνου με σταθερό εμβαδό για κάθε λ
[image: image286.wmf]¡

Î

.

ii) Nα δείξετε ότι το σημείο Γ κινείται πάνω σε ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση

ΑΣΚΗΣΗ  46 

Σε ορθογώνιο σύστημα αναφοράς Οxy  δίνεται το ορθογώνιο ΟΑΒΓ , του οποίου οι κορυφές Α και Γ  κινούνται στους θετικούς ημιάξονες Ox  και Oy αντίστοιχα και είναι Β(α,β) με α
[image: image287.wmf]-

β = 1. Να δείξετε ότι η κάθετη που φέρουμε από το Β στην ΑΓ διέρχεται από σταθερό σημείο το οποίο και να βρεθεί. (1,-1)

· 1 γενικές σελ. 76

· 2 γενικές σελ. 76

ΑΣΚΗΣΗ 47
Δίνεται η εξίσωση: 
[image: image288.wmf]22

xy6x90

-++=

.

α)
Να δείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει 2 ευθείες ε1 και ε2.

β)
Να δείξετε ότι οι ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες.

γ) Να βρείτε ένα σημείο Μ(κ, λ) με κ>0 και λ>0 τέτοιο ώστε το  

     διάνυσμα 
[image: image289.wmf](

)

α3,κ

=

r

 να είναι παράλληλο προς τη μία από τις 

     δύο ευθείες ε1 και ε2 και το διάνυσμα 
[image: image290.wmf](

)

β16,4λ

=-

r

 να είναι 

     παράλληλο προς την άλλη ευθεία.
	ΑΣΚΗΣΗ  48 

Η εξίσωση ευθείας (λ
[image: image291.wmf]-

1)x+(λ+1)y
[image: image292.wmf]-

λ
[image: image293.wmf]-

3 = 0, 
[image: image294.wmf]lÎ

¡

   περιγράφει μία φωτεινή ακτίνα που εκπέμπει ένας περιστρεφόμενος φάρος Φ. 

i) Βρείτε τις συντεταγμένες του φάρου Φ.

ii) Τρία πλοία βρίσκονται στα σημεία Κ(2,2), Λ(
[image: image295.wmf]-

1,5), και Μ(1,3). Βρείτε τις εξισώσεις των φωτεινών ακτινών που διέρχονται από τα πλοία Κ, Λ και Μ.

iii) Ποιο από τα πλοία Κ, Λ βρίσκεται πλησιέστερα στη φωτεινή ακτίνα που διέρχεται απ’ το Μ;

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της θαλάσσιας περιοχής που ορίζεται απ’ το φάρο Φ και τα πλοία Λ, Μ.

ΑΣΚΗΣΗ  49 

Δίνεται η εξίσωση: 
[image: image296.wmf](

)

(

)

2x5y3

λ3x2y50
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.

α)
Να δειχθεί ότι για κάθε τιμή της παραμέτρου λ παριστάνει ευθεία.

β)
Να δειχθεί ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την παραπάνω εξίσωση διέρχονται από το ίδιο σημείο.

γ) Ποια από τις παραπάνω είναι παράλληλη στην ευθεία 

    
[image: image297.wmf]xy1999

-=-

.

ΑΣΚΗΣΗ  50
Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων η θέση ενός λιμανιού προσδιορίζεται από το σημείο Ο(0,0). Τα μεσάνυχτα κοντά στο λιμάνι κινούνται 2 πλοία που οι συντεταγμένες τους είναι: 

Π1(t, t+3), Π2(2t
[image: image298.wmf]-

5,t+1) όπου 
[image: image299.wmf][

)

t0,7

Î

 ο χρόνος σε ώρες.

α)
Να βρείτε τις εξισώσεις των γραμμών κίνησης των δύο πλοίων.

β)
Να βρείτε αν υπάρχει κίνδυνος να συγκρουστούν τα δύο πλοία κάποια χρονική στιγμή.

γ) 
Στις 02:00 το πρωί ένα τρίτο πλοίο που βρίσκεται στη θέση 
[image: image300.wmf]3
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 εκπέμπει SOS. Να βρείτε ποιο από τα δύο πλοία βρίσκεται πιο κοντά στο Π3 ώστε να σπεύσει προς βοήθεια.

δ) Ποια χρονική στιγμή το εμβαδό του τριγώνου ΟΠ1Π2 είναι ίσο  

    με 3;




(§2.1) (§2.2)  (§2.3)   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ «ΣΩΣΤΟ – ΛΑΘΟΣ»
	ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΕΥΘΕΙΑ


[image: image301.wmf]·

 Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστό  (Σ) ή λάθος  (Λ)

1. Συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας (ε) είναι η εφαπτομέ​νη της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία με τον 
[image: image302.wmf]xx

¢


2. Η ευθεία η οποία διέρχεται από τα σημεία Α(x1,y1) και Β(x1,y2) έχει συντελεστή διεύθυνσης μηδέν.

3. Υπάρχουν δύο ευθείες ε1, ε2 με συντελεστές διεύθυνσης λ1, λ2 αντίστοιχα για τις οποίες ισχύει συγχρόνως  λ1= λ2 και λ1λ2 =
[image: image303.wmf]-

1.
4. Οι ευθείες με εξισώσεις y =
[image: image304.wmf]1

||

l

x  και y =
[image: image305.wmf]-

λx είναι κάθετες για κάθε λ
[image: image306.wmf]¹

0.
5. Οι ευθείες 
[image: image307.wmf]y

3

x1

k

-
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 και y =
[image: image308.wmf]-

λx+2 είναι παράλληλες. Τότε ισχύει κ = 3λ.
6. Οι ευθείες y = 2x+1 και 4x
[image: image309.wmf]-

2y+5 = 0 είναι παράλληλες. Οι διχοτόμοι των γωνιών των αξόνων 
[image: image310.wmf]xx

¢

,  
[image: image311.wmf]yy

¢

 έχουν εξισώ​σεις y = x και y =
[image: image312.wmf]-

x και τέμνονται κάθετα.
7. Οι ευθείες y = 2 και y = 2x είναι παράλληλες.
8. Οι ευθείες 5x+y = 1 και  x
[image: image313.wmf]-

5y
[image: image314.wmf]-

1 = 0 είναι κάθετες.
9. Τα σημεία Α(κ,α), Β(λ,α), Γ(μ,α) είναι συνευθειακά.
10. Τα σημεία Α(α+β,γ), Β(β+γ,α), Γ(γ +α,β) είναι συνευθειακά αν α
[image: image315.wmf]¹

β
[image: image316.wmf]¹

γ
[image: image317.wmf]¹

α.
11. Από το σημείο Α(x0, y0) περνά μία μόνο ευθεία με δεδομέ​νο συντελεστή διεύθυνσης λ.

12. Δίνονται τα σημεία Α (
[image: image318.wmf]-

3, 
[image: image319.wmf]-

1), Β (2,2), Γ (
[image: image320.wmf]-

3,4)  και        Δ (3, 
[image: image321.wmf]-

6). Η ευθεία ΑΒ είναι κάθετη προς την ευθεία ΓΔ.

13. Η εξίσωση της ευθείας που περνά από το σημείο (1,1) και σχηματίζει με τον άξονα 
[image: image322.wmf]xx

¢

 γωνία ίση με 135° είναι x+y=0.

14. Η ευθεία 
[image: image323.wmf]y

x

1

+=

ba

, με  α, β
[image: image324.wmf]0

¹

 τέμνει τους άξονες στα σημεία Α(α,0) και Β(0,β).
15. Όταν ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας δεν ορίζεται, τότε η εξίσωσή της είναι της μορφής x = x0.

16. Η γωνία που σχηματίζει η ευθεία 3x +
[image: image325.wmf]3

y+1 = 0 με τον άξονα 
[image: image326.wmf]xx

¢

 είναι 120°.

17. Η εξίσωση Αx+By+Γ = 0 με Α
[image: image327.wmf]¹

0 είναι πάντα εξίσωση ευθείας.

18. Αν Α
[image: image328.wmf]¹

Β, τότε η εξίσωση Αx+By+Γ = 0 παριστάνει πάντοτε ευθεία.

19. Στην ευθεία με εξίσωση Αx+By+Γ = 0 δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης. Τότε ισχύει Β = 0.

20. Το διάνυσμα  
[image: image329.wmf]h

r

= (
[image: image330.wmf]-

2,1) είναι κάθετο στην ευθεία  x+y+2 = 0.
21. Η ευθεία με εξίσωση Αx+By+Γ = 0 είναι παράλληλη στο διάνυσμα  
[image: image331.wmf]d

r

= (Β, 
[image: image332.wmf]-

Α).

22. Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ = 0 είναι κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image333.wmf]h

r

= (Α,
[image: image334.wmf]-

Β).

23. Δύο ευθείες παράλληλες στα διανύσματα 
[image: image335.wmf]1

d

r

 = (Α, Β) και  
[image: image336.wmf]2

d

r

 = (
[image: image337.wmf]-

 Β, Α) αντίστοιχα είναι μεταξύ τους κάθετες.

24. Μια  ευθεία  κάθετη  στο διάνυσμα  
[image: image338.wmf]d

r

= (Α,Β)  με Β 
[image: image339.wmf]0

¹

 έχει εξίσωση της μορφής: Αx+By+Γ = 0.
25. Η απόσταση του σημείου Μ0(x0,y0) από την ευθεία   (ε):    Αx + By + Γ = 0  είναι  d (Μ0,ε) = 
[image: image340.wmf]00

22

xBy

A++G

A+B

 
26. Η απόσταση d (Μ0,ε) του σημείου Μ0(x0,y0) από την ευ​θεία (ε):  Ax+By+Γ = 0 επαληθεύει την  ισότητα                         |Ax0+ By0+Γ|= d(Μ0,ε)
[image: image341.wmf]22

A+B

 
	27. Το εμβαδόν ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με την ορίζουσα  det(
[image: image342.wmf],

ABAG

uuuruuur

).
28. Όλα τα διανύσματα με κοινό φορέα έχουν τον ίδιο συντελε​στή διεύθυνσης.
29. Η ευθεία y = κ2x+1 σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον άξο​να 
[image: image343.wmf]xx

¢

 για κάθε κ ≠ 0.
30. Η ευθεία x +λ(x
[image: image344.wmf]-

y) 
[image: image345.wmf]-

λ = 0 τέμνει τη διχοτόμο της γωνίας xOy για κάθε τιμή του αριθμού λ.

31. Οι ευθείες  ε1 : y = 2x+1,   ε2 : y = 2x
[image: image346.wmf]-

1,   ε3 : x +2y +1=0  και        ε4 : x+2y+2=0 τεμνόμενες ορίζουν ορθογώνιο παραλληλό​γραμμο

32. Η εξίσωση της ευθείας ε που είναι κάθετη στην ευθεία       
[image: image347.wmf]¢

e

: x +3 = 0 και περνά από το σημείο (3,2), είναι y = 3.

33. Οι ευθείες 2x
[image: image348.wmf]-

3y = 11 και 4y+3x+9 = 0 έχουν κοινό σημείο το (
[image: image349.wmf]-

1,3).

34. Η ευθεία y = λx+3 έχει δύο κοινά σημεία με τον άξονα 
[image: image350.wmf]xx

¢

 για κάθε λ 
[image: image351.wmf]Î

¡


35. Αν οι ευθείες (μ+1)x
[image: image352.wmf]-

y = 0 και 3x+y
[image: image353.wmf]-

7 = 0 είναι παράλληλες, τότε μ = 2.

36. Η εξίσωση xy = x  παριστάνει μια μόνο ευθεία του καρτεσιανού επιπέδου.
37. Το σημείο Α(ημθ,0) με θ = 
[image: image354.wmf]7

p

 ανήκει στην ευθεία  2x+κy = 3.
38. Η απόσταση των παράλληλων ευθειών y = x και  y = x+1 είναι 1. Η εξίσωση y = x+β με β
[image: image355.wmf]Î

¡

 παριστάνει οικογένεια ευ​θειών παράλληλων προς την ευθεία y = x.

39. Ορίζεται τρίγωνο με πλευρές που έχουν εξισώσεις 3x
[image: image356.wmf]-

y = 4,   y =
[image: image357.wmf]-

5x
[image: image358.wmf]-

4,   y = 3x + 5.

40. Η  συμμετρική της ευθείας y = 3x ως προς τον άξονα 
[image: image359.wmf]xx

¢

 έχει εξίσωση y = 3x+3.

41. Όλες οι ευθείες της οικογένειας ευθειών:           (x+y+1)+λ(3x
[image: image360.wmf]-

2y
[image: image361.wmf]-

4) = 0 περνούν από το σημείο (2,1).

42. Το σύστημα των εξισώσεων δύο παράλληλων ευθειών είναι αδύνατο.

43. Η εξίσωση της ευθείας Αx+By+Γ = 0 γράφεται με τη μορφή 
[image: image362.wmf]v
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+Γ = 0, όπου 
[image: image363.wmf]d

r

= (Α, Β) και 
[image: image364.wmf]v

r

= (x, y).

44. Οι ευθείες A1x+B1y+Γ1 = 0 και A2x+B2y+Γ2=0 είναι κάθετες. Τότε ισχύει Α1Α2 = Β1Β2.

45. Αν Α, Β, Γ τρία σημεία του επιπέδου και (ΑΒΓ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, τότε: det (
[image: image365.wmf],
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) = 2(ΑΒΓ)  ή  det(
[image: image366.wmf],
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) =
[image: image367.wmf]-

2(ΑΒΓ).

46. Για την απόσταση d(Α,ε) του σημείου Α από την ευθεία ε ισχύει d(Α,ε) = 0. Τότε το Α ανήκει στην ευθεία ε.

47. Η εξίσωση x = y για  
[image: image368.wmf]x0

³

 παριστάνει μια ημιευθεία.

48. Η εξίσωση y = |x| παριστάνει μία μόνο ημιευθεία.

49. Η απόσταση των ευθειών ε1: y = λx+β1  και ε2: y = λx+β2 δίνεται από τον τύπο: d(ε1,ε2)=
[image: image369.wmf]12
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 Επιλέξατε την σωστή απάντηση από τις παρακάτω   

     Προτάσεις
53. Ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας (ε), που διέρχεται από τα σημεία Α(x1,y1) και Β (x2,y2) ορίζεται πάντα όταν:
  Α. y1 ≠ y2        Β. x1=x2  και  y1≠ y2     Γ.  x1 ≠ -x2  και  y1≠ y2
  Δ.  y1= y2  και  x1= x2
     Ε.  x1 ≠ x2
54.  Η εξίσωση Αx+Βy+Γ=0 παριστάνει πάντα ευθεία με
Α.   Α=0 και Β=0    Β. Α=0 ή Γ ≠ 0       Γ.   Α2 + Β2 ≥ 0             Δ. |Α|+|Β|>0          Ε.|Α|+|Β|<0

55. Το διάνυσμα  
[image: image371.wmf]d

r

(
[image: image372.wmf]-

2,3) είναι κάθετο στην ευθεία

Α. 2x
[image: image373.wmf]-

3y+1 = 0     Β. 2x+3y+1 = 0     Γ. 3x+2y+1 = 0            Δ. 3x
[image: image374.wmf]-

2y+1 = 0   Ε. 3x
[image: image375.wmf]-

2y
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1 = 0

56. Έστω (ε): Ax+By+Γ = 0 (με Α
[image: image377.wmf]0

¹

 και Β 
[image: image378.wmf]0

¹

), τότε:
       Α. το διάνυσμα  
[image: image379.wmf]d

r

= (Β,Α) είναι κάθετο στην (ε)

Β. το διάνυσμα  
[image: image380.wmf]d

r

= (Α,
[image: image381.wmf]-

Β) είναι παράλληλο στην (ε) 

Γ. το διάνυσμα  
[image: image382.wmf]d

r

= (
[image: image383.wmf]-

Β,Α) είναι παράλληλο στην (ε) 

Δ. το διάνυσμα  
[image: image384.wmf]d

r

= (Α,Β) είναι παράλληλο στην (ε) 

Ε. το διάνυσμα  
[image: image385.wmf]d

r

= (
[image: image386.wmf]-

Α,Β) είναι κάθετο στην (ε)
57. Η εξίσωση της ευθείας ΑΒ με Α(2009,0), Β (0,2009) είναι

Α.  2009x
[image: image387.wmf]-

2009y = 0    Β. 2009y+2009x = 1    Γ. x +y = 1        Δ. 2009x
[image: image388.wmf]-

2009y = 1      Ε. y = 2009x+2009

58. Η ευθεία που σχηματίζει με τον άξονα x΄x αμβλεία γωνία είναι
Α.  y = |λ|x–2                 Β.  y = 2                   Γ.  y = 3x+2                            Δ.  y = |λ|x+β με λ < 0   Ε. η κάθετη στην 2x
[image: image389.wmf]-

3y+2 = 0

59. Αν η ευθεία (ε) τέμνει τους άξονες 
[image: image390.wmf]xx

¢

, 
[image: image391.wmf]yy
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 στα Α(α,0), Β(0,β) αντί​στοιχα με α = 2β. Τότε η (ε) σχηματίζει

Α. γωνία 60° με τον 
[image: image392.wmf]xx

¢

     Β. γωνία 90° με τον 
[image: image393.wmf]xx

¢

 

Γ. γωνία οξεία με τον 
[image: image394.wmf]xx

¢

   Δ. γωνία αμβλεία με τον 
[image: image395.wmf]xx

¢


        Ε. κλίση ίση με  
[image: image396.wmf]1

2


60. Στο καρτεσιανό επίπεδο η εξίσωση y2 = x2 παριστάνει 

             Α. μια ευθεία κάθετη στον 
[image: image397.wmf]xx

¢

      

             Β. μόνο τη διχοτόμο της γωνίας xΟy       

             Γ. μόνο τη διχοτόμο της γωνίας 
[image: image398.wmf]yOx

¢

         

             Δ. τις διχοτόμους των γωνιών xΟy και 
[image: image399.wmf]yOx
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             Ε. μια ευθεία  κάθετη στον 
[image: image400.wmf]yy
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61. Αν Α(1,3) και Β(5,3), το συμμετρικό του μέσου του ΑΒ ως προς τον  άξονα 
[image: image401.wmf]xx

¢

 είναι το      Α. (2,3)          Β. (2,
[image: image402.wmf]-

3)        Γ. (3, 
[image: image403.wmf]-

3)         Δ. (
[image: image404.wmf]-

3,3)
  Ε. (
[image: image405.wmf]-

3, 
[image: image406.wmf]-

3)
62. Δίνονται τα σημεία Α(0,4) και Β(4,0). Ο συντελεστής διεύθυνσης της διαμέσου ΑΜ του τριγώνου ΟΑΒ είναι:
Α. 4          Β. 2
        Γ. 0        Δ. – 2        Ε. – 4

63. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Α(0,0), Β(3,1), Γ(5,3) και  Δ(κ,κ). Η τιμή του κ είναι

Α. 3             Β. 2            Γ. 1           Δ. – 2          Ε. – 3

64. Τα σημεία Α(α,α+1),   Β(α+1,α+2) και Γ(α+2,α+3) είναι
Α. συνευθειακά       Β. κορυφές ορθογωνίου τριγώνου          Γ. κορυφές ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου                       Δ. κορυφές ορθογωνίου τριγώνου                                           Ε. κορυφές ισοσκελούς οξυγωνίου τριγώνου


	65. Τα σημεία Ο(0,0),  Α(κ,0),  Β (0,λ) με κ, λ. > 0 ορίζουν τρίγωνο με εμ​βαδόν

Α. 2κλ         Β.  
[image: image407.wmf]1

2

 (κ+λ) κ           Γ. κλ                               Δ.  
[image: image408.wmf]1

2

(κ
[image: image409.wmf]-

λ)(κ+λ)
 Ε. 
[image: image410.wmf]1
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66. Το εμβαδόν του τριγώνου με κορυφές Α(0,0),  Β(α,0) και Γ (α, β) είναι

      Α. 
[image: image411.wmf]1

2

αβ
   Β. 
[image: image412.wmf]1

2

α|β|
      Γ. αβ
           
      Δ.  
[image: image413.wmf]1

2

|αβ|
  Ε.  
[image: image414.wmf]1
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67. Το συμμετρικό του σημείου (4,1) ως προς τη διχοτόμο της πρώτης γωνίας των αξόνων είναι

       Α. (
[image: image415.wmf]-

4,1)       Β. (4, 
[image: image416.wmf]-

1)          Γ. (
[image: image417.wmf]-

4, 
[image: image418.wmf]-

1)      Δ. (2,1)
Ε. (1,4)

68. Οι ευθείες y = 2 και y =
[image: image419.wmf]3

x
[image: image420.wmf]-

1 σχηματίζουν μεταξύ τους οξεία γωνία   ίση με

       Α. 30°      Β. 60°        Γ. 45°         Δ. 75°          Ε. 15°

69. Δυο ευθείες (ε1) και (ε2) τέμνονται. Τότε το σύστημα των  εξισώσεων τους
 Α. έχει άπειρες λύσεις               Β. έχει μοναδική λύση

        Γ. δεν έχει λύση
Δ. έχει δύο λύσεις                

       Ε. έχει άπειρες λύσεις της μορφής (x, x)
70.  Η ευθεία λx+y+μ=0 είναι κάθετη στην y=x. Τότε ο λ είναι  

       ίσος με    Α. – 2         Β. 
[image: image421.wmf]-

1          Γ. 0          Δ. 1


► Απόσταση δύο παραλλήλων ευθειών


Παίρνουμε ένα τυχαίο σημείο στη μία ευθεία , και βρίσκουμε την απόστασή του από την άλλη  
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