(§1.5)   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 
	►Διανυσματική έκφραση του εσωτερικού γινομένου

· Εσωτερικό γινόμενο 
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· Τετράγωνο (εσωτερικό) του 
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Λέγεται το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image6.wmf]×

rr

aa

 που το γράφουμε  
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►Φυσική ερμηνεία του εσωτερικού γινομένου

Το εσωτερικό γινόμενο 
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 παριστάνει το έργο της δύναμης 
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που μετακινεί το σημείο εφαρμογής Ο από τη θέση Ο μέχρι τη θέση Α. (γιατί;)
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►Ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου ( Ι )

1)  
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               (αντιμεταθετική ιδιότητα)

2)  Aν    
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5) Aν 
[image: image30.wmf]×

rr

αβ

> 0  τα διανύσματα σχηματίζουν οξεία γωνία 
6) Aν 
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< 0  τα διανύσματα σχηματίζουν αμβλεία γωνία
7)  Aν  θ  η γωνία των 
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8) Για τα μοναδιαία διανύσματα των αξόνων ισχύει:  
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      (εφαρμογή σελ. 44)             
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  (εφαρμογή σελ. 44)  
►Αναλυτική έκφραση του εσωτερικού γινομένου

Αν 
[image: image41.wmf] 
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Δηλαδή: 
«Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των γινομένων των ομωνύμων συντεταγμένων τους»  (Απόδειξη)
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	ΆΣΚΗΣΗ  64 
Σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α  με ύψος ΑΔ , να βρείτε τα:   i)
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Έστω 
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 α) Αν φ = 60ο να βρείτε τα  
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ΆΣΚΗΣΗ  66  (γεωμετρικός τόπος)
Έστω ΑΒΓΔ τετράπλευρο και Ι , Κ τα μέσα των ΑΓ , ΒΔ αντίστοιχα. Να εξετάσετε για ποια σημεία Μ ισχύει η σχέση 
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Δίνονται τα διανύσματα 
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ii) Να βρεθεί το λ
[image: image63.wmf]Î
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iii) Να βρεθούν τα διανύσματα που είναι κάθετα στο 
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 να βρεθεί σημείο Μ του άξονα 
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►Ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου ( ΙΙ )

1)  
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Ισχύουν και οι γνωστές ταυτότητες

1.   
[image: image78.wmf]22

2

(

α+β)α+β+2αβ

=

rrrrrr

             

2.   
[image: image79.wmf]22

2

(

αβ)α+β2αβ

-=-

rrrrrr

                

3.   
[image: image80.wmf]2

2

(

αβ)(α+β)αβ

-×=-

rrrrrr


4.   
[image: image81.wmf]222

2

(

α+β+γ)α+β+γ+2αβ+2βγ+2γα

=

rrrrrrrrrrrr

                   

      (γενικά οι ταυτότητες με άρτιες δυνάμεις)

►Προσοχή: Δεν ισχύουν!!!
α) Δεν ισχύει η προσεταιριστική  ιδιότητα:                   

      δηλαδή γενικά:    
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β) Δεν ισχύει ο νόμος της διαγραφής:                         

     δηλαδή: 
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γ) Δεν ισχύει η ιδιότητα μέτρου γινομένου                  

    δηλαδή γενικά:  
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δ) Δεν ισχύει η ιδιότητα δύναμης γινομένου:     


     δηλαδή γενικά:   
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ε) Δεν ισχύουν οι ταυτότητες με περιττές δυνάμεις:       

     δηλαδή:  
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(§1.5)   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
	►Συνημίτονο γωνίας δύο διανυσμάτων

Αν 
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   (Απόδειξη)
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Τα  
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β) Να βρεθεί η γωνία των διανυσμάτων 
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Έστω  |
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Αν τα διανύσματα 
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Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων 
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Να δείξετε ότι το μη μηδενικό διάνυσμα 
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Δίνονται τα διανύσματα  
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Αν για κάθε λ
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 τα διανύσματα 
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ΆΣΚΗΣΗ  66 (*)  
Με δεδομένη την σχέση  
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1.  Να βρείτε  το μέγιστο και το ελάχιστο της παράστασης             Α = 3x
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Υποδείξεις ► όταν ζητείται το ακρότατο μιας παράστασης   ή  απόδειξη ανισότητας στο 
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εκλέγουμε κατάλληλα διανύσματα ώστε η παράσταση ή η ανισότητα  να είναι το εσωτερικό τους γινόμενο. 


	►Προβολή διανύσματος σε διάνυσμα (εκτός ύλης)
Έστω  
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· Η προβολή  του 
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 στο διάνυσμα 
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     (Απόδειξη) 

Συνέπεια:  Δεν ισχύει η ιδιότητα της διαγραφής στα διαν/τα
ΆΣΚΗΣΗ  67    

Αν για τα  διανύσματα 
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να βρεθεί η προβολή του διανύσματος 
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 πάνω στο διάνυσμα 
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Υπόδειξη► Εύρεση της προβολής διανύσματος 
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ii)Eφαρμόζουμε την σχέση  
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· Εφαρμογή σελ.46   

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΕ ΟΜΑΔΕΣ
   ►Εσωτερικό γινόμενο από ορισμό
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Δίνονται τα διανύσματα 
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 με μέτρα  4 και 5 αντίστοιχα.  Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο 
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Δίνονται τα διανύσματα 
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i)το μέτρο του 
[image: image199.wmf]b

r

  ii)το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image200.wmf]b×g

rr


ΆΣΚΗΣΗ  70    

Tο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο με πλευρά 4  και κέντρο Ο.  Ποια από 

τις παρακάτω ισότητες είναι λανθασμένη;

     Α. 
[image: image201.wmf]ΑΒΓΒ0

×=

uuuruuur

        Β. 
[image: image202.wmf]ΑΟΑΒ8

×=

uuuruuur

        Γ. 
[image: image203.wmf]ΑΒΑΓ16

×=

uuuruuur


     Δ. 
[image: image204.wmf]ΑΒΓΔ16

×=-

uuuruuur

    Ε. 
[image: image205.wmf]ΟΒΒΑ8

×=

uuuruuur



[image: image206.png]



ΆΣΚΗΣΗ  71 

Αν τα διανύσματα 
[image: image207.wmf]α

r

, 
[image: image208.wmf]β

r

, 
[image: image209.wmf]γ

r

 είναι μοναδιαία και ισχύει 
[image: image210.wmf]αββγ20

×+×+=

rrrr

, να αποδειχθεί ότι 
[image: image211.wmf]αγβ

==-

rrr

.

Υπόδ: Η σχέση συνα+συνβ+2=0 σημαίνει ότι συνα = συνβ = 
[image: image212.wmf]-

1.




(§1.5)   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
	   ►Εσωτερικό γινόμενο από αναλυτική έκφραση
· 11 Α Ομάδας σελ. 48 σχολικού
· 6 Α Ομάδας σελ. 47 σχολικού

ΆΣΚΗΣΗ  72    
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(3,5), Β(x, x
[image: image213.wmf]-

4), x
[image: image214.wmf]Î

¡

και 

     Γ(
[image: image215.wmf]-

5, 11) για τα οποία 
[image: image216.wmf]AB32

×AG=-

uuuruuur

.

i) Να βρείτε το x
ii) Αν Μ, Ν τα μέσα των ΒΓ, ΑΒ αντίστοιχα, να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image217.wmf]AM

×GN

uuuuruuur

. 

ΆΣΚΗΣΗ  73   

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image218.wmf](2,)

a=l

ur

και 
[image: image219.wmf](8,1)

b=l-

r

με 
[image: image220.wmf]lÎ

¡

 για τα οποία ισχύει 
[image: image221.wmf]1

a×b=-

urr

. Να βρείτε:

i) Τον αριθμό λ

ii) Το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image222.wmf](2)()

a-b×a+b

urrurr

 (με δύο τρόπους)

ΆΣΚΗΣΗ  74    

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image223.wmf](4,3)

a=-

ur

και 
[image: image224.wmf](,3)

b=ll+

r

 με 
[image: image225.wmf]lÎ

¡

 και 
[image: image226.wmf](6,1)

g=-

r

για τα οποία ισχύει 
[image: image227.wmf]a×b=b×g

urrrr

. Να βρείτε:

i) Τον αριθμό λ     (λ=2)

ii) Αν  το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image228.wmf]()()32

a+lb×b+g=

urrrr

 να βρείτε το λ    (λ=3)

   ►Ιδιότητες Εσωτερικού γινομένου

· 1, 2, 3  Α Ομάδας σελ. 47 σχολικού.
►Σχέσεις που δεν ισχύουν (πάντα)

· 15  Α Ομάδας  σελ. 48 σχολικού)

ΆΣΚΗΣΗ  75   

Να εξετάσετε αν ισχύουν πάντα  οι παρακάτω σχέσεις. Εξετάστε πότε ισχύουν ή με ποια μορφή ισχύουν. 
i)   
[image: image229.wmf]||||||

a×b=a×b

urur

rr


ii)   
[image: image230.wmf]22

2

()

a×b=ab

ururr

r


iii)   
[image: image231.wmf]()()

a×b×g=a×b×g

urrrurrr

 (προσεταιριστική)

iv)   
[image: image232.wmf]22

a=bÞ

urr



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image233.wmf]a=b

urr


►Απόδειξη ταυτοτήτων ή σχέσεων υπό συνθήκη

· 2  Β΄ Ομάδας  σελ. 48 σχολικού)

ΆΣΚΗΣΗ  76  
Αποδείξτε ότι

i)   
[image: image234.wmf]22

||||4

a+b-a-b=a×b

urrurrurr


ii)   
[image: image235.wmf]22

||||4||||

a+b+a-b³a×b

urrurruurr


ΆΣΚΗΣΗ  77   

· Αν ισχύει 
[image: image236.wmf]||||||

a=b=a-b

urrurr

 να αποδείξετε ότι  
[image: image237.wmf]||3||

a+b=a

urrur


· Αν ισχύει 
[image: image238.wmf]||||||

a=b=a+b

urrurr

 να αποδείξετε ότι  
[image: image239.wmf]||3||

a-b=a

urrur


►Κάθετα διανύσματα

 ΆΣΚΗΣΗ  78 

Δίνονται τα κάθετα διανύσματα 
[image: image240.wmf](x,3)

a=-

ur

 και 
[image: image241.wmf](6,x2)

b=+

r

.

i)   Βρείτε τον πραγματικό αριθμό x
ii)   Αν τα διανύσματα 
[image: image242.wmf]v(1,5)

=

r

 και 
[image: image243.wmf]u

=la+b

rurr

 είναι κάθετα να βρείτε τον πραγματικό αριθμό λ.
	ΆΣΚΗΣΗ  79 

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image244.wmf](1,)

a=l

ur

και 
[image: image245.wmf](45,1)

b=l--

r

, 
[image: image246.wmf]lÎ

¡

, για τα οποία ισχύει 
[image: image247.wmf]1

a×b=

urr

. 

i) Αποδείξτε ότι λ = 2

ii) Βρείτε διάνυσμα 
[image: image248.wmf]v

r

 για το οποίο ισχύει 
[image: image249.wmf](v)//

+ba

rrur

 και 
[image: image250.wmf](2v)(10)

a-^a-b

urrurr

 (Υπόδειξη: Σύστημα 
[image: image251.wmf]22

´

)

ΆΣΚΗΣΗ  80 

Δίνονται δύο μη μηδενικά διανύσματα για τα οποία ισχύει: 
[image: image252.wmf]2

a×b=a

urrur

 και 
[image: image253.wmf](,)

3

Ù

p

ab=

urr

.

i) Να δείξετε ότι 
[image: image254.wmf]||2||

b=a

rur


ii) Να βρείτε το 
[image: image255.wmf]lÎ

¡

 ώστε τα διανύσματα 
[image: image256.wmf]2

a+b

urr

 και 
[image: image257.wmf]la-b

urr

 να είναι κάθετα.
ΆΣΚΗΣΗ  81 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με κορυφές Α(
[image: image258.wmf]-

1, 4), Β(
[image: image259.wmf]-

2, 
[image: image260.wmf]-

1) και Γ(7, 5). Θεωρούμε σημείο Μ ώστε 
[image: image261.wmf]2

MG=BM

uuuruuuur

.

i) Να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ.

ii) Αποδείξτε ότι 
[image: image262.wmf]AM^BG

uuuuruuur


iii) Βρείτε σημείο Ν του άξονα x΄x ώστε 
[image: image263.wmf]ANAB

^

uuuruuur


►Ισότητα μέτρων – Ομόρροπα – Αντίρροπα

(Μέθοδος: Υψώνουμε στο τετράγωνο)

ΆΣΚΗΣΗ  82
Δίνονται τα διανύσματα για τα οποία ισχύει: 
[image: image264.wmf]8

a×b=

urr

, 
[image: image265.wmf]||||

a-b=a

urrur

. 

i)   Να βρείτε το μέτρο του 
[image: image266.wmf]b

r

.

ii)   Να βρείτε τις τιμές του 
[image: image267.wmf]lÎ

¡

 ώστε 
[image: image268.wmf]|||2|

a+lb=a-lb

urrurr


ΆΣΚΗΣΗ  83 

1) Αν 
[image: image269.wmf]||2||

b=a

rur

 και 
[image: image270.wmf]|||45|

a+b=b-a

urrrur

 αποδείξτε ότι 
[image: image271.wmf]a­­b

urr

.
2) Αν 
[image: image272.wmf]||3||

b=a

rur

 και 
[image: image273.wmf]|2|||

a+b=a

urrur

 αποδείξτε ότι 
[image: image274.wmf]a­¯b

urr

.

3) Αν 
[image: image275.wmf]||2||

b=a

rur

 και 
[image: image276.wmf]||||

a+b=a

urrur

 αποδείξτε ότι 
[image: image277.wmf]a­¯b

urr

.

►Σχέση της μορφής 
[image: image278.wmf]κα+λβ+μγ=0

rrrr


Μέθοδος: Λύνουμε ως προς κάποιο διάνυσμα και υψώνω στο τετράγωνο (δεν ισχύει ισοδυναμία)

ΆΣΚΗΣΗ  84
1)  Αν 
[image: image279.wmf]|

α|1,|β|2,|γ|5

===

rrr

 και 
[image: image280.wmf]αβγ0

++=

rrrr

, να δειχθεί ότι 
[image: image281.wmf]αββγγα4

×××=-

++

rrrrrr


2)  Αν 
[image: image282.wmf]||2

a=

ur

, 
[image: image283.wmf]||3

b=

r

, 
[image: image284.wmf]||22

g=

r

 και 
[image: image285.wmf]230

a+b-g=

urrrr

 να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης Α= 
[image: image286.wmf]a×b

urr

+ 
[image: image287.wmf]2

b×g

rr

 +
[image: image288.wmf]g×a

rur


3)  Αν 
[image: image289.wmf]|

α||β||γ|1

===

rrr

  και 
[image: image290.wmf]αββγ2

××=

+

rrrr

 να δειχθεί ότι: 
[image: image291.wmf]αβγ

==

rrr


4)  Αν 
[image: image292.wmf]|

α||β||γ|1

===

rrr

 και  
[image: image293.wmf]α+β+γ0

=

rrrr

 να βρείτε τις γωνίες 
[image: image294.wmf]¶

(

α,β)

rr

, 
[image: image295.wmf]¶

(

β,γ)

rr

, 
[image: image296.wmf]¶

(

γ,α)

rr


5)  Αν 
[image: image297.wmf]αβγ0

++=

rrrr

, όπου 
[image: image298.wmf]|

γ|3

=

r

 και  
[image: image299.wmf]α

r

, 
[image: image300.wmf]β

r

 είναι μοναδιαία διανύσματα, να βρεθεί η γωνία
[image: image301.wmf]¶

(

α,β)

rr

.

· 4  Β Ομάδας σελ. 49 σχολικού


(§1.5)   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
	►Σχέση της μορφής 
[image: image302.wmf]κα+λβ+μγ=0

rrrr

  και  Σχέση μέτρων 
ΆΣΚΗΣΗ  85
Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image303.wmf]α

r

, 
[image: image304.wmf]β

r

, 
[image: image305.wmf]γ

r

 για 

τα οποία ισχύει ότι:  
[image: image306.wmf]αβγ0

++=

rrrr

 και 
[image: image307.wmf]|

β||γ|

|

α|

23

==

rr

r

. 

Να αποδειχθεί ότι:

i) το 
[image: image308.wmf]α

r

 είναι ομόρροπο του 
[image: image309.wmf]β

r

.

ii) το 
[image: image310.wmf]β

r

 είναι αντίρροπο με το 
[image: image311.wmf]γ

r

.

ΆΣΚΗΣΗ  86                                                       
Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image312.wmf]α

r

, 
[image: image313.wmf]β

r

, 
[image: image314.wmf]γ

r

 για 

τα οποία ισχύει ότι:  
[image: image315.wmf]α2βγ0

-+=

rrrr

 και 
[image: image316.wmf]|

α|2|β||γ|

235

==

rrr

. 

Να αποδειχθεί ότι:

i) το 
[image: image317.wmf]4

αβ

3

=-

rr


ii) το 
[image: image318.wmf]β

r

 είναι ομόρροπο με το 
[image: image319.wmf]γ

r

.
►Υπολογισμός του μέτρου: 
[image: image320.wmf]|

|

κα+λβ

rr


(Μέθοδος: Υψώνω στο τετράγωνο (για να φύγει το μέτρο) και το υπολογίζω με εφαρμογή ιδιοτήτων. Κατόπιν παίρνω ρίζα).

ΆΣΚΗΣΗ  87 

1) Αν 
[image: image321.wmf]||3

a=

ur

,  
[image: image322.wmf]||4

b=

r

 και 
[image: image323.wmf]¶

(

α,β)

3

p

=

rr

 βρείτε το 
[image: image324.wmf]αβ

×

rr

 και  το 
[image: image325.wmf]|

α2β|

-

rr


2) Αν 
[image: image326.wmf]¶

π

α|2 και |β|3 και (α,β)

6

|

===

rrrr

 να βρεθούν τα  
[image: image327.wmf]αβ , αβ

+-

rrrr


· 13  Α Ομάδας σελ. 48 σχολικού

►Συνημίτονο ή Γωνία γραμμικών συνδυασμών

ΆΣΚΗΣΗ  88 
Δίνεται ότι 
[image: image328.wmf]||2

a=

ur

,  
[image: image329.wmf]||3

b=

r

 και 
[image: image330.wmf]5

a×b=

urr

. Να υπολογίσετε:

i) Το συνημίτονο της γωνίας των 
[image: image331.wmf]a

r

 και 
[image: image332.wmf]b

r


ii) Το γινόμενο 
[image: image333.wmf]uv

×

rr

  όπου 
[image: image334.wmf]u23

=a+b

rurr

 και 
[image: image335.wmf]v2

=a-b

rurr


iii) Το συνημίτονο 
[image: image336.wmf](u,v)

Ù

sun

rr


ΆΣΚΗΣΗ  89 
1.  Δίνεται ότι 
[image: image337.wmf]||2

a=

ur

,  
[image: image338.wmf]||3

b=

r

 και 
[image: image339.wmf]¶

(,)

ab=

urr

 
[image: image340.wmf]3

p

.  Αν 
[image: image341.wmf]32

g=a-b

rurr

, να υπολογίσετε τη γωνία 
[image: image342.wmf]¶

()

,

bg

r

r


2.  Για τα διανύσματα 
[image: image343.wmf]α

r

 και 
[image: image344.wmf]β

r

 είναι: 
[image: image345.wmf]||2

a=

ur

,  
[image: image346.wmf]||3

b=

r

 και 
[image: image347.wmf]¶

2

π

(

α,β)

3

=

rr

. Αν 
[image: image348.wmf]δ3α2β

=+

rrr

, να βρεθεί η γωνία των διανυσμάτων 
[image: image349.wmf]α

r

 και 
[image: image350.wmf]δ

r

. 

3.  Για τα διανύσματα 
[image: image351.wmf]α

r

 και 
[image: image352.wmf]β

r

 είναι: 
[image: image353.wmf]||||1

a=b=

urr

,  και 
[image: image354.wmf]¶

(

α,β)

=

rr



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image355.wmf]2

3

p

. Αν 
[image: image356.wmf]u2

α4β

=+

rrr

 και 
[image: image357.wmf]v

αβ

=-

rrr

να βρεθεί η γωνία των διανυσμάτων 
[image: image358.wmf]u

r

 και 
[image: image359.wmf]v

r

. 
	ΆΣΚΗΣΗ  90
Αν 
[image: image360.wmf]|p|1,  |q|2

==

rr

και η γωνία των 
[image: image361.wmf]p,   q

rr

 είναι 450 , να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων 
[image: image362.wmf]p q,  q

-

rrr

.

►Αποδείξεις προτάσεων Ευκλείδειας Γεωμετρίας

(Μέθοδος: Ανάλυση διανύσματος σε διαφορά διανυσμάτων με αφετηρία ένα σημείο αναφοράς και χρήση ιδιοτήτων εσωτερικού γινομένου). 

ΆΣΚΗΣΗ  91  

Να αποδειχθούν και να ερμηνευθούν γεωμετρικά:

i) 
[image: image363.wmf]|

α+β||αβ|αβ

=-Û^

rrrrrr

       
ii)
[image: image364.wmf](

α+β)(αβ)|α||β

|

^-Û=

rrrrrr

        
ΆΣΚΗΣΗ  92   (όπως η 7 Β Ομάδας σελ.49)
Να αποδειχθεί ότι κάθε γωνία εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο είναι ορθή

ΆΣΚΗΣΗ  93  (8  Β Ομάδας σελ.49)
Σε τρίγωνο ΑΒΓ τα ύψη ΒΕ και ΓΖ τέμνονται στο Η.  Θέτουμε 
[image: image365.wmf]ΗΑ=α,ΗΒ=β,ΗΓ=γ

uuurruuurruuurr

  

i) Βρείτε τα  
[image: image366.wmf]ΑΒ,ΑΓ,ΒΓ

uuuruuruur

 ως συνάρτηση των 
[image: image367.wmf]α,β,γ

rrr

 και να    δείξετε ότι 
[image: image368.wmf]γαγβκαιγβαβ

××××

==

rrrrrrrr


ii) Δείξτε ότι τα  ύψη του τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο  

· 8  Β Ομάδας σελ.49
►ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ

ΆΣΚΗΣΗ  98 

Έστω Α, Β δύο σταθερά σημεία του επιπέδου και σημείο Μ για τα οποία ισχύουν 
[image: image369.wmf]MAMB0

×=

uuuuruuuur

. Αποδείξτε ότι ο γ.τ. των σημείων Μ του επιπέδου είναι κύκλος με ακτίνα 
[image: image370.wmf]()

2

AB

r=

.

ΆΣΚΗΣΗ  99 

Αν Α , Β σταθερά σημεία τότε γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ για τα οποία είναι 
[image: image371.wmf]ΑΜΑΒ

×=l

uuuuruuur

>0 είναι ευθεία  κάθετη στην ΑΒ.

ΆΣΚΗΣΗ 100 

Αν ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία είναι  
[image: image372.wmf]ΑΒΑΜ+ΑΓΑΜ=0

××

uuuruuuuruuuruuuur


ΆΣΚΗΣΗ  101 

Έστω Α, Β δύο σταθερά σημεία του επιπέδου και σημείο Μ για τα οποία ισχύουν 
[image: image373.wmf]MAMB

×=l

uuuuruuuur

. Αποδείξτε ότι ο γ.τ. των σημείων Μ του επιπέδου είναι κύκλος με ακτίνα 
[image: image374.wmf]2

||

r=l+OA

uuur

. 

Εφαρμογή: Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με μήκος (ΑΒ)=8. Να βρείτε το γ.τ των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 
[image: image375.wmf]MAMB9

×=

uuuuruuuur


ΆΣΚΗΣΗ  102 

Έστω Α, Β δύο σταθερά σημεία του επιπέδου και σημείο Μ για τα οποία ισχύουν 
[image: image376.wmf]|2MA3MB||2MA3MB|

+=-

uuuuruuuuruuuuruuuur

. Αποδείξτε ότι ο  γ.τ. των σημείων Μ του επιπέδου είναι κύκλος με διάμετρο ΑΒ.



(§1.5)   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
	ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

ΆΣΚΗΣΗ  106 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image377.wmf]ΑΒ2α+β

=

uuurrr

 και 
[image: image378.wmf]3

β

AG=-

uurr

, όπου 
[image: image379.wmf]|

α||β|1

==

rr

 και.
[image: image380.wmf]¶

2

(

α,β)

3

p

=

rr


i) Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων:
[image: image381.wmf]αβ

×

rr

  ,  
[image: image382.wmf]2

(4

β+2α)

rr

,   
[image: image383.wmf]|

αβ|

-

rr

.

ii) Αν Μ είναι το μέσον της πλευράς ΒΓ να εκφράσετε τα διανύσματα 
[image: image384.wmf]ΑΜ

uuur

 και 
[image: image385.wmf]ΒΓ

uur

 συναρτήσει των 
[image: image386.wmf]α, β

r

r

 και να βρείτε τη γωνία των 
[image: image387.wmf]ΑΜ

uuur

 και
[image: image388.wmf]ΒΓ

uur

.
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Δίνονται τα διανύσματα: 
[image: image389.wmf]13

αij

44

=+

rrr

, 
[image: image390.wmf](

)

(

)

β4συνθi4ημθj

=+

rrr

 και 
[image: image391.wmf]γ2i2j

=-

rrr

.

α)
Να βρεθεί το 
[image: image392.wmf](

)

θ0,π

Î

, ώστε τα διανύσματα 
[image: image393.wmf]α, β

rr

 να είναι κάθετα.

β)
Αν η γωνία των διανυσμάτων 
[image: image394.wmf]β

r

 και 
[image: image395.wmf]γ

r

 είναι 
[image: image396.wmf]3

π

4

, να δειχθεί ότι 
[image: image397.wmf]ημθ1συνθ

-=

.

γ) 
Αν ο λόγος εσωτερικού γινομένου του 
[image: image398.wmf]β

r

 με το 
[image: image399.wmf]γ

r

 προς το εσωτερικό γινόμενο του 
[image: image400.wmf]β

r

 με το 
[image: image401.wmf]α

r

 είναι 
[image: image402.wmf]16

3

, να βρεθεί η γωνία των 
[image: image403.wmf]β

r

,
[image: image404.wmf]α

r

.
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Έστω τα διανύσματα 
[image: image405.wmf]α, β

rr

 με 
[image: image406.wmf]|

α|1

=

r

, 
[image: image407.wmf]|

β|1

=

r

. Θεωρούμε την εξίσωση: 
[image: image408.wmf](

)

22

x2|

αβ|x(1αβ)0  1

--+-=

rrrr

. Να δείξετε ότι:

α) Η (1) έχει πραγματικές ρίζες.

β) Αν ρ1, ρ2 ρίζες της (1) ισχύει: 
[image: image409.wmf]12

22

ρρ8αβ

+=Û=-

rr

.
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Σε ένα αεροπλάνο που πετάει και βρίσκεται στη θέση Ο ασκείται ταυτόχρονα η προωθητική δύναμη 
[image: image410.wmf]ΟΑ

uuur

, η αντίσταση του αέρα 
[image: image411.wmf]ΟΒ

uuur

, η ανυψωτική δύναμη 
[image: image412.wmf]ΟΔ

uuur

 και το βάρος του 
[image: image413.wmf]ΟΓ

uuur

. Αν είναι Ο (0,0), Α(5,0), 

Β(
[image: image414.wmf]-

1,0), Γ(0,
[image: image415.wmf]-

1) και Δ(0,3), τότε να προσδιορίσετε:

α)
Το διάνυσμα θέσης 
[image: image416.wmf]ΟΚ

uuur

, όπου 
[image: image417.wmf]ΟΚ

uuur

 η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο αεροπλάνο. Κερδίζει ή χάνει ύψος το αεροπλάνο;

β)
Το συνημίτονο της γωνίας της συνισταμένης των δυνάμεων 
[image: image418.wmf]ΟΚ

uuur

 και της προωθητικής δύναμης 
[image: image419.wmf]ΟΑ

uuur

.
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[image: image420.wmf]·

Χαρακτηρίστε ως σωστό (Σ) ή λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις:

1. Αν 
[image: image421.wmf]a­­b

urr

 , τότε  είναι 
[image: image422.wmf]|||

|

a×b=ab

urrurr


2. Αν 
[image: image423.wmf]0

a×b=

urr

 , τότε 
[image: image424.wmf]0

a=

urr

 ή 
[image: image425.wmf]0

b=

rr


3. Αν 
[image: image426.wmf]a×b=a×g

urrurr

, τότε 
[image: image427.wmf]b=g

rr

 για κάθε 
[image: image428.wmf],,

abg

urrr


4. Αν 
[image: image429.wmf]a×b=a×g

urrurr

, και 
[image: image430.wmf]//

bg

rr

 , τότε 
[image: image431.wmf]b=g

rr


5. Αν 
[image: image432.wmf]a×b=a×g

urrurr

, και 
[image: image433.wmf]||||

b=g

rr

 , τότε 
[image: image434.wmf]b=g

rr


6. Ισχύει πάντα  
[image: image435.wmf]()//

a×bgg

urrrr


7. Ισχύει 
[image: image436.wmf]2

ΑΒΑΒ

=

uuuruuur


8. Αν 
[image: image437.wmf]22

4

a=b

urr

, τότε  
[image: image438.wmf]2

a=b

urr

 ή  
[image: image439.wmf]2

a=-b

urr


9. Ισχύει  
[image: image440.wmf]3

2

||

a=aa

ururur


10. Ισχύει  
[image: image441.wmf]AB×GD=BA×DG

uuuruuuruuuruuur


11. Αν 
[image: image442.wmf]a^b

urr

 , τότε και 
[image: image443.wmf]la^b

urr

 ,  λ
[image: image444.wmf]Î

¡


12. Η γωνία των διανυσμάτων 
[image: image445.wmf]a

ur

= (x,y) και 
[image: image446.wmf]b

r

= (
[image: image447.wmf]-

y,x) με xy
[image: image448.wmf]0

¹

 είναι ορθή

13. Το μηδενικό διάνυσμα είναι κάθετο σε κάθε διάνυσμα. 

14. Ισχύει 
[image: image449.wmf]AB×GD=-AB×GD

uuuruuuruuuruuur


15. Αν 
[image: image450.wmf]a

ur

, 
[image: image451.wmf]b

r

 μη μηδενικά διανύσματα , τότε 
[image: image452.wmf]2

||

a×b

=a×b

a

urr

urr

ur


16. Αν 
[image: image453.wmf]a

ur

, 
[image: image454.wmf]b

r

 μη μηδενικά διανύσματα , τότε 
[image: image455.wmf]a×b

=b

a

urr

r

ur


17. Αν 
[image: image456.wmf]a

ur

, 
[image: image457.wmf]b

r

 μη μηδενικά διανύσματα , τότε 
[image: image458.wmf]2

2

||

a×b

=b

a

urr

r

ur


18. Αν 
[image: image459.wmf]a^a

urur

 , τότε 
[image: image460.wmf]a

ur

 μηδενικό

19. Η παράσταση   
[image: image461.wmf]()

a×b+g

urrr

είναι διάνυσμα 

20. Για τα μη μηδενικά διανύσματα  
[image: image462.wmf]a

ur

, 
[image: image463.wmf]b

r

 ισχύει 
[image: image464.wmf]2

()

a×ba=a×b

urrururr


21. i) Αν φ η γωνία των 
[image: image465.wmf]a

ur

, 
[image: image466.wmf]b

r

 τότε 
[image: image467.wmf]a×b

urr

>0 
[image: image468.wmf]Û

 0<φ<90

        ii) Αν φ η γωνία των 
[image: image469.wmf]a

ur

, 
[image: image470.wmf]b

r

 τότε 
[image: image471.wmf]a×b

urr

<0 
[image: image472.wmf]Û

 90ο<φ<180ο  


22. To εσωτερικό γινόμενο δύο μοναδιαίων διανυσμάτων ,    ισούται με το συνημίτονο της γωνίας τους

23. Η 
[image: image473.wmf]a

probb

r

r

 είναι διάνυσμα  συγγραμμικό με το  
[image: image474.wmf]a

r


24. Σε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρά α  ισχύει: 
[image: image475.wmf]AB×BG=BG×GA=GA×AB=

uuuruuruuruuuruuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image476.wmf]2
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25. Αν φ η γωνία των 
[image: image477.wmf]a

ur

, 
[image: image478.wmf]b

r

 τότε ισχύει: 
[image: image479.wmf]a

probb

r

r

=
[image: image480.wmf]||

bsunf

r


	26. Στο παρακάτω ορθογώνιο τρίγωνο (Α=90ο), το ΑΔ 

        είναι ύψος. Τότε θα  ισχύει        

   α) 
[image: image481.wmf]2

BD×BA=BD

uuuruuuruuur

           β) 
[image: image482.wmf]2

||

GA×BG=GA

uuuruuruuur


    γ)  
[image: image483.wmf]2

||

AD=AD×AG

uuuruuuruuur

        δ)  
[image: image484.wmf]2

DG×GA=-DG

uuruuuruur


    ε)  
[image: image485.wmf]DK×DL=DB×DG

uuuruuuruuruur

   στ)  
[image: image486.wmf]BD×AG=BD×DG

uuuruuuruuuruur
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27. Για τα διανύσματα των παρακάτω σχημάτων ισχύει

       α) 
[image: image488.wmf]AB×GD=AB×EZ

uuuruuruuuruur

        β)  
[image: image489.wmf]a×b=KL×MN

urruuuruuur
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[image: image491.emf]ΑΒΓ
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28. Στο παρακάτω τρίγωνο ισχύουν οι ισότητες

α) 
[image: image492.wmf]2

AG×AB=AB

uuuruuuruuur

  και   

     
[image: image493.wmf]2

AD×AB=AB

uuuruuuruuur


β)  Αν 
[image: image494.wmf]g×b=d×b

rrrr

   τότε    

     
[image: image495.wmf]g=d

rr


[image: image496.emf]ΑΒΓ
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άτιτλο-y3


29. Ο παρακάτω κύκλος έχει ακτίνα ρ=4, και το σημείο Μ είναι μέσο του ΟΑ. Τότε ισχύει

    α) 
[image: image497.wmf]OAOB

×

uuuruuur

 = 16

    β)  
[image: image498.wmf]OAO

×G

uuuruuur

 =
[image: image499.wmf]-

16

    γ)  
[image: image500.wmf]OO

E×G

uuuruuur

 = 
[image: image501.wmf]1
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-
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[image: image503.wmf]·

Επιλέξατε την σωστή απάντηση

30. Αν 
[image: image504.wmf]uvuw

×=×

rrrur

  τότε

    Α. 
[image: image505.wmf]vw

=

rr

     Β. 
[image: image506.wmf]v||w

rr

      Γ. 
[image: image507.wmf]u(vw)

^-

rrr

    Δ.  
[image: image508.wmf]u(vw)

^+

rrr


31. Αν  
[image: image509.wmf]uv

^

rr

 τότε

       Α. 
[image: image510.wmf]uv

1

×

=

rr

                               Β. 
[image: image511.wmf]|uv||u||v|

+=+

rrrr

           

       Γ. 
[image: image512.wmf]222
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          Δ.  
[image: image513.wmf]vuuv
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32. Αν για τα μοναδιαία διανύσματα 
[image: image514.wmf],

ab

urr

 ισχύει 
[image: image515.wmf]2

20

a×b+b=

urrr

  τότε η γωνία των 
[image: image516.wmf],

ab

urr

 είναι:

      Α.  
[image: image517.wmf]6

p

                 Β.  
[image: image518.wmf]3

p

               Γ.  
[image: image519.wmf]2

3

p

              Δ.  0

33. Αν Μ  σημείο του επιπέδου   με τετμημένη x,  η παράσταση 
[image: image520.wmf](i)i

OM×

uuurrr

  είναι ίση με 

       Α.  
[image: image521.wmf]OM

uuur

         Β.  x            Γ.   x
[image: image522.wmf]i

r

            Δ.  0          E.  1

34. To διάνυσμα 
[image: image523.wmf](ij)i

×

rrr

 είναι ίσο με:

       Α.  
[image: image524.wmf]i

r

                  Β.  0                  Γ.   
[image: image525.wmf]j

r

                  Δ.  1     


►Εύρεση γωνίας 


Όταν  γνωρίζουμε εσωτερικό γινόμενο και μέτρα 
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