(§1.1)   Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ
	►Ορισμός διανύσματος-Στοιχεία διανύσματος
[image: image1.wmf]AB

uuur

Διάνυσμα 
 προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα  δηλαδή τα άκρα του θεωρούνται διατεταγμένα. π.χ 

· το διάνυσμα με αρχή το Α και πέρας το Β συμβολίζεται με 
[image: image458.emf].

· το διάνυσμα με αρχή το Β και πέρας το Α συμβολίζεται με 
[image: image2.wmf]BA

uuur

.

· Ένα διάνυσμα  συμβολίζεται και με ένα πεζό  ελληνικό ή λατινικό γράμμα βάζοντας πάνω του ένα βέλος  π.χ.  
[image: image3.wmf]v

r

, 
[image: image4.wmf]u

r


[image: image447.wmf]b

r


Μηδενικό διάνυσμα 
Η  αρχή και το τέλος συμπίπτουν. Συμβολίζεται με 
[image: image5.wmf]0

r

 ή 
[image: image6.wmf]AA

uuur

. Η εικόνα 
του είναι ένα σημείο του επιπέδου.

Μέτρο διανύσματος 
[image: image7.wmf]AB

uuur

 Ονομάζουμε το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, και συμβολίζεται με 
[image: image8.wmf]|AB|

uuur

. 
Ισχύει 
[image: image9.wmf]|AB|0

³

uuur


Μοναδιαίο διάνυσμα  λέμε αυτό που έχει [image: image448.wmf]a

v

μέτρο 1

Φορέας του διανύσματος 
[image: image10.wmf]AB

uuur

 είναι η ευθεία πάνω στην οποία βρίσκεται. π.χ. η ευθεία   ε  είναι φορέας του 
[image: image11.wmf]GD

uur

 , η ευθεία ζ είναι φορέας του 
[image: image12.wmf]EZ

uur


Παράλληλα ή συγγραμικά διανύσματα: 
Έχουν τον ίδιο φορέα ή παράλληλους φορείς. Συμβολισμός  //    
π.χ. 
[image: image13.wmf]GDKL

uuruuur

P

  και  
[image: image14.wmf]GDEZ

uuuruuur

P


Διεύθυνση διανύσματος 
είναι ο φορέας του ή οποιαδήποτε άλλη παράλληλη ευθεία

Διανύσματα με ίδια διεύθυνση λέγονται τα παράλληλα διανύσματα  π.χ.  τα     
[image: image15.wmf],

GDKL

uuruuur

 ,
[image: image16.wmf]EZ

uur


[image: image17.emf]
Σημαντική παρατήρηση

Το μηδενικό διάνυσμα 
[image: image18.wmf]AA

uuuur

 δεχόμαστε ότι έχει ως φορέα οποιαδήποτε ευθεία διέρχεται απ’ το Α, δηλαδή είναι παράλληλο με κάθε άλλο διάνυσμα. Με άλλα λόγια το 
[image: image19.wmf]ΑΑ

uuur

=
[image: image20.wmf]0

r

 έχει οποιαδήποτε διεύθυνση.

[image: image21.emf]
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	Φορά διανύσματος είναι ή «αρχή προς το τέλος» του

Κατεύθυνση διανύσματος 
λέμε τη διεύθυνση και τη φορά του συγχρόνως.

Ομόρροπα διανύσματα  
λέγονται τα διανύσματα που έχουν την ίδια  κατεύθυνση (δηλαδή ίδια διεύθυνση και ίδια φορά). Τότε γράφουμε 
[image: image22.wmf]AB

ΓΔ

­­

uuuruuur


Αντίρροπα  διανύσματα 
λέγονται τα διανύσματα  που έχουν αντίθετη  κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και αντίθετη φορά). Τότε γράφουμε 
[image: image23.wmf]AB

ΓΔ

­¯

uuuruuur



[image: image24.png]



Ίσα διανύσματα
λέγονται δύο διανύσματα που έχουν ίδια κατεύθυνση (είναι δηλ. ομόρροπα) και επιπλέον ίσα μέτρα.  
Π.χ.  

·  αν 
[image: image25.wmf]GD

uur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image26.wmf]­­



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image27.wmf]EZ

uur

  και  |
[image: image28.wmf]GD

uur

| = |
[image: image29.wmf]EZ

uur

|    τότε   
[image: image30.wmf]GD

uur

=
[image: image31.wmf]EZ

uur


·  αν   
[image: image32.wmf]GD

uur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image33.wmf]­­



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image34.wmf]KL

uuur

 και  |
[image: image35.wmf]GD

uur

| = |
[image: image36.wmf]KL

uuur

|   τότε    
[image: image37.wmf]GD

uur

=
[image: image38.wmf]KL

uuur


[image: image39.emf]
Αντίθετα διανύσματα
λέγονται δύο διανύσματα που έχουν αντίθετη κατεύθυνση 

(είναι δηλ. αντίρροπα) και επιπλέον ίσα μέτρα.

Αν 
[image: image40.wmf]u

r

 είναι αντίθετο του 
[image: image41.wmf]v

r

 γράφουμε  
[image: image42.wmf]u

r

=
[image: image43.wmf]v

-

r

   ή  
[image: image44.wmf]v

r

=
[image: image45.wmf]u

-

r

.

π.χ.  

·  αν 
[image: image46.wmf]GD

uur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf]­¯



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf]EZ

uur

   και   |
[image: image49.wmf]GD

uur

| = |
[image: image50.wmf]EZ

uur

|   τότε  
[image: image51.wmf]GD

uur

=
[image: image52.wmf]EZ

-

uur


·  αν   
[image: image53.wmf]GD

uur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image54.wmf]­¯



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image55.wmf]KL

uuur

 και   |
[image: image56.wmf]GD

uur

| = |
[image: image57.wmf]KL

uuur

|  τότε  
[image: image58.wmf]GD

uur

=
[image: image59.wmf]KL

-

uuur


[image: image60.emf]



(§1.1)   Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ
	►Αναγκαίες και Ικανές Συνθήκες  για 
Μέσο τμήματος - Παραλληλόγραμμο
· Έστω ΑΒ ένα ευθύγραμμο τμήμα.

i) Αν Μ μέσο του ΑΒ  τότε  
[image: image61.wmf]ΑΜ=ΜΒ

uuuruuur

 και  
[image: image62.wmf]ΑΜ=ΒΜ

-

uuuruuur


ii) Αν  
[image: image63.wmf]ΑΜ=ΜΒ

uuuruuur

  τότε το Μ είναι μέσο του ΑΒ

[image: image64.emf]
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· Έστω ΑΒΓΔ ένα κυρτό τετράπλευρο.

i) Αν ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο τότε 
[image: image65.wmf]ΑΒ=ΔΓ

uuruur

 και  
[image: image66.wmf]ΑΔ=ΒΓ

uuruur

  και  
[image: image67.wmf]ΒΑ=ΓΔ

uuruur

  και  
[image: image68.wmf]ΔΑ=ΓΒ

uuruur


ii) Αν ισχύει μία απ’ τις παραπάνω ισότητες τότε το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.
[image: image69.emf]
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Συμπέρασμα
Στην ισότητα 
[image: image70.wmf]ABDG

uuuruur

=

 γίνονται εναλλαγές των γραμμάτων ως εξής:
· 
[image: image71.wmf]=

uuuruuur

ABDG



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image72.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image73.wmf]=

uuuruuur

ADBG

  (εναλλαγή των μέσων γραμμάτων)

· 
[image: image74.wmf]=

uuuruuur

ABDG



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image76.wmf]=

uuuruuur

GBDA

  (εναλλαγή των άκρων γραμμάτων)

►Γωνία δύο διανυσμάτων  
[image: image77.wmf]α

v

  και  
[image: image78.wmf]β

r


Λέγεται η θετική και κυρτή γωνία θ (
[image: image79.wmf]π

θ

0

£

£

)  που σχηματίζουν όταν τα καταστήσουμε να έχουν κοινή αρχή Ο

 και την συμβολίζουμε με 
[image: image80.wmf]¶

(,)

ab

rr

 ή 
[image: image81.wmf]¶

(,)

ba

rr


· Αν 
[image: image82.wmf]a­­b

ur

r

  τότε   θ = 0
· Αν  
[image: image83.wmf]a­¯b

ur

r

  τότε  θ = π
· Αν  
[image: image84.wmf]a^b

ur

r

  τότε  θ =
[image: image85.wmf]π

2



[image: image86.wmf]a

 Βασική παρατήρηση

Το μηδενικό διάνυσμα 
[image: image87.wmf]0

r

 θεωρούμε ότι είναι ομόρροπο 
ή  αντίρροπο  ή  ακόμη και κάθετο σε κάθε άλλο διάνυσμα. 


[image: image88]   
[image: image89]
[image: image449.wmf]a

r


[image: image90]   
[image: image91]
 
	ΆΣΚΗΣΗ 1

Στα παρακάτω σχήματα να αναγνωρισθούν τα διανύσματα που  i) Έχουν ίδια διεύθυνση   ii) Είναι ομόρροπα  iii) Είναι αντίρροπα   iv) Είναι αντίθετα  v) Είναι ίσα   vi) Έχουν ίσα μέτρα

[image: image92.png]loogwkerss Tpometio
I B



 
[image: image93.png]




[image: image94.png]Opfoydwvio TepeiinAenineoa




   
[image: image95.png]ifoc.




ΆΣΚΗΣΗ 2
Στα παρακάτω σχήματα να γράψετε ισότητες διανυσμάτων.

Κατόπιν γράψτε ζεύγη αντίθετων διανυσμάτων και κάθετων διανυσμάτων.

[image: image96.png]looakehéc tpiyavo



              
[image: image97.png]Terpayavo






[image: image98.png]Kowvowiké stéywvo
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ΆΣΚΗΣΗ 3
Έστω  Μ το μέσο της πλευράς  ΑΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ.  

Με αρχή το Μ γράφουμε τα διανύσματα  
[image: image99.wmf]MD=GB

uuuuruuur

 και 


[image: image100.wmf]ME

=BA

uuuruuur

. Να αποδειχθεί ότι το Α είναι το μέσο του ΔΕ.

ΆΣΚΗΣΗ 4
Αν για τα σημεία  Α, Β, Γ, Δ, Ε ισχύουν οι ισότητες 
[image: image101.wmf]AG=BD

uuuruuur

 και 
[image: image102.wmf]ΕΒΔΑ

=

uuuruuur

 να δείξετε ότι το Δ είναι μέσο του ΓΕ.




(§1.2) ΠΡΟΣΘΕΣΗ – ΑΦΑΙΡΕΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
	►ΠΡΟΣΘΕΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
1ος  τρόπος (Διαδοχικά)
Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα, τα κάνουμε διαδοχικά 

Τότε το διάνυσμα που ορίζεται από την αρχή του πρώτου και από το πέρας του δευτέρου διανύσματος είναι το άθροισμά τους.       Δηλ. 
[image: image103.wmf]OA

uuur

+
[image: image104.wmf]AM

uuuur

=
[image: image105.wmf]OM

uuuur


Σχόλιο: Τα διανύσματα γίνονται διαδοχικά με παράλληλη μεταφορά:  
[image: image106.wmf]OA

=a

uuuur

r

  και    
[image: image107.wmf]AM

=b

uuuur

r


[image: image108.emf]
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2ος  τρόπος (με κοινή αρχή-κανόνας του παραλ/μου)

1. Με αρχή ένα τυχαίο σημείο Ο παίρνουμε διανύσματα 
[image: image109.wmf]OA

uuur

=
[image: image110.wmf]a

r

 και 
[image: image111.wmf]OB=b

r

uuur


2. Σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΟΑΜΒ με πλευρές τις ΟΑ, ΟΒ

3. Τότε το άθροισμα 
[image: image112.wmf]a

ur

+
[image: image113.wmf]b

r

 ορίζεται από το διάνυσμα της περιεχόμενης  διαγώνιου  
[image: image114.wmf]OM

uuuur

.  Δηλ. 
[image: image115.wmf]a

ur

+
[image: image116.wmf]b

r

=
[image: image117.wmf]OM

uuuur


[image: image118.emf]
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►Ιδιότητες της πρόσθεσης διανυσμάτων

1) 
[image: image119.wmf]=

α+ββ+α

rrrr

                  (αντιμεταθετική)

2) 
[image: image120.wmf]=

(

α+β)+γα+(β+γ)

rrrrrr

   (προσεταιριστική)

3) 
[image: image121.wmf]==

α+00+αα

rrrrr

                  (ουδέτερο στοιχείο)

4) 
[image: image122.wmf]-=

α+(α)0

rrr

                (αντίθετο στοιχείο)
Η απόδειξη του (1)
[image: image123.emf]
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Η απόδειξη του (2)
[image: image124.emf]
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►Άθροισμα πολλών διανυσμάτων
1. Το άθροισμα πολλών διανυσμάτων το βρίσκουμε ευκολότερα αν κάνουμε τα διανύσματα διαδοχικά          π.χ.  
[image: image125.wmf]v

a+b+g+d=

urrrrr


2. Ένα διανυσματικό άθροισμα που το πέρας ενός διανύσματος είναι η αρχή του επομένου, υπολογίζεται άμεσα.   π.χ. 
[image: image126.wmf]AB

+BG+GD+DE=AE

uuuruuuruuuruuuruuur


[image: image127.emf]
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	3. Κάθε διάνυσμα γράφεται σαν άθροισμα δύο ή περισσοτέρων διανυσμάτων 

π.χ. 
[image: image128.wmf]AB=AG+GB

uuuruuuruuur

      και  
[image: image129.wmf]AB=AD+DE+EB

uuuruuuruuuruuur


[image: image130.emf]
►ΑΦΑΙΡΕΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

1ος  τρόπος (Διαδοχικά τα 
[image: image131.wmf]r

a

 και 
[image: image132.wmf]r

-b

)

Η διαφορά του 
[image: image133.wmf]b

r

 από το 
[image: image134.wmf]a

ur

 ορίζεται ως το άθροισμα του διανύσματος 
[image: image135.wmf]a

ur

 με το αντίθετο (
[image: image136.wmf]-b

r

) του διανύσματος 
[image: image137.wmf]b

r


Δηλ.  
[image: image138.wmf]-

αβ

rr

=
[image: image139.wmf]()

-

+

α

r

r

b


[image: image140.emf]
2ος  τρόπος (κανόνας του παραλληλογράμμου)

Η διαφορά 
[image: image141.wmf]-

αβ

rr

 είναι το διάνυσμα της δεύτερης διαγώνιου του γνωστού παραλληλογράμμου της πρόσθεσης διανυσμάτων

!!! Προσέξτε την διεύθυνση του 
[image: image142.wmf]-

αβ

rr

 (από το πέρας του 
[image: image143.wmf]b

r

 στο πέρας του 
[image: image144.wmf]a

ur

)


[image: image145.png]



►Διάνυσμα θέσεως (ή διανυσματική ακτίνα)     

     ενός σημείου Μ του επιπέδου

· Σημείο αναφοράς 
ονομάζουμε ένα σταθερό σημείο Ο     (ή οποιοδήποτε άλλο σημείο) του επιπέδου που το θεωρούμε ως αρχή. 
· Διάνυσμα θέσεως του σημείου Μ 
(ή διανυσματική ακτίνα του σημείου Μ) λέγεται το διάνυσμα 
[image: image146.wmf]OM

uuuur

    όπου Ο  το σημείο αναφοράς
· Κάθε διάνυσμα στο χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής. Δηλ.:  
[image: image147.wmf]=-

ABOBOA

uuuruuuruuur

 (ή 
[image: image148.wmf]AB=

ΑOΒΟ

uuuruuuruuur

-

)
(αφού 
[image: image149.wmf]OA+AB=OB

uuuruuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image150.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image151.wmf]AB=OBOA

-

uuuruuuruuur

)

[image: image152.emf]



(§1.2) ΠΡΟΣΘΕΣΗ – ΑΦΑΙΡΕΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

	ΆΣΚΗΣΗ 5   

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να βρείτε τα διανύσματα:
1. 
[image: image153.wmf]AB+BG

uuuruuur


2. 
[image: image154.wmf]AB+DA

uuuruuur


3. 
[image: image155.wmf]AB+BG+GD

uuuruuuruuur


4. 
[image: image156.wmf]BG-DG

uuuruuur


5. 
[image: image157.wmf]AG-AB

uuuruuur


6. 
[image: image158.wmf]BG+GD-BA

uuuruuuruuur



[image: image159.png]



ΆΣΚΗΣΗ 6  

Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image160.wmf]x

r

 ως συνάρτηση των άλλων διανυσμάτων στα σχήματα που δίνονται:
σχήμα 1
[image: image161.emf]
σχήμα 2
[image: image162.emf]
σχήμα 3
[image: image163.emf]
σχήμα 4
[image: image164.emf]
ΆΣΚΗΣΗ 8   

i) Συμπληρώστε τα κενά με ένα γράμμα ώστε με βάση το παρακάτω σχήμα 1 να αληθεύουν οι ισότητες:

α) 
[image: image165.wmf]....

BA+DE=B

uuuruuuruuuur

     β) 
[image: image166.wmf]....

AE+AB=A

uuuruuuruuuur

    γ) 
[image: image167.wmf]....

GD+BD=B

uuuruuuruuuur


δ) 
[image: image168.wmf]....

ZB+ZE=Z

uuuruuuruuuur

      ε) 
[image: image169.wmf]....

BD-ZE=B

uuuruuuruuuur


ΆΣΚΗΣΗ 9   

ii) Συμπληρώστε τα κενά με ένα διάνυσμα ώστε με βάση το παρακάτω σχήμα 2 να αληθεύουν οι ισότητες

α) 
[image: image170.wmf].....

DE-DA=

uuuruuur

     β) 
[image: image171.wmf].......

AG-AB=

uuuruuur

     γ) 
[image: image172.wmf]B.....

GZ+D-DZ=

uuuruuuruuur


δ)  
[image: image173.wmf]......

BD-AD-GZ=

uuuruuuruuur

    ε) 
[image: image174.wmf]....

GB+DA-GA=

uuuruuuruuur


σχήμα 1

[image: image175.emf]Α
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σχήμα 2

[image: image176.emf]Α

Β
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ii) Με βάση το σχήμα 2 (κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ 

     κέντρου Ο), να βρεθούν τα διανύσματα:   

   α)
[image: image177.wmf]GB-ZA

uuuruuur

              β)
[image: image178.wmf]()

OG-EO-DE

uuuruuuruuur

      

   γ)
[image: image179.wmf]DO-AB

uuuruuur

              δ)
[image: image180.wmf]DZ-GB-DB

uuuruuuruuur



	►ΜΕΤΡΟ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
(Η ΤΡΙΓΩΝΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ) 

Αν 
[image: image181.wmf]a

ur

,
[image: image182.wmf]b

r

 οποιαδήποτε διανύσματα του επιπέδου ισχύει 


[image: image183.wmf]||||||||||

rrrrrr
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(Τριγωνική ανισότητα)

Το μέτρο του αθροίσματος δύο διανυσμάτων περιέχεται μεταξύ του αθροίσματος των μέτρων τους και της απόλυτης τιμής της διαφοράς των μέτρων τους

[image: image184.emf]
Στο τρίγωνο ΟΑΒ:   |ΟΑ
[image: image185.wmf]-

ΑΒ| < ΟΒ < ΟΑ+ΑΒ

Ειδικές περιπτώσεις

· Αν 
[image: image186.wmf]a­­b

urr

(ομόρροπα)  τότε 
[image: image187.wmf]||||||||||

ababab

urrurrurr
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   (σχ.1)

· Αν 
[image: image188.wmf]a­¯b

urr

 (αντίρροπα)  τότε
[image: image189.wmf]||||||||||

a-ba+b<a+b

=
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   (σχ.2)

· Αν 
[image: image190.wmf]0

ή0

a=b=

urrrr

 τότε 
[image: image191.wmf]||||||||||

a-b=a+b=a+b
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σχήμα 1

[image: image192.emf]
σχήμα 2

[image: image193.emf]
ΆΣΚΗΣΗ 11
Στον κύκλο (Ο,1) έχουμε τα διανύσματα  
[image: image194.wmf]ΑΒγ

uuurr

=

, 
[image: image195.wmf]ΒΓα

uuurr

=

 ,  
[image: image196.wmf]ΓΑβ

uuurr

=


1. Να θέσετε το κατάλληλο σύμβολο (= , < , >) μεταξύ των αριθμών:   

i) 
[image: image197.wmf],2,
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ii) 
[image: image198.wmf]1
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AOab+g

uuurrr


2. Να βρείτε το μέτρο του αθροίσματος  
[image: image199.wmf]BO+GO

uuuruuur


[image: image200.emf]Α
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(§1.3)   ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑ
	►Πολλαπλασιασμός αριθμού λ με διάνυσμα 
[image: image201.wmf]ur

a


· Αν  λ
[image: image202.wmf]¹

0  και  
[image: image203.wmf]α

r



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image204.wmf]¹



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image205.wmf]0
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 λέγεται ένα διάνυσμα  που το συμβολίζουμε λ
[image: image206.wmf]a
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 το οποίο
λ
[image: image207.wmf]a
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:  
[image: image208.wmf] 
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Ειδικά: 

· Αν  λ = 0 και 
[image: image209.wmf]α

r



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image210.wmf]¹



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image211.wmf]0

r

  τότε ορίζουμε  0
[image: image212.wmf]g


[image: image213.wmf]r
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=
[image: image214.wmf]0
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· Αν λ
[image: image215.wmf]¹

0  και 
[image: image216.wmf]r

a

=
[image: image217.wmf]0
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 τότε ορίζουμε  λ
[image: image218.wmf]g


[image: image219.wmf]0

r

=
[image: image220.wmf]0
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[image: image221.emf]
►Ιδιότητες Πολλαπλ/μού Αριθμού με Διάνυσμα
Βασικές

1. 
[image: image222.wmf]λ(α+β)=λα+λβ
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rr

 

      (επιμεριστικότητα ως προς την πρόσθεση  διανυσμάτων)

2. 
[image: image223.wmf](

λ+μ)α=λα+μα
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      (επιμεριστικότητα ως προς την πρόσθεση πραγματικών)

3. 
[image: image224.wmf]λ(μα)=μ(λα)=(λμ)α

r
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Πορίσματα
4. 
[image: image225.wmf]00
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[image: image226.wmf]0
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5. 
[image: image227.wmf]()()()
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6. 
[image: image228.wmf]()
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7. 
[image: image229.wmf]()

lmalama
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8. Αν 
[image: image230.wmf]lalb

r
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 και 
[image: image231.wmf]0
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,τότε  
[image: image232.wmf]ab

r
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 (διαγραφή αριθμού)

9. Αν 
[image: image233.wmf]lama

rr
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 και 
[image: image234.wmf]0
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r
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,τότε 
[image: image235.wmf]lm
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 (διαγραφή διαν/τος)

[image: image236.wmf]a

 Βασική παρατήρηση για συνευθειακά σημεία

Οποιαδήποτε ισότητα που ισχύει μεταξύ δύο διανυσμάτων που δημιουργούνται από 3 σημεία του επιπέδου σημαίνει ότι τα σημεία είναι συνευθειακά (άσκ. 5, 4 σχολ.)
►1η Συνθήκη Παραλληλίας Διανυσμάτων (
[image: image237.wmf]β

r



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image238.wmf]¹


[image: image239.wmf]0
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)
Δύο διανύσματα 
[image: image240.wmf]α

r

, 
[image: image241.wmf]β
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 με  
[image: image242.wmf]β

r



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image243.wmf]¹


[image: image244.wmf]0
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  είναι παράλληλα αν και μόνο αν υπάρχει λ
[image: image245.wmf]Î

¡

 τέτοιος ώστε 
[image: image246.wmf]α

r

= λ
[image: image247.wmf]β
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 δηλαδή


[image: image248.wmf] ,  
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Συνέπεια: Αν 
[image: image249.wmf]la=mb

r

r

  και 
[image: image250.wmf]a

r

P

b

r

 τότε λ = μ = 0
Εφαρμογή: 
Έστω Δ, Ε τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ. Αποδείξτε με διανύσματα ότι ΔΕ = // 
[image: image251.wmf]2

BG


	►Γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων

· Γραμμικός συνδυασμός δύο διανυσμάτων 
[image: image252.wmf]a

r

 και 
[image: image253.wmf]b

r

 λέγεται  κάθε διάνυσμα της μορφής 
[image: image254.wmf]v=

κα+λβ

r

r

r

,    όπου 
[image: image255.wmf],
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.     Π.χ. το διάνυσμα 
[image: image256.wmf]v2
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· Γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
[image: image257.wmf]123

,,,....,
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uuruuruuruur

 λέγεται κάθε διάνυσμα της μορφής,  
[image: image258.wmf]112233
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       όπου 
[image: image259.wmf]123
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Σχόλια: 
1)  Ένας γραμμικός συνδυασμός παράγει ένα νέο διάνυσμα από άλλα αρχικά διανύσματα

[image: image260.emf]α

β
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άτιτλο-o0


2)  Κάθε διάνυσμα του επιπέδου γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός δύο μη παράλληλων διανυσμάτων
ΆΣΚΗΣΗ 12
Με την βοήθεια του διπλανού σχήματος να βρείτε τις τιμές του κ στις παρακάτω περιπτώσεις

α)
[image: image261.wmf]OG=kGA

uuuruuur

      β)
[image: image262.wmf]BD=kBO

uuuruuur

      γ)
[image: image263.wmf]AG=kGO

uuuruuur

       δ)
[image: image264.wmf]BB=kBD

uuuruuur

     ε)
[image: image265.wmf]AA=kGG

uuuruuur



[image: image266.png]



ΆΣΚΗΣΗ 13
Αν Δ σημείο του ευθ. τμήματος ΑΒ τέτοιο ώστε  5ΑΔ = 2ΔΒ και  Ο τυχαίο σημείο του επιπέδου με 
[image: image267.wmf]OA=akaiOB=b

uuururuuurr

 , 

να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image268.wmf]OD

uuur

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image269.wmf]a

r

 και 
[image: image270.wmf]b

r

 


[image: image271.png]



ΆΣΚΗΣΗ 14
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε των ΑΒ, ΑΓ ώστε ΔΕ//ΒΓ

i) Αν 
[image: image272.wmf]2

3

AD=AB
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, να βρείτε      το λ
[image: image273.wmf]Î

¡

ώστε 
[image: image274.wmf]GE=lAG

uuuruuur


ii) Αν 
[image: image275.wmf]530

BD-BA=
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, να βρείτε το x
[image: image276.wmf]Î

¡

  ώστε  
[image: image277.wmf]x

DE=BG
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[image: image278.png]



ΆΣΚΗΣΗ 15
Αν Μ , Ν τα μέσα  των πλευρών ΑΔ , ΒΓ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ  αποδείξτε ότι ισχύει:

[image: image279.wmf]2

ΜΝΑΒ+ΔΓ

uuuruuuruur

=


(επέκταση του θεωρήματος της διαμέσου τραπεζίου)

[image: image280.emf]



(§1.3)   ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑ
	►Διανυσματική Ακτίνα Μέσου ευθ. Τμήματος

Η διανυσματική ακτίνα του μέσου ευθυγράμμου τμήματος ισούται με το ημιάθροισμα των διανυσματικών ακτίνων των άκρων του τμήματος

 Δηλ. αν Ο σημείο αναφοράς και Μ μέσο του ΑΒ θα ισχύει

                             
[image: image281.wmf]ΟΑ+ΟΒ

ΟΜ

2
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uuuruuur
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      (απόδειξη σελ. 25)
[image: image282.emf]
►Διάμεσος τριγώνου

Αν 
[image: image283.wmf]     

()

 

ή 

και  

ίάώ

ìü

ïï

íý

ïï

îþ

ΑΒ+ΑΓ

ΜσημεοτηςπλευρςΒΓτριγν

ΑΜ=2ΑΜ=ΑΒ+ΑΓ

2

ουΑΒΓ

uuruur
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 τότε

         η ΑΜ είναι διάμεσος του ΑΒΓ               (απόδειξη)

[image: image284.emf]
Δηλαδή: Το διάνυσμα της διαμέσου ενός τριγώνου είναι το διανυσματικό  ημιάθροισμα  των προσκείμενων πλευρών της
ΆΣΚΗΣΗ 16  (9 Α Ομάδας σελ. 28 σχολικού.)
Αν   Μ , Ν τα μέσα των  διαγωνίων ΑΓ , ΒΔ τετραπλεύρου 

ΑΒΓΔ  να δειχθεί:  
[image: image285.wmf]ΑΒ+ΓΒ+ΑΔ+ΓΔ4ΜΝ

=

uuuruuuruuuruuuruuuur

          (Εuler)

[image: image286.emf]
ΆΣΚΗΣΗ 17  (6  Β  Ομάδας σελ. 28 σχολικού) 
Δίνεται το τετράπλευρο ΑΒΓΔ και έστω Μ και Ν τα μέσα των διαγωνίων του ΑΓ, ΒΔ αντίστοιχα. Αν ισχύει 
[image: image287.wmf]4MNA

=D-BG

uuuuruuuruuur

 να δείξετε ότι το τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο.


[image: image288.png]



Υπόδειξη
Για να εκμεταλλευτώ τα μέσα πρέπει να εμφανίσω κάποιο από 
τα διανύσματα  
[image: image289.wmf]AN

uuur

, 
[image: image290.wmf]N
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uuur

 ή 
[image: image291.wmf]BM

uuuur

, 
[image: image292.wmf]DM

uuuur

 (σημείο αναφοράς μία
κορυφή έστω Α).

	►Διανύσματα και Γεωμετρία
Οι ιδιότητες των διανυσμάτων μας δίνουν πληροφορίες για τα γεωμετρικά σχήματα  που ορίζουν. π.χ. Η διανυσματική ισότητα 
[image: image293.wmf]ABGD

=

uuuruuur

  σημαίνει  γεωμετρικά ότι ΑΒ = ΓΔ και  
[image: image294.wmf]ABGD

P



[image: image295.wmf]a

 Βασικές προτάσεις
1. Αν 
[image: image296.wmf]ΑΒ=ΓΔ

uuuruur

 τότε το τετράπλευρο ΑΒΔΓ  είναι    

    Παραλληλόγραμμο και αντίστροφα
· 
[image: image297.wmf]ABGD
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image298.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image299.wmf]AGBD
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 (εναλλαγή των μέσων γραμμάτων)

· 
[image: image300.wmf]ABGD
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image301.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image302.wmf]DBGA

=

uuuruuur

 (εναλλαγή των άκρων γραμμάτων)

· Αν 
[image: image303.wmf]ΑΒ=ΓΔ

uuuruur

τότε τα τμήματα ΑΔ , ΒΓ  έχουν κοινό μέσο
2. Το ευθ. τμήμα που ενώνει τα μέσα πλευρών τριγώνου  

     είναι παράλληλο και ίσο με το μισό της τρίτης πλευράς

3. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
[image: image304.wmf]ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ=0

uuuruuuruuurr

    (προφανές)

   Αντίστροφα: Τα (μη παράλληλα) διανύσματα  
[image: image305.wmf],,

abg
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     ορίζουν  τρίγωνο όταν:
      α)
[image: image306.wmf]0

abg

++=

urrrr

 (σχ.1)       ή         β) 
[image: image307.wmf]abg

urrr
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  (σχ.2)
[image: image308.emf]
σχήμα 1
[image: image309.emf]
σχήμα 2
4. Αν για ένα σημείο G ισχύει 
[image: image310.wmf]GA+GB+G

Γ=0

uuuruuuruuurr

  τότε 

    το G είναι το βαρύκεντρο του ΑΒΓ  και αντιστρόφως


[image: image311.png]



ΆΣΚΗΣΗ 18
Στις πλευρές παραλληλογράμμου θεωρούμε σημεία Ε, Ζ, Η, Θ, ώστε 
[image: image312.wmf]AEHGkaiZGAQ

==

uuuruuuruuuruuur

. Να δειχθεί ότι τα ΕΗ, ΖΘ έχουν το ίδιο μέσο.


[image: image313.png]



ΆΣΚΗΣΗ 19
Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα των διαμέσων τριγώνου ορίζουν τρίγωνο. Δηλαδή αν ΑΚ , ΒΛ , ΓΜ διάμεσοι του ΑΒΓ τότε   
[image: image314.wmf]0
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[image: image315.emf]


(Όχι στους μαθητές)                 (§1.1-§1.3)  ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  
	· Ταυτιζόμενα σημεία

ΆΣΚΗΣΗ 20
Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, E ώστε  
[image: image316.wmf]DBGEDGAE
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uuuruuuruuuruuur

. 

Να δείξετε ότι τα σημεία  Α, Β συμπίπτουν

Για να δείξουμε ότι δύο σημεία έστω Μ, Ν συμπίπτουν:

α) Δείχνουμε ότι 
[image: image317.wmf]0

MN

=

uuuurr


 ή

β) Θεωρώντας σημείο Ο σαν αρχή δείχνουμε  
[image: image318.wmf]OMON

=

uuuuruuur


· Απόδειξη διανυσματικής σχέσης

ΆΣΚΗΣΗ 21
Θεωρούμε κύκλο (Ο,ρ) και τις κάθετες χορδές του ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται στο Μ. Να δειχθεί ότι 
[image: image319.wmf]2
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Για να δείξουμε μία διανυσματική σχέση εκφράζουμε κάποια διανύσματα σαν άθροισμα ή διαφορά άλλων διανυσμάτων. Μετά χρησιμοποιώντας ιδιότητες των πράξεων καταλήγουμε στο ζητούμενο. Βοηθάει αν πάρουμε ως σημείο αναφοράς κάποιο από τα δοσμένα σταθερά σημεία της άσκησης.  

· Προσδιορισμός – κατασκευή σημείου

ΆΣΚΗΣΗ  22
Σε τρίγωνο ΑΒΓ να βρεθεί σημείο Ρ του επιπέδου  αυτού 

τέτοιο ώστε  
[image: image320.wmf]30

ARBRGR
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Για να προσδιορίσουμε ένα σημείο P με γνωστή ιδιότητα,
 χρησιμοποιούμε την μέθοδο των διανυσματικών ακτίνων. Γι’ αυτό  εκλέγουμε ένα σταθερό σημείο Ο για αρχή (ή κάποιο από 

τα δοσμένα σταθερά σημεία της άσκησης) και εκφράζουμε την διανυσματική ακτίνα 
[image: image321.wmf]P

O

uuur

(ή κάποια άλλη ανάλογα το σημείο αναφοράς) συναρτήσει γνωστών διανυσμάτων. Τότε το σημείο Ρ έχει προσδιορισθεί. 
· Μοναδικότητα σημείου

ΆΣΚΗΣΗ 23
Εστω τα σημεία Α, Β, Γ  και οι πραγματικοί αριθμοί α, β, γ 

ώστε α+β+γ
[image: image322.wmf]¹

0. Δείξτε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο Μ τέτοιο 

 ώστε 
[image: image323.wmf]MAMM0
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Η μοναδικότητα ενός σημείου Μ προκύπτει αφού προσδιορίσουμε την διανυσματική του ακτίνα 
[image: image324.wmf]OM

uuur

, δηλαδή 
την γράψουμε σαν γραμμικό συνδυασμό δύο μη παραλλήλων διανυσμάτων. Αυτό όμως γίνεται κατά μοναδικό τρόπο, άρα και το σημείο είναι μοναδικό.  
· Ανεξαρτησία παραστάσεων

ΆΣΚΗΣΗ 24
Για τα σημεία Α, Β, Γ και τους α, β, γ 
[image: image325.wmf]Î

¡

 με α+β+γ=0 να 

δείξετε ότι το διάνυσμα 
[image: image326.wmf]f(M)MAMM
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 είναι σταθερό  (ανεξάρτητο του Μ)

Ανεξάρτητες διανυσματικές  παραστάσεις  f(Μ): 
α) Παίρνουμε ένα άλλο σημείο 
[image: image327.wmf]M

¢

 και δείχνουμε f(G)=f
[image: image328.wmf](M)

¢

  ή

β) Κάνοντας χρήση των διανυσματικών ακτίνων του Μ, αναλύουμε  

    την παράσταση f(Μ) και την βγάζουμε σταθερή.
· Συνευθειακά  σημεία

ΆΣΚΗΣΗ 25
Aν για το σημείο Ρ ισχύει 
[image: image329.wmf]32
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, τότε αποδείξτε ότι τα σημεία  Ρ, Β, Γ είναι συνευθειακά και βρείτε τη θέση τους.
Για να δείξουμε ότι τρία σημεία Ρ, Β, Γ είναι συνευθειακά αρκεί να δείξουμε ότι  π.χ. 
[image: image330.wmf]PP

BlG

uuruur
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 Αυτό σημαίνει ότι τα διανύσματα 
[image: image331.wmf]P,P

BG
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 είναι παράλληλα και αφού έχουν κοινό σημείο το Ρ , τα τρία σημεία Ρ, Β, Γ είναι συνευθειακά


	· Παράλληλα διανύσματα

ΆΣΚΗΣΗ 26
Αν τα 
[image: image332.wmf],,

abg

urrr

 είναι μη παράλληλα ανά δύο και ισχύει 


[image: image333.wmf]//2

ab+g
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  και 
[image: image334.wmf]//2

bg+a
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 να δειχθεί:   
[image: image335.wmf]42

b=-a-g
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 Από τις δοσμένες σχέσεις παραλληλίας ζητείται μια σχέση διανυσμάτων: Εφαρμόζουμε την συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων  και βρίσκουμε τις παραμέτρους λ , μ  ….

· Γεωμετρικοί τόποι

ΆΣΚΗΣΗ  27
Αν Α, Β, Γ σταθερά σημεία να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία είναι: 


[image: image336.wmf]2
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ΆΣΚΗΣΗ  28
Αν Α, Β, Γ σταθερά σημεία να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των  σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία είναι: 
[image: image337.wmf]2BMA2(1),

kGkABk

uuuuruuuruuur
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Για την εύρεση ενός γεωμετρικού τόπου θα δίνεται μία σχέση 
που ικανοποιούν τα σημεία Μ του τόπου. Με χρήση διανυσματικών ακτίνων μετετρέπουμε την σχέση στην μορφή 


[image: image338.wmf]·



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image339.wmf]||
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     (οπότε ο τόπος είναι κύκλος (Ο,ρ)          ή


[image: image340.wmf]·



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image341.wmf]u
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  (οπότε ο τόπος είναι ευθεία ε//
[image: image342.wmf]u
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 που διέρχεται   

     από το Α
· Διανυσματικές εξισώσεις

ΆΣΚΗΣΗ 29
Αν Α, Β, Γ, Δ, σημεία του επιπέδου τέτοια ώστε


[image: image343.wmf]ADkBG
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 να λυθεί η εξίσωση  
[image: image344.wmf]xB

ABGDG
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ΆΣΚΗΣΗ 30
Σε τρίγωνο ΑΒΓ , ΑΔ η διάμεσος. Να λυθεί  ως προς x, y 
η εξίσωση: 
[image: image345.wmf]xAByA3

GBGAD
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Οι διανυσματικές εξισώσεις είναι διανυσματικές σχέσεις 
που έχουν άγνωστο διάνυσμα 
[image: image346.wmf]x

r

 ή άγνωστο  x
[image: image347.wmf]Î
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Συνήθως λύνονται αφού μετατραπούν στη μορφή 
· 
[image: image348.wmf]xx,0

kkaamek

=Þ=¹
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                          ή

· 
[image: image349.wmf]xx,0
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· Ανισοτικές σχέσεις μέτρων

ΆΣΚΗΣΗ 31
Αν για τα διανύσματα 
[image: image350.wmf],,
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 ισχύει 
[image: image351.wmf]0
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 και


[image: image352.wmf]3||4||12||
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, να δείξετε ότι τα 
[image: image353.wmf],,
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έχουν ίδια διεύθυνση




(Όχι στους μαθητές)                 (§1.1-§1.3)  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  -  ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
	ΆΣΚΗΣΗ 33
Αν για τα σημεία  Α, Β, Γ, Δ υπάρχει σημείο Ρ ώστε  
[image: image354.wmf]RA+RG=RB+RD

uuuruuruuuruuur

να δειχθεί ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.
ΆΣΚΗΣΗ 34
i) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να δειχθεί ότι υπάρχει μοναδικό σημείο Ρ τέτοιο ώστε   
[image: image355.wmf]530

RA-RB+RG=

uuuruuuruurr


ii) Αν 
[image: image356.wmf]5320

MA-MB-MG=

uuuuruuuuruuurr

 να δειχθεί ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

ΆΣΚΗΣΗ 35
Αν 
[image: image357.wmf]22

(23)(7)0

lKA+-lKB+l-KG=

uuuruuuruuurr

 να βρεθεί ο λ
[image: image358.wmf]Î

¡

,   

λ > 0 ώστε τα σημεία Α, Β, Γ να είναι  συνευθειακά

ΆΣΚΗΣΗ 36
Αν τα 
[image: image359.wmf],,

abg
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 είναι μη παράλληλα ανά δύο και τα 
[image: image360.wmf]2,

a-bg
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συγγραμμικά και τα 
[image: image361.wmf]2,

a-gb

urrr

 συγγραμμικά να δείξετε ότι και 

τα διανύσματα  
[image: image362.wmf]4,

b+ga
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 είναι συγγραμμικά

ΆΣΚΗΣΗ 37
Σε τυχαίο σημείο Μ του επιπέδου ενός τριγώνου ΑΒΓ αντιστοιχίζουμε το διάνυσμα    
[image: image363.wmf]M

VMAMB2M
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Nα δειχθεί ότι το 
[image: image364.wmf]M

V
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 διέρχεται από σταθερό σημείο 

ΆΣΚΗΣΗ 38
Αν τα 
[image: image365.wmf]α και β

rr

 όχι συγγραμμικά διανύσματα τότε δείξτε ότι και 

τα 
[image: image366.wmf]v,u
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δεν είναι συγγραμμικά διανύσματα  όπου 
[image: image367.wmf]u3

α2β 
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και
[image: image368.wmf] v2

αβ
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.
ΆΣΚΗΣΗ 39
Αν για τα διανύσματα 
[image: image369.wmf],,

abg

urrr

 ισχύει 
[image: image370.wmf]230

a+b+g=
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 και


[image: image371.wmf]a=b=g
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  να αποδειχθεί ότι  
[image: image372.wmf]//

ag
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ΆΣΚΗΣΗ 40
Αν για τα Ο, Μ, Α, Β, Γ  ισχύει η σχέση   


[image: image373.wmf]ΟΑ+3ΜΑ=2ΜΟ+ΜΓ+3ΟΒ
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   να αποδειχθεί ότι τα  Α ,Β , Γ 

είναι συνευθειακά

ΆΣΚΗΣΗ 41
Δίνονται τα μη συνευθειακά σημεία Α, Β, Γ. Δείξτε ότι:

α) Αν Μ τυχαίο σημείο του επιπέδου το διάνυσμα   

    
[image: image374.wmf]235

MA+MB-MG

uuuuruuuuruuur

 είναι ανεξάρτητο του Μ 

β) Δεν υπάρχει σημείο Κ ώστε να ισχύει 
[image: image375.wmf]235

KA+KB=KG

uuuruuuruuur


ΆΣΚΗΣΗ 42
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ, Ε τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ 

αντίστοιχα. Αν ισχύει 
[image: image376.wmf]xAy

AM=D+AE
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  με  x+y = 2 να δείξετε 

ότι:   α) 
[image: image377.wmf]//

DEBG
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    β) Τα σημεία Μ, Β, Γ είναι συνευθειακά

ΆΣΚΗΣΗ 43
Σε τρίγωνο ΑΒΓ έστω 
[image: image378.wmf]AB

=g
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 και  
[image: image379.wmf]A

G=b
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. Αν  Μ το μέσο της 

ΒΓ, και Ε, Ν τα μέσα των ΒΜ, ΜΓ αντίστοιχα τότε:

i) Να δείξετε ότι 
[image: image380.wmf]ABA

AM

2
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ii) Να εκφράσετε τα 
[image: image381.wmf]AE

uuur

 και 
[image: image382.wmf]AN

uuur

 συναρτήσει των 
[image: image383.wmf]b

r

, 
[image: image384.wmf]g
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 και να δείξετε ότι 
[image: image385.wmf]2EN

=b-g
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.


	ΆΣΚΗΣΗ 44
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι  κ, λ, μ 
[image: image386.wmf]Î

¡

 ώστε κ+λ+μ=0. Να 

δειχθεί ότι για οποιοδήποτε σημείο Μ του επιπέδου το διάνυσμα  


[image: image387.wmf]kMA+lMB+mMG
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 είναι σταθερό.
Ερωτήσεις  Σωστού-Λάθους

1) Αν  
[image: image388.wmf]AB+BG=AG

uuuruuuruuur

, τότε τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.
2) Αν 
[image: image389.wmf]a=b

urr

, τότε 
[image: image390.wmf]a=b
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3) Αν 
[image: image391.wmf]0

AB+BG+GD=
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 τότε 
[image: image392.wmf]0

AD=
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4) Αν
[image: image393.wmf]a=lb

urr

, τότε 
[image: image394.wmf]//
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5) Αν
[image: image395.wmf]AB=BA

uuuruuur

, τότε. 
[image: image396.wmf]0

AB=
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6) Τα διανύσματα 
[image: image397.wmf]AB

uuur

και 
[image: image398.wmf]OB-OA

uuuruuur

είναι ίσα.
7) Τα αντίθετα διανύσματα έχουν ίσα μέτρα.

8) Αν   
[image: image399.wmf]a=-b

urr

, τότε 
[image: image400.wmf]·

·

(,)(,)

ab+ba

urrrur

= 2π.

9) Αν το 
[image: image401.wmf]a+b
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 είναι συγγραμμικό του
[image: image402.wmf]a

ur

 τότε το 
[image: image403.wmf]a+b
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 είναι συγγραμμικό του 
[image: image404.wmf]b

r


10) Αν 
[image: image405.wmf]a+b=a+b
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,  τότε τα 
[image: image406.wmf]a

ur

και 
[image: image407.wmf]b

r

 είναι πάντα συγγραμμικά.
11) Αν 
[image: image408.wmf]a=kb+lg
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 και κ, λ > 0, τότε τα 
[image: image409.wmf]a

ur

 , 
[image: image410.wmf]b

r

 , 
[image: image411.wmf]g
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 είναι συγγραμμικά.
12) Για τα ομόρροπα διανύσματα  
[image: image412.wmf]a

ur

, 
[image: image413.wmf]b

r

 ισχύει: 
[image: image414.wmf]||||

a-b
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=
[image: image415.wmf]a+b

urr


13) Αν 
[image: image416.wmf]0

la=

urr

, λ
[image: image417.wmf]Î
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 τότε οπωσδήποτε 
[image: image418.wmf]0

a=

urr


14) Η ισότητα 
[image: image419.wmf]||

la=la

urur

 ισχύει για κάθε λ
[image: image420.wmf]Î
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15) Αν 
[image: image421.wmf]ka=la

urur

, τότε κ = λ για κάθε διάνυσμα 
[image: image422.wmf]a

ur


16) Ισχύει η ισοδυναμία: 
[image: image423.wmf]AM=MB
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image424.wmf]Û

Μ μέσο του ΑΒ .
17) Αν  
[image: image425.wmf]ka=lb

urr

, κ, λ 
[image: image426.wmf]Î

¡

  και 
[image: image427.wmf]a

ur

 , 
[image: image428.wmf]b

r

 μη συγγραμμικά, τότε          
         λ = κ = 0
18) Με πλευρές οποιαδήποτε διανύσματα 
[image: image429.wmf]a

ur

 , 
[image: image430.wmf]b

r

 , 
[image: image431.wmf]g

r

τέτοια ώστε 
[image: image432.wmf]0

a+b+g=

urrrr

ορίζεται τρίγωνο.
19) Αν ΑΜ διάμεσος τριγώνου ΑΒΓ τότε 
[image: image433.wmf]2

AM=AB+AG

uuuuruuuruuur


20) Κάθε διάνυσμα στο χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος συν τη διανυσματική ακτίνα της αρχής.
21) Αν 
[image: image434.wmf]MA=MB

uuuuruuuur

 όπου Α, Β σταθερά σημεία, τότε ο γεω​μετρικός τόπος του Μ είναι η μεσοκάθετη ευθεία του ΑΒ.
22) Ισχύει η ισοδυναμία: G βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ 
[image: image435.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image436.wmf]GAGBG0
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23) Αν 
[image: image437.wmf]a+b

urr

=0 τότε τα 
[image: image438.wmf]a

ur

 και 
[image: image439.wmf]b
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είναι αντίθετα
24) Αν 
[image: image440.wmf]2

AB=AG

uuuruuur

 τότε
[image: image441.wmf]3

BA=-GA

uuuruuur


25) Σε ισοσκελές τρίγωνο με ΑΒ=ΑΓ ισχύει
[image: image442.wmf]AB=AG

uuuruuur


26) Δύο διανύσματα με ίδιο μέτρο είναι ίσα ή αντίθετα
27) Παρακάτω έχουμε ένα ζεύγος ομόρροπων και ένα ζεύγος αντίρροπων διανυσμάτων
[image: image443.emf]
[image: image444.emf]
28) Αν 
[image: image445.wmf]0
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29) Αν  
[image: image446.wmf]//,
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